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Znaceni

V této bakalarské praci je pouzito nasledujici znaceni:

t diskrétni ¢asovy okamzik

ay hodnota veli¢iny a v case t

E operator stfedni hodnoty s rozdélenim pravdépodobnosti P*
a

t:s posloupnost ¢asu (t,t+1,...,s)

Qs posloupnost veli¢in (ay, agy1, ..., as)

Gr.s(ap.s) posloupnost funkénich hodnot (g4(a;), gir1(ais1), - -, gs(as))

|H | pocet prvki v mnoziné H



Uvod

V technické praxi, stejné jako bézném zivoté, jsme nuceni délat rozhodnuti. At uz
se jedna o Tizeni vyrobni linky ¢i hledani optimalniho spojeni mezi dvéma misty,
nase rozhodnuti vychazeji ze znalosti, které o svété mame. Chceme-li ¢init Gspésné
rozhodnuti, je t¥eba vytesit dvé ulohy: 1) Fizeny objekt co nejlépe poznat a 2) doséh-
nout cile, ktery jsme si vytyc¢ili. Tyto dva tkoly jsou vsak vétsinou v rozporu: systém
se nejlépe pozné, kdyz se nechova podle nasich pozadavki. V realném svété navic
existuji ndhodné jevy, poruchy a nepfedvidané situace, které jednotné nazyvame
neurcitosti. Tato skute¢nost zptsobuje, Ze naSe znalost systému neni nikdy dokon-
ala.

Za ucelem fizeni systémi, které jsou bud natolik slozité, ze jejich deterministicky
popis je nemozny, nebo obsahuji ndhodné prvky jiz ze své podstaty, vzniklo stocha-
stické Tizeni, nebo-li optimalni fizeni za neurcitosti. Cilem stochastického fizeni
je minimalizovat velikost odchylek systému od pozadovaného stavu optimalizaci
ridicich zéasahi.

Jeden z pristupt k feSeni tohoto probému je dynamické programovéni, které navrhl
americky matematik Richard Bellman [3]. Jedna se o metodu, kterd s vyuzitim
zpétného chodu minimalizuje hodnotu ocekavané ztatové funkce.

Priméa aplikace tohoto postupu je vsak bohuzel i u pomérné jednoduchych znac¢né
komplikovana slozitosti vypoctu. K feseni tlohy je proto vhodné pozit aproximacnich
metod.

V Sedesatych letech 20. stoleti navrhl Alexander Aronovich Feldbaum feSeni pouzitim
takzvaného dualniho Fizeni [5]. Hlavni myslenkou tohoto piistupu bylo, Ze Fizeni musi
nejen minimalizovat aktudlni ztratu, ale rovnéz musi ziskat o systému co nejvice in-
formaci pro minimalizaci budoucich ztrat. Nicméné dualni fizeni je pouze obecny
pristup k navrhu fizeni. Konkrétni ndvrh je obvykle dilem dalsi aproximace.

Jednou z moznych aproximac¢nich metod k navrhu duélniho fizeni je pouziti stocha-
stické iterativni aproximace feseni tlohy dynamického programovani. To spociva v
pouziti iterativniho dynamického programovani (IDP, [8]) a simula¢ni metody Mante
Carlo, naptiklad [6] . Tento pfistup byl popsan v élanku [11]. Podstatou algoritmu
je hledani feSeni tlohy dynamického programovani iterativné, za pouziti metody
Monte Carlo pro simulaci neurcitosti v systému.

Tato bakalarska prace si klade nasledujici cile

e formulat tlohu stochastického fizend,



fesit dlohu stochastického fizeni s aditivni ztratou pomoci dynamického pro-
gramovani,

formulovat tulohu stochastického Fizeni s netplnym pozorovanim a jeji preve-
deni na tlohu s dplnymi znalostmi systému,

predstavit nékteré suboptimalni pfistupy k tloze stochastického tizeni, ze-

jména pak algoritmus stochastického iterativniho dynamického programovani
(SIDP),

porovnat uvedené ridici algoritmy na jednoduchém systému,

na zékladé ziskanych vysledku diskutovat vyhody a nevyhody algoritmu SIDP
a jeho pouzitelnost pii aplikaci na slozitéjsi ulohy.
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Kapitola 1

Uloha stochastického Fizeni

1.1 Zakladni tloha stochastického rizeni

Tento oddil se zabyva obecnou formulaci tlohy stochastického fizeni a pojmy s tim
spojenymi.

1.1.1 Systém a jeho popis

Ustfednim pojmem v teorii Fizeni je systém. Systém je ¢ast svéta, kterou chceme
poznat ¢i tidit. Ovliviiovani systému, at uz za tcelem jeho lepsitho poznéni, ¢i za
tcelem fizeni, provadime pomoci vstupu (¥idicich zasahi). Ve vétsiné piipadui je
feSeni ulohy stochastického fizeni provadéno numericky, je proto tacelné pracovat s
diskrétnim c¢asem. Budeme-li proto uvazovat diskrétni povahu ¢asu, stav systému v
¢asovém okamziku t podél konecného horizontu délky N popisuje soustava rovnic

Ti41 :fk<xtaut7wt)a t:Oa177N_1 (11>

Zde x; predstavuje stav systému v case t, u; Fidici zasah v case t a wy; nahodnou
veli¢inu reprezentujici pfitomnost Sumu. Predpokladame, Ze tvar rovnic f; je nam
znam, napiiklad z fyzikdlniho rozboru tlohy, ¢i ze znalosti konstrukce stroje, ktery
popisujeme. Dale predpokladédme, Ze stav systému mizeme piimo pozorovat. Piipad
netplného pozorovani bude probran pozdéji.

1.1.2 Ztratova funkce a optimalni Fizeni

Cilem fizeni je pro systém popsany soustavou (1.1) navrhnout regulator (posloup-
nost fidicich zasaht), ktery bude stav systému udrzovat co nejblize pozadované hod-
noté. Pro tyto ucely mame v tloze fizeni k dispozici predepsanou ztratovou (resp.
ucelovou) funkei

g(T1.n, UoN-1), (1.2)

ktera urcuje nakolik jsme vytycenych cili dosahli.
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Ozna¢me U T¢) Ne razdnou mnozinu pripustnych ridicich zasahu pro systém nac-

hazejici se ve stavu T¢. Pripustnou fidici strategii @ = Ho: N — budeme rozumét
0:N—1

pOSlOllpl’lOSt zobrazeni

Mt($t) = Ut t:O,l,...,N—l, (13)

kde p(z;) = uy € U(xy) je pripustny ridici zédsah. Neprazdna mnozina II pak bude
znacit mnozinu v8ech pfipustnych ridicich strategii.

Pro danou ridici strategii ozna¢me oc¢ekavanou ztratu jako

Jr(o) = % 1{g(i'fl:NMo:N—l(iUo:N—l))}- (1.4)

wWo:N —
Ulohou je potom najit takovou 7*, pro kterou plati

I () = Ernelﬁl Jx(20). (1.5)

Celkové se tedy jedna o optimaliza¢ni tlohu nalézt takovou posloupnost funkei (1.3),
ktera minimalizuje o¢ekavanou ztratovu (1.4) za podminek (1.1).

1.2 TUloha stochastického Fizeni s aditivni ztratou

Ulohu stochastického fizeni tak, jak byla definovana v predchozi ¢asti, nelze obecné
resit. Je tedy potieba ulohu néjak blize specifikovat.

1.2.1 Aditivni ztratova funkce

Jako vhodné se ukazuje omezit se na néjaky specialni tvar ztratové funkce (1.4).
Budeme proto dale uvazovat tzv. aditivni tvar ztratové funkce, tedy ze existuji funkce
g; takové, Ze muzeme psat

=

-1

g($1:N, UO:N—1) = 9t($t+1, Ut)- (1-6>
t=1

Ocekavanou ztratu (1.4) potom miuZeme piepsat do tvaru

Jr(r9) = E {th(xt+laUt($t))}' (1.7)

Wo:N—1

1.2.2 Dynamické programovani

Takto specifikované tloha stochastického Tizeni se da fesit pouzitim dynamického
programovani |3]. Dynamické programovani je pristup k feseni optimalizacnich tloh,
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na které se mizeme divat jako na posloupnost rozhodnuti, pro které plati tzv. prin-
cip optimality. Ten 1ika, ze optimalni posloupnost rozhodnuti mé tu vlastnost, ze
pro libovolny pocatecni stav a rozhudnuti musi byt vSechna nasledujici rozhodnuti
optimélni vzhledem k vysledkiim rozhodnuti prvniho.

Platnost principu optimality pro o¢ekavanou ztratu tvaru (1.7) je intuitivné snadno

pochopitelna. Pokud by totiz néjaky tusek ridici strategie nebyl optimalni, pak oceka-

vanou ztratu snizime prechodem ke strategii, ve které onu neoptimélni ¢ast nahradime
optimélnim FeSenim podproblému na tomtéz tseku. Presny diikaz platnosti principu

optimality pro o¢ekavanou ztratu tvaru (1.7) lze nalézt napiiklad v [4].

1.2.3 Pouziti dynamického programovani pri rfeseni tilohy stocha-
stického tizeni s aditivni ztratou

P1i feSeni ulohy stochastického Tizeni s aditivni ztrdtou je mozné postupovat, jak
je u uloh feSenych pomoci dynamického programovani zvykem. Ze timto tcelem
ozna¢me Ji(z;) minimalni hodnotu stfedni ztraty od okamziku ¢t do N v zavislosti
na x;. Dle (1.7) pro ni mizeme psat

Ji(z;) = min E{gr(zer1,u) + Jep1(xe41) } t=0,...,N—1. (1.9)

ur €U (z¢) we

P1i konstrukei optiméalni ridici strategie budeme postupovat od konce fidiciho hori-
zontu a postupné hledat J;(z;). Pro vypocet x;1 se pouzije rovnice (1.1). Libovolna
fidici strategie m = {0, - .., in_1}, kterd spliuje systém rovnic

Ji(xy) = g: {g (e, pe(x), wy) + Je1 (fe(eg, pe(e), we)) } t=0,...,N—1 (1.10)

pak bude optiméalni posloupnosti rozhodnuti.

1.3 Uloha stochastického Fizeni s nepifesnymi daty

Pri aplikaci matematického modelovani na feSeni néjaké konkrétni tlohy se obvykle
potykame s problémem, jak urcit konstanty, které dany model urcuji. Zkoumame-li
napiiklad néjaky fyzikalni systém, z rozboru fyzikalnich zédkonitosti obvykle zname
tvar rovnic, které urcuji jeho vyvoj v ¢ase, nicméné pocatecni podminky ¢i parame-
try, které v rovnicich vystupuji a jsou pro dany systém charakteristické, mizeme
ziskat pouze nepiimo, obvykle méfenim vhodnych veli¢in.

Tento oddil se zabyva modifikaci tlohy stochastického fizeni pro pripad pritomnosti
neznamych parametri.
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1.3.1 Vystup systému a infomac¢ni vektor

Informace o stavu systému x; v ¢ase t ziskavame pomoci vystupu y,;, ktery je dan
jako

Yo Zho(%,vo), Y1 :ht—i-l(xt—‘rlautvvt-i-l)a t=1,...,N =1, (1'11>

kde v; je ndhodné veli¢ina charakterizujici chybu méfeni. Predpokladame znalost
funkci h;. Pocatecni stav xy je dan rozdélenim pravdépodobnosti P*° a dalsi vyvoj
systému urcuje soustava (1.1).

Informace, které jsou v pribéhu fizeni k dispozici je zvykem psat ve formé tzv.
informacniho vektoru, ktery méa tvar

Iy = yo, Iy = (yO:t+17u0:t)7 t=1,...,N-1L (1-12)

1.3.2 Optimalni fizeni pro tlohu s nepresnymi daty

Ridicf zasah nyni nemuze explicitné zaviset na stavu systému, protoze mame k dis-
pozici pouze informacni vektor. Podobné jako v predeslé kapitole proto zavadime
neprazdnou mnozinu U ([;) vSech piipustnych fidicich zasahii za informace I;. Pri-
pustnou fidici strategii m = po.ny_1 bude posloupnost

/,Lt(_[t) = Ut t:(),l,...,N—l, (113)

kde p:(1;) = ue € U(I}) je pripustny fidici zasah.

Ukolem je najit p¥ipustnou strategii, ktera by minimalizovala o¢ekavanou ztratu

V0: N t=0

N-1
Jﬂ- - zo, w]?)::N—l, {Z gt(xtJrl’ lut(xt»} ) (114)

za podminek (1.1) a (1.11).

1.3.3 Prevod na tlohu s tplnymi daty

Protoze v Case t nemame k dispozici pfimo stav systému z;, ale pouze informad¢ni
vektor [;, nemiizeme pouzit postup z predchozi kapitoly. Pied tim je potieba tilohu
vhodné transformovat. Za timto ucelem zapiSeme informacni vektor ve tvaru

]0 = Yo, _[t+1 = (It,ut,yt+1>, t= ]_,...7N— 1. (115)

Na tuto rovnost mizeme pohliZet jako na rovnice systému (1.1). Stav v case ¢ je
nyni I;, vstup u; a ;41 ndhodna veli¢ina podminéné I; a u, pres (1.11).

Déle prejdeme k nové ztratové funkcei, kterou definujeme jako

gt(It—i-laut) = E‘/1 {gt(xt+laut)|lt7ut}7 t = 1,...,N— 1, (116)
Tt

14



kde x4y1 se pocita dle (1.1) a z; se povazuje za nahodnou veli¢inu podminénou
informa¢nim vektorem I;.

Ocekavanou ztratu podproblému od ¢asu t do N nyni muzeme psat ve tvaru

In(In) =0 (1.17)
Jt([t) = min E {gt([t+1,ut) + Jt+1([t+1>’[t,ut} t = O7 Ce ,N — 1 (118)

ut €Ut we,yt+1

Tato tloha jiz muze byt feSena pomoci dynamického programovani. Pii feSeni budeme
postupovat od konce fidiciho horizontu a postupné hledat J;(I;). Potom libovolna
7 = {po, ..., N1}, kterd nabyva minimalni o¢ekavané ztraty Jo(yo) je optiméalni
ridici strategie.

1.4 Uloha rizeni systému s neznaAmymi parametry

Pokud chceme ridit systém, jehoz vystup zavisi na néjakém neznamém konstantim
parametru 6, mizeme vyuzit znalosti feSeni problému s netplnym pozorovanim.
Parametr 6 bude reprezentovat stav systému x;, ktery se nyni v ¢ase neméni.

1.4.1 Systém s neznadmymi parametry, hyperstav

V této tloze méame vystupy systému y, popsany jako
Yo = ho(e,v()), Y1 :ht([t(d),e,ut,vtﬂ), tZO,,N— 1, (119)

kde It(d) = (Ytt—d, Ut—1.4—aq) a Cislo d se nazyva Ffad modelu.

Ozna¢me T; dostatecénou statistiku pro parametr 6 zaloZzenou na informacich dostup-
nych v case t. Pokud dostatecnéa statistika neexistuje, pak bude 7; oznacovat néjakou
jeji vhodnou aproximaci. Ozna¢me dale H; = (It(d), T}) tzv. hyperstav systému.

Predpokladejme dale, Zze o parametru ¢ mame néjakou apriorni informaci v podobé
hustoty pravdépodobnosti f(6|7y). Aposteriorni hustotu f(0|7;41) ziskdime pomoci
Bayesova vzorce

Fyen|0, 1L, w) f(O]T)
[ Fyeal0, 182 ug) £(B|T,) A0

Rekurzivni pouziti vzorce (1.20) pro odhad parametru 6 se nazyva postup Bayesovského
uceni [10].

f(9|Tt+1) =

(1.20)

Pro vyvoj hyperstavu H; v ¢ase muzeme na zakladé (1.20) psat
Hypy = [i(Hy, ue, yeg), t=1,...,N-1L (1.21)

Rovnici (1.21) muzeme podobné jako (1.15) povazovat za rovnici systému (1.1) pro
stav H; a vstup u; s Sumem 9. 1.
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1.4.2 Prevod na tlohu s nepresnymi daty

Ztratova funkce je nyni

N-1

g(yl;N,UO:NA) = Z gt(yt+1:ut)- (1-22)
t=0

Ulohou je nalezeni ridici strategie m = po.ny_1, ktera by minimalizovala ocekdvanou
ztratu

J.= E {Z_:gt(ytJrl,Mt(Ht))} ) (1.23)

00,v0:N -1
za apriorni informace f(0|Tp), znamého rozdéleni Sumu vy a podminek (1.21) a (1.19).

Rovnice (1.21), (1.19) a (1.22) potom piedstavuji tlohu stochastického fizeni s
nepresnymi daty.

Ulohu opét fesime pomoci dynamického programovani, tedy postupnou minimalizaci
ocekavané ztraty od konce ridiciho horizontu

JN(Hy) =0 (1.24)

Jt(Ht) = min E {gt(yt+17 ut) + Jt+1(Ht+1)|Ht7 Ut} s t = O, ey N — ]_, (125)

ut €U Ye+1

kde H,;.; se pocita dle (1.21). St¥edni hodnota vzhledem k ;.1 se pocitd pomoci
(1.19) a f(0|T}) jakozto aktualniho odhadu na parametr 6.

1.4.3 Kalmanuv filtr

Pokud v rovnicich (1.19) popisujicich vystup systému vystupuje aditivni gaussovky
Sum a neznamy parametr je separovan jako lineani ¢len, mizeme vypocitat konkrétni
tvar rovnice (1.21), tzv. Kalmanuv filtr [7].

Dle predpokladu méa vystup v ¢ase t tvar

yt-l—l :Bt(]t,ut)+At(]t,ut)9+vt+1,, t:O,,N—l (126)

kde hy(I;, uz), resp. Ay(Iy, uy) je znaméa funkce, resp. matice zévisici na informacénim
vektoru a aktualni vstupu. Dale predpokladame gaussovské rozlozeni Sumu v, se
zndmym rozptylem

Vi1 ~ N(0, Qu11), (1.27)

gaussovské rozlozeni odhadu nezndmého parametru 6, a jejich nekorelovanost, tedy

0 ~ N(0;, P, (1.28)
COV(Ut+1, (9,5) =0. (129)
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Dosazenim do (1.20) se odvodi, Ze aposteriorni hustota pravdépodobnosti f(6|7}11)
je rovnéz gaussovska a jeji parametry (6,11, Py1) spliwji rovnice

K; = BA(AT P A + Q)" (1.30)
étJrl = ét + Ky (Y1 — ilt([taut) - Atét)v (1.31)
Pt+1 - ([ — KtAt)Pt' (132)

Odvozeni lze nalézt v [10].

Alternativni odvozeni bez pozadavku gaussovského Sumu je mozné provést za pred-
pokladu, ze odhadovaci proceduru stfedni hodnoty ét—i—l neznamého parametru 6
budeme hledat ve tvaru linedrni opravy stfedni hodnoty 0, Gmérné neurcitosti v
systému. Tedy ze R R

Ori1 = 0 + Ki(Yes1 — eEvt Yer1), (1.33)

kde K, je neznamé matice, kterou ur¢ime z pozadavku minimalizace vysledné matice
rozptylu P;.;. Pro Sum v; budeme pozadovat nulovou stfedni hodnotu a existenci
druhého momentu. Matici rozptylu oznacime opét Q).

Pro matici P, jako funkci K; muzeme psat

Pr1(K2) = E[(0 = 0141)(0 — 6141)"]. (1.34)

Dosazenim za 0,4, z (1.33) a za y, ze (1.26) a tGpravou dostaneme (pro libovolnou
matici B budeme pro lepsi ¢itelnost namisto BBT psat zkrdcené B?)

Pt+1(Kt) = B {(9 - ét - Kt(ym - Et([taut) - Atét))Q}

0,0t

= 9% {((I — K A)(0 — ét) — Ktvt)2}

— (I — K,A)E {(9 . 9})2} (I — KA — (I — K A,) Cov(B, ) KT~
— K Cov(0,v)(I — K;A)" + K, E{v}} K.

Pouzitim definice P;, Q¢ a predpokladu Cov(6,v;) = 0 méame
Pia(Ky) = (I — K A)P(I — K A)T + KQuK] (1.35)

Protoze pozadujeme minimalni rozptyl odhadu 6,1, uréime K; z rovnice

otr(F)

=0. 1.36
K (1.36)
K provedenim derivace pouzijeme vzorce

Jtr(MXN) T T
——~=M"'N 1.37
aX Y ( )

Otr(MXNXTO

i o ) _ MTOTXN + OMXN, (1.38)
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kde M, N a O jsou konstantni matice.

Tim ziskdme linearni rovnici pro K; tvaru
~Pr'A, — PA + KA P K, + K,AT PK, + 2Q,K; = 0, (1.39)

kterd ma reseni
Ky = PA(A[ PA + Q)" (1.40)
Dosazenim (1.40) do (1.35) po upravé dostaneme

Pt+1 - (] - KtAt)Pt (141)

Rovnice (1.33), (1.40) a (1.41) predstavuji rovnice Kalmanova filtru.
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Kapitola 2

Suboptimalni pristupy k navrhu
ridici strategie

Ackoliv pouziti dynamického programovani prinasi vyznamny pokrok v feSeni tlohy
stochastického Fizeni, analytické feseni obvykle neni mozné ziskat. V kazdém ¢asovém
kroku se totiz potykame se dvéma obecné obtiznymi problémemy: 1) vypocet st¥edni
hodnoty a 2) minimalizace vzhledem k wu;. Oba problémy obecné nemaji analytické
reSeni a bez dalsi specifikace tlohy je proto tfeba prejit k aproxima¢nim metodam.

V této kapitole se predklada popis nékolika moznych pristupt k aproximativnimu
feSeni tilohy dualniho fizeni. Pfipomenme, Ze ilohou duélniho fizeni je nalezeni fidici
strategie m = po.n_1, kterd by minimalizovala o¢ekavanou ztratu

N-1

Jr = QO,UEN—l {; 9e(Ye+1, Mt(Ht))} ; (2.1)
za apriorni informace 6y a podminek

Hyor = fo(He e, Yer), (2.2)

Yo = ho(0, o), Ypr1 = ht(_ft(d), 0, us, viy1), t=0,...,N—1, (2.3)

kde H; = (]t(d),Tt) je hyperstav systému a T; dostatecna statistika pro neznédmy
parametr 6 v Case t.

Ulohu fedime pomoci dynamického programovani, tedy postupnou minimalizaci o¢eké-
vané ztraty od konce tidiciho horizontu
Jt(Ht) = min E {gt(yt+1,ut) + Jt+1(Ht+1)|Ht7 Ut} 5 t= 0, ey N — 1, (24)

ut €Ut Y41

kde Ti4+1 a y441 se pocita dle (2.2) a (2.3).

2.1 Dudalni rizeni

K navrzeni kvalitniho fizeni systému s nezndmymi parametry je potieba eliminovat
neurcitost, ktera zpusobuje nepredvidané chovani systému. Hledané fizeni by tedy
meélo zaroven
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e minimalizovat aktualni ztratu,

e ziskat o systému co nejvice informaci pro minimalizaci budoucich ztrat.

Tento postup, nazyvany duélni fizeni, navrhl Alexander Feldbaum v préci [5|. Nazev
metody pochézi z faktu, ze pozadavky, které na dobré dualni fizeni klademe, jsou
obvykle v rozporu. Abychom se o systému néco nového dozvédéli, je vhodné ho vy-
budit do stavu, kde muze vykazovat nepredvidané chovani. Naopak pro minimalizaci
aktualni ztraty potfebujeme systém uvést do stavu predem znédmého.

Jak konkrétné volit tvar optimalniho Fidictho p;(H,), aby odpovidal principtim dudl-
niho Fizeni, je obtizna uloha. Casto (napiiklad [12]) se tak voli aproximace tvaru

pe(Hy) = g (Hy) + i (Hy), (2.5)

DI e . R T 2) .
kde ,ug ) je ridici zasah snazici se o minimalizaci aktualni ztraty a u,g ) je budici zésah,

ktery slouzi k excitaci systému za tcelem identifikace nezndmych parametri.

) a ,u§2). Vhodnym vybérem

Problém je nyni ve vyrazu (2.5) vhodné ur¢it funkce ,ugl
na ridici slozku ,ugl) duéalniho Fizeni je napriklad Fizeni metodou opatrného fizeni (v
anglické literatute "cautious control", zkracené pak CC), nebo metodou certainty
equivalence. Obé metody budou probrany déle. Pro budici slozku je obvykle obtizné
urcit néjaky funkcionélni tvar. Jako vhodna aproximace se ukazuje pouziti bilého
sumu, ktery se zapne jen pokud neurcitost v systému prekroci néjakou mezni hod-
notu. Nevyhodou této pfimocaré aproximace je nutnost urceni amplitudy budiciho

signalu. K tomu obvykle néjakou systematickou metodu k dispozici nemame.

2.2 Certainty equivalent control

P11 pouziti metody Certainty equivalent (CE, napiiklad [4]) se v rovnici pro oceka-
vanou ztratu (2.4) nédhodna veli¢ina y,,; nahradi stfedni hodnotou ¢;,1. Ta se
vypoCita z (2.3) pomoci znamych rozdéleni na v; a postacujici statistiky 7 pro
parametr 6. Ocekavana ztrata (2.4) tak prejde v

Jt(Ht) = Jnellr} {gt(gtaut) + Jt+1<[:[t+1)’Ht7ut} ) t=0,....,N—1, (2-6)

Tim odpadne pocitani stiedni hodnoty a zbyva pouze problém minimalizace vzh-
ledem k u;. Jedna se tedy o jednodussi tlohu, kterou se jiz miize povést vytesit.
Nutno podotknout, ze optimélni fizeni ziskané touto metodou nemusi byt optimélni
pro puvodni tlohu. Nékteré vlastnosti CE jsou probirany déle pti aplikaci na fizeni
jednoduchého systému. Podrobnéjsi pojednani lze nalézt v [4].

2.3 Opatrné rizeni

Metoda opatrného fizeni (anglicky cautious control, napiiklad [12]) spociva v opti-
malizaci o¢ekévané ztraty (2.4) na horizontu délky N = 1. Minimalizujeme tedy

Jo(Ho) = min E {go(y1,uo)|Ho, uo} - (2.7)
uo€Uo 11
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Staci proto spoéist stfedni hodnotu go(yi, 1) vzhledem k y; a vysledek minimali-
zovat vyhledem k wu;. Poznamenejme, Ze vysledné rizeni nebude zcela jisté duélni.
To plyne z toho, zZe minimalizujeme ocekavanou ztratu pouze jeden krok dopfedu
a tedy se nemuze projevit vyhoda identifikace parametrii pomoci vybuzeni systému
mimo pozadovany stav.

2.4 Iterativni dynamické programovani

Iterativni dynamické programovani [8] je jednou z variant klasického pristupu k
nalezeni optimalni strategie, ktera minimalizuje o¢ekavanou ztratu (2.4). Standardni
numericky piistup k dynamickému progamovéni 1ze shrnout nasledovné

1. prostor proménnych H; se diskretizuje do miizky,

2. postupné se od konce horizontu napoc¢itava minimalni o¢ekavané ztrata J,(H;)

e, e

ocekavané ztraty v nasledujicich ¢asech,

3. optimalni strategie bude ta, na které bude nabyto minimélni o¢ekavané ztraty
z pocateéniho stavu na konec fidiciho horizontu.

Tento postup je pfimocarou aplikaci principu dynamického programovani. Bohuzel je
velmi citlivy na dimenzi stavového prostoru H;. Pti diskretizaci daného protoru totiz
pocet pouzitych bodt roste exponencialné s jeho dimenzi. Tato skutecnost, v anglické
literature oznacovana jako "curse of dimenzionality", pak prakticky znemoznuje
feSeni komplexnéjsich tloh.

Oproti klasickému dynamickému programovéni, iterativni dynamické programovani
problém Tesi v sérii iteraci. V kazdé iteraci se vychézi ze strategie spoctené v pred-
chozim béhu a prostfednictvim perturbaci tohoto (suboptimélniho) feseni se hleda
strategie, pro kterou bude ocekdvana ztrata nizsi. Tato se pouzije v nésledujici it-
eraci. Jak bude jesté diskutovano, vyhodnost iterativniho pristupu spoc¢iva v jeho
nizsi citlivosti na dimenzi tlohy.

2.4.1 Diskretizace prostoru

P1i hledani optimalni strategie y;(H;) je pro pfesné vycisleni ocekavané ztraty (2.8)
na tseku fidictho horizontu t: N nutné znat jeji analytické vyjadieni. To ale neni
obvykle mozné. Je proto nutné piejit k néjaké aproximaci, napiiklad

1. predpokladat néjaky tvar optiméalni strategie a pri vypoctu ur¢it pouze kon-
stanty, které vyslednou strategii ur¢i jednoznacné,

2. diskretizovat prostor (H;) a pocitat u,(H,) jen v bodech diskretizace a jinde
se uchylit k interpolaci (poptipadé extrapolaci).
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Jakym zptisobem efektivné diskretizovat prostor nezavislych proménnych pro aprox-
imativni vypocet ocekavané ztraty (2.8) je pii pouziti dynamického programovani
obtizna otazka. Bude-li bodu v diskretizace prilis méalo, bude vypocet nespolehlivy,
naopak pro pfilis jemnou diskretizaci bude pocet bodu v diskretizaci hyperstavu
rychle stoupat a ¢asova narocnost vypoctu pak prakticky znemozni jeho feSeni.

Zde se ukazuje vyhodnost pouziti iterativntho dynamického programovani. Pii ném
totiz staci diskretizovat jen tu ¢ast prostoru, kterd bude potrebna v nasledujici it-
eraci. Pomoci perturbaci strategie spoc¢tené v predchozim kroku se urci ta ¢ast pros-
toru, kterd je pro bezprostiedni vypocet podstatna. Diky tomu stac¢i k dostatecné
jemné diskretizaci podstatné méné bodu. Iterativni dynamické programovani tak
problém naristu ¢asové narocnosti se zvysujici se dimenzi hyperstavu neresi, nicméné
diky tomu, ze stac¢i pouzivat vyrazné méné bodu k diskretizaci prostoru, ho alespon
castecné redukuje.

2.4.2 Konvergence metody

Lze ukazat, Ze za urcitych, relativné obecnych, predpokladii, algoritmus iterativniho
dynamického programovani konverguje k optimalnimu feseni. Pfedpoklady a hlavni
teorémy zarucujici konvergenci metody jsou shrnuty v tomto oddile. Jejich znéni je
prevzato z [11]. Dikazy je moZno nalézt tamtéz.

Ozna¢me U = {U;,Us,...,Uyx_1} mnozinu pfipustnych fidicich zésahu. Dale bud
Jo(u) hodnota ocekavané ztraty v zavislosti na zvolené posloupnosti fidicich zasahti
u = {uy,uz,...,un_1} pro konkrétni hodnotu poc¢ateéniho stavu. Poc¢ate¢ni rozsah

pro hledéni optiméalniho ©* pomoci perturbaci dosavadniho napoc¢teného feseni oz-
nac¢ime 3™, faktor redukujici po¢atecni rozsah v priibéhu iteraci IDP pak v (v < 1).
Reseni napoctené v j-té iteraci algoritmu budeme znadit u*Vl.

Predpoklady 1 Zdkladni predpoklady pro pouZiti metody IDP jsou

o U c RY je kompaktni,
e Jo(u) je ostie konvexni na U,

o Jy(u) je zdola omezend na U,

e mnozina L(u*) = {u € U|Jy(uv) < Jo(w*V)} je kompaktni Vu*!

Véta 1 Za predpokladi 1 existuje u* splitujict v* = argmin,; Jo(u). Navic u* je
konecné a prdvé jedno.

Véta 2 MnoZina bodi v* € {argmin,;; Jo(u)} jsou pevné body iteracni posloupnosti
{wll}2, generované pomoci IDP.

Véta 3 Posloupnost itemcz’{u*m }]O';l generovand pomoci IDP je vZdy konvergentni.
Navic pro dostatecné velké v (tj. pro v — 1) konverguje iteracni posloupnost pro
libovolné pocdtecni u*% k u* s pravdépodobnosti rovnou jedné.
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2.5 Metoda Monte Carlo

Metoda Monte Carlo [6] je statistickd simula¢ni metoda. Jeji princip spociva ve
vzorkovani néjaké nadhodné veli¢iny za tcelem odhadu jeji hledané charakteristiky,
napft. stfedni hodnoty. V této préci je metoda Monte Carlo pouzita k vypoctu o¢eka-
vané ztraty (2.4).

2.5.1 Pouziti metody Monte Carlo k vypoc¢tu oc¢ekadvané ztraty

Pti bézném pouziti dynamického programovani mame pii vypoctu J;(H,) k dispozici
predpis pro nasledujici o¢ekavanou ztratu Jy1(Hyi1). Metoda monte Carlo by nam
vsak dala k dispozici pouze odhad ocekavané ztraty. Pouziti téchto aproximaci v
dalsim vypoctu by chybu vypoctu navysSovalo.

Namisto J;(H;) je proto vhodné pro dalsi vypocet uchovavat p,(H;). Ocekéavanou
ztratu v Case t pak lze pocitat jako priameér z n realizaci nahodnych veli¢in pres
které je provadéna stiedni hodnota (jsou to 0,.x_1 a v.n), tedy

n N-1

1 i i i

EZ <9j(yj+1»ﬂj<Hj) + Z gj(yj—l-la:uj(Hj)) ’ (2.8)
i=1

j=t+1
kde y]i-Jrl se pocita podle (2.3) jako
Yopy = hi(1L 0%, w(HY), 00 L), j=t,...,N—1, i=1...,n, (2.9)

a index ¢ oznacuje i-tou realizaci dané veli¢iny. Realizace 6;.5_1 se generuji podél
trajektorie (2.3). To znamena, ze 6’ se generuje az ve chvili, kdy je znamé I, uj,
postacujici statistika T} a y,, a tedy pies (2.2) i postacujici statistika T}, ;.

Vypocet je pii uchovavani u,(H;) namisto J;(H;) ¢asové naroénéjsi. Namisto precteni
Ji(H,;) je totiz nutné precist hodnotu pus(H;) a nasledné vygenerovat trajektorii
od casu t do konce horizontu. To obnasi generovat nahodnou realizaci Sumu v; a
neznameého parametru 6 (pomoci T;), aplikovat fidici zasah, tedy dle (2.3) vypocitat
Yi+1 & nasledné z (2.2) vypoécitat Ty, 1. Tim bude uréen bod v Hy 1. Zde pak pomoci
interpolace (a extrapolace) uré¢ime optimalni zasah, ktery aplikujeme. Podobné jako
prve tak uréime nasledujici bod v H; s, aZ nakonec se dostaneme na konec tidictho
horizontu. Pfi vypoc¢tu postupné napocitavime hodnotu ztratové funkcee.

2.6 SIDP

Metoda stochastického iterativniho dynamického programovani (SIDP) [11] spociva
v soucasném pouziti metody Monte Carlo k ziskani aproximace pro ocekavanou
ztratu a iterativniho dynamického programovani k nalezeni optimalni strategie. Pti
pouziti iterativniho dynamického programovani se uchylime k diskretizaci prostoru
hyperstavi a budeme pouZzivat interpolaci (poptipadé extrapolaci) napo¢tenych hod-
not optimalniho fizeni.
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pocet opakovani algoritmu Npass
pocet iteraci algoritmu Niter
pocet bodu v diskretizaci kazdé dimenze H; Ng
apriorni fidici strategie Lo:N—1
pocet kadnidatt na zménu fidictho zasahu m
pocétecni rozsah pro hledani optimalniho fidiciho zasahu | 5
parametr pro redukci 3 p¥i opakovani algoritmu y
parametr pro redukci 3 pii iterovani algoritmu A
pocet realizaci pro odhad metodou Monte Carlo n

Tabulka 2.1: Parametry algoritmu SIDP

2.6.1 Algoritmus SIDP

V tomto odilu je popsan algoritmus SIDP, tak jak byl navrzen v [11|. Parame-
try algoritmu jsou uvedeny v tabulce 2.1. Jak plyne z uvedeného schématu, ¢asova
slozitost algoritmu SIDP vzhledem k jeho parametrim a délce ridictho horizontu
je O(npassnier N*mnnd™Hy) - (gasova naro¢nost metody Monte Carlo je imérna

g
vzdalenosti od konce horizontu, proto je ¢asova slozitost imérna druhé mocniné

N).

Schéma algoritmu SIDP
for i =1 to ny.ss do
for j =1 to ng., do
Bi; =4I 1\i-1gin
for k =1 to |H,| do
spocti trajektorii Hyy, pouzij aktualni 7*, jeji interpolace a extrapolace a
realizace neznamého parametru 6y, ..., 0y_1 podél této trajektorie
end for
fort=N —1to0do
vytvor H, jakoZto rovnomérnou sif v oblasti boda H,
interpoluj (extrapoluj) p(H,) na pu}(H;)
for k =1 to |H| do
for m = — [mT_l] to [%] do
pro f[t,k vygeneruj kandidata na Fizeni ut(ﬁt,k) = ,ufg(f[t,k) +mp;
pomoci metody Monte Carlo spoc¢ti o¢ekavanou ztratu
end for
rozhodnuti s nejnizsi oc¢ekavanou ztratou uchovej jako nové optimélni
rozhodnuti pro F[t,kz-
end for
end for
end for
end for
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L, (H,)

H,

0

H

N

Obrazek 2.1: Trajektorie v hyperstavu — jednotliva realizace trajektorie je
napocitavana pomoci realizaci Sumu a neznamého parametru

2.6.2 Detaily algoritmu

Cast prostoru, kteréd se bude v nasledujici iteraci algoritmu diskretizovat se urc¢i po-
moci aktudlniho suboptimélniho feSeni a ndhodnych realizaci Sumu vg. ;y a neznamého
parametru 6. 5. Pomoci téchto realizaci vygenerujeme trajektorie v Hy.y. V kazdé
¢asové urovni pak diskretizujeme jen tu ¢ast prostoru, kterou takto vygenerované
trajektorie prochazi. Schématicky je situace znazornéna na obrazku 2.1. Jak danou
¢ast prostoru diskretizovat je otazka implementace algoritmu na konkrétni systém,
bude tedy probrana pozdéji.

Méame-li diskretizovanou pozadovanou ¢ast prostoru, je nutné na ni namapovat
dosavadni napoctené optimélni fizeni. K tomu se pouzije interpolace, popiipadé
extrapolace napoc¢teného FeSeni. V této préci je interpolace/extrapolace realizovana
jednoduse pomoci nejblizsiho jiz napoc¢teného bodu. Moznym vylepSenim by byla
napiiklad line4drni projekce ¢i vazeny prumér nejblizsich napoctenych bodii.

Pro kazdy z bodu (nejprve pro ty na konci fidiciho horizontu) se optimalni fidici
zasah hled&d pomoci perturbace stavajicitho suboptimalniho feseni. Pro dany bod se
proto vygeneruje m kandidati na optimalni zédsah, rovnomérné kolem optimalniho
zasahu z predchézejici iterace. Jako jeden z kandidatid na optimalni fizeni se vzdy
ponechéa stavajici suboptimalni feSeni z minulé iterace.

Kandidati na fizeni se nyni porovnaji pomoci metody Monte Carlo. Jak jiz bylo
popsano vyse, pro kazdého kandidata se vygeneruje n realizaci ztraty, pres které se
dle (2.8) spoc¢te prumér. Ridici zasah, pro ktery bude primér pfes realizace ztréty

Vv

Namisto jednoduchého porovnani pomoci primeéru lze kandidaty na optimalni fidici
zésah porovnat néjakym sofistikovanéjsim vicetroviiovym algoritmem. Jedno z moznych
vylepSeni je pouzito i v [11]. Konkrétné se jedna o dvoutroviiovy algoritmus poposany
v ¢lanku [9]. V prvni trovni tohoto algoritmu se pro kazdého kandidata wu; vy-
generuje ng realizaci. Na jejich zakladé se vyberou ti, na kterych je nabyto min-
ima s pravdépodobnosti vétsi nez je dand mez «ay. Pro tyto se v druhé fazi vy-
generuje dostateény pocet realizaci tak, aby bylo mozné nejlepsi rozhodnuti zvolit s
pravdépodobnosti alespon rovné zadané mezi «. Takto upraveny algoritmus metody
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Monte Carlo je robustnéjsi. Navic umoziuje efektivni porovnani vétsiho mnozstvi
kandidati, nebot pocet realizaci v prvni fazi muze byt pomérné nizky, slouzi pouze
k odfiltrovani zjevné horsSich kandidatt na fizeni. Pro tucely této prace postacuje
zakladni verze metody Monte Carlo a proto je v nésledujici implementaci SIDP
pouzita.

Vystupem algoritmu je tabulka optimalnich tidicich zasahti bodech diskretizace.
Samotné fizeni systému je pak provadéno aplikaci predpoctenych optimélnich zasahii.
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Kapitola 3

Srovnani suboptimalni pristupi pri
Iizeni jednoduchého systému

V této kapitole je popsan jednoduchy systém, na kterém jsou porovnany ridici algo-
ritmy zalozené na principech uvedenych v predeslé kapitole. Ridici algoritmy byly
implementovany v prostiedi Matlab.

3.1 Integrator s neznAmym ziskem

Systém tvany integrator s neznamym ziskem, byl podrobné zkouman v [1]. Pro
srovnani uvadime tamé;jsi vysledky:.

3.1.1 Popis systému
Vystup systému je popsan jako

Yir1 = Yo + 0wy + v t=0,...,N—1, (3.1)
Ut+1 ~ N(O,UQ),

kde 6 # 0 je neznAmy parametr a rozptyl sumu o2 = 0, 1. Poc¢ate¢ni hodnota vystupu
je nastavena na yo = 1.

O nezndmém parametru 6 mame v case ¢ informaci v podobé dostatecné statistiky
T, = (6, P,), tvorené stiedni hodnotou a rozptylem. Predpokladame nekorelovanost
odhadu 6, s Sumem, tedy Ze

Cov(veyr, 0;) = 0. (3.3)

Optimalni fizeni je takové, které udrzi vystupy systému na nulové hodnoté. Ztratova
funkce je kvadraticka v y;1, Cili

N-1
g(y1:N> uO:Nfl) = Z yt2+1- (34)
t=0
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Odhadovaci procedurou pro parametr 6 je Kalmantv filtr. Pro systém (3.1) ma tvar
(T

K =—-" 3.9
" WP, + o2 (3:5)
Ori1 = 0, + Ki(yerr — wby), (3.6)
Pt+1 = (]_ — Ktut)Pt.
Hyperstav systému H, tvori vektor (y;,0;, P,). Ocekévand ztrata je
Jo(Hy) = min E {y7 ) + Jos1(Her)|He,we ), t=0,...,N — 1. (3.8)

ut €Ut yt+1

Ta po dosazeni z (3.1) a ¢asteéném provedeni stiedni hodnoty prejde na tvar

Jt(Ht) = min {(yt + étut)Q + U?_Pt + 0'2 + E (Jt+1(Ht+1))|yta ét7 F)t; ut} . (39)

ut €U Yi+1

3.1.2 Transformace rovnic systému

Pred samotnou aplikaci néjakého tidiciho algoritmu lze tilohu vhodnou transformaci
proménnych zjednodusit. Dle [1] je takovou transformaci piechod od popisu pomoci
(Y1, Or, P, ur) k proménnym (ny, B¢, G, v4) dle vatahit

m=2 (3.10)
ag
0

B, = —~ (3.11)

Pt7

=

szﬁ’ (3.12)
y = vl (3.13)
o

Soucasné muzeme neur¢itost ve vystupu (3.1) reprezentovat jedinou normalizovanou
nadhodnou veli¢inou podle

6 — Yir1 — Yo + Opuy

" Vab ol

Rovnice pro vystup (3.1) a nasledujici odhad neznamého parametru (3.6) tak prejde
v

~ N(0,1). (3.14)

Mevr = N+ Beve + 1+ s (3.15)
Bi1 = V1+ VB + vsy (3.16)

Ptejdeme-li k vhodné upravené ocekavané ztraté, dostaneme

Jt(ytaétapt)

o2

= Hlljin {(nt + B’ + v+ 1+ E(Vtﬂ (Me+15 Bet1,s Ct+1))} . (3.18)

Vt(ﬁuﬁtagt) = (3'17>
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Nyni spo¢teme ocekdvanou ztratu pro N — 1 jako

Vy-1(nv-1, Bn-1,Cn—1) = min {(77N—1 + Byn-1vn-1)* + Va_q + 1} . (3.19)
UN-1

Pomoci diferencialniho poc¢tu pak ziskdme optimélni zésah ve tvaru

Un_1 = IN-1PN-1 (3.20)

o 2
14+ B4
a oCekdvanou ztratu rovnu

o TIJQV—1+1

— m. (3.21)

V_1(Mn=1, Bnv—1,Cn=1)

Protoze optimélni zésah vy_; ani oc¢ekdvana ztrata Vy_; nezavisi na (y_q, diky
tvaru V; nebude rovnéz optiméalni zésah v, a ocekdvana ztrata V; zaviset na (;. K
nalezeni optimélniho fizeni tedy stac¢i v kazdém c¢ase t uvazovat pouze dvourozmérny
hyperstav H;, = (m;, ;). Navic mtizeme bez ujmy na obecnosti pocitat optimalni
zasah pouze pro kladné hodnoty 7; a (;. Optimalni fizeni tedy napocteme pouze
pro kladné hodnoty y; a 6;. Pro ostatni moznosti pak diky tvaru (3.1) dostaneme
pozadovany tidici zasah vhodnou volbou znaménka napocteného zasahu.

3.2 Pouzité ridici algoritmy

V tomto oddilu jsou popsany tidici algoritmy, které budou posléze porovnény pfi
Fizeni systému (3.1). Algoritmy jsou zaloZzené na principech uvedenych v predeslé
kapitole.

3.2.1 Klasicky pristup k dynamickému programovani

V ¢lanku [1] je problém Fizeni systému (3.1) feSen pomoci pfimé aplikace numer-
ickych metod na feSeni tlohy dynamického programovani. Jde o schéma popsané
v sekci 2.4. Prostor hyperstavi byl diskretizovan do mfizky 64x64. Pro kazdy bod
hyperstavu se napocitala o¢ekavana ztrata, mimo body mrizky se pouzila kubicka
interpolace. K numerické integraci byla pouzita klasickd Simpsonova metoda. K
nalezeni minima se pak pouzila jednoduché metoda pfi niz se kazdymi tfemi body
na miizce prolozila parabola, nalezlo jeji minimum a to se pak testovalo, zda-li je
globalnim minimem ocekavané ztraty.

Vyslednou aproximaci optimélniho fizeni pak autori uvadéji jako

0,56+ 5 19
2,240,085, + 4" 1,7+ p;

Vy =

(3.22)

Prvni ¢len v (3.22) miZeme interpretovat jako modifikované opatrné fizeni, druhy
¢len pak jako budici slozku Fizeni.
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3.2.2 Certainty equivalent control

Aplikaci metody certainty equivalent (CE) piejde oc¢ekavané ztrata (3.17) v

Vi(ne, Br) = HED {ﬁt2+1 + Vi1 (M1, 5t+1)} (3.23)
Stfedni hodnota vystupu je dle (3.15) rovna
Ner1 = Ne + B, (3.24)

Optimalni Fidici zasah bude tedy pro kazdé f; # 0 roven
Tt

i (3.25)

Vy =

Pokud f8; = 0, pak to dle (3.11) znamena, ze i 6, = 0 (to se muze stat ackoliv
0 # 0). Aktualni ocekavana ztrata pak nezavisi na v, a miazeme tedy volit libovolny
ridici zasah bez vlivu na hodnotu ocekavané ztraty. V takovém piipadé volime za
fidici zasah realizaci bilého Sumu N(0,1). Jedna se vlastné o jednoduchou aplikaci
principu dualniho fizeni popsaného rovnici (2.5).

Z tvaru optimélniho Fidiciho zasahu (3.25) snadno zjistime, ze CE je metodou ne-
dualni. Pokud je totiz vystup systému na pozadované hodnoté, ridici zdsah nebude
systém vychylovat za ucelem lepsi identifikace parametru 6. Nicméné diky tomu,
ze mame k dispozici analitycké vyjadieni 14, mize byt fizeni pomoci metody CE
provadéno s minimalnimi vypocetnimi naroky. To muze byt v nékterych aplikacich
rozhodujici vyhodou.

Aplikace metody CE v podobé fidiciho zasahu (3.25) je zjevné nevhodnéa pro malé
hodnoty f;. Metoda bude totiz generovat, prili§ velké fidici zésahy bez ohledu na
moznou piftomnost neurcitosti. Konkrétni dusledky budou prezentovany dale.

3.2.3 Metoda opatrného fizeni

Optimalni ¥idici zasah je pro metodu opatrného fizeni (caution control, CC) dan dle

(3.20) jako

B s
1+ 52

v = (3.26)
Vsimnéme se, ze pro velké hodnoty (; prejde optimalni zasah pro metodu opatrného
Fizeni (3.26) v optimalni zasah metody CE (3.25). Naproti tomu pro malé hodnoty
B¢ (tedy pro velké hodnoty neurcitosti v identifikaci parametru 6, viz (3.11)) bude
fizeni podstatné konzervativnéjsi. Opét se podarilo ziskat analitycké vyjadieni v; a
vypocet optimalniho fizeni pomoci metody CC miize byt provadén velmi efektivné.

3.2.4 SIDP

Dle popisu (a nasledné transformace) systému (3.1) je pro vypocet optiméalni strate-
gie pomoci algoritmu SIDP nutné diskretizovat ¢ast dvoudimenzionélniho prostoru
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Obrazek 3.1: Oblast urc¢ena k diskretizaci H; pomoci nejmensiho obdélniku — body
uvniti obecné orientovaného obdélnika nemusi spliiovat pozadavek na nezapornost

nezavisle proménnych H;, = (1, 5;). Jak bylo vySe zdivodnéno, optimélni fidici
zasahy staci napocist pro kladné hodnoty (1, 5;).

V praci [11], kde je metoda SIDP navrzena, je pro diskretizaci prostoru pouzita
oblast obdélnikového tvaru. Kolem vygenerovanych bodi se vytvori nejmensi obdél-
nik, ktery odsahuje vSechny vygenerované body. Metodu k jeho urceni prevzali autofi
z [2]. Nicméné pii pouZziti této metody neni zaruceno, Ze ¢ast takto vygenerovaného
obdélniku nebude obsahovat i zaporné hodnoty (1, 5;), viz obréazek 3.1.

V této praci se proto voli odlisna metoda. K diskretizaci zasazené ¢asti prostoru se
voli opét oblast obdélnikového tvaru. Ta se ur¢i nésledujici jednoduchou metodou
(matici obsahujici v8echny vygeneované body oznatme A = (x1,%s,...,TxN) € R?;N)

e spoctou se vlastni ¢isla a vektory kovariancéni matice AA’

e vlastni vektory urcéuji smér hran kvadru, jejich délka je 44/)\;/N

vvorv

e za stfed obdélnika se zvoli t€zisté mnoziny {1, xs, ..., TN}

Pokud ¢ast obdélnika obsahuje zaporné hodnoty (1, 8;), vezme se vhodné natoceni
a zmenseni puvodniho. To se provede iterativné, kdy v kazdé iteraci se puvodni
obdélnik nato¢i o 5° a zmensi o 5 %. V iteracich se pokrac¢uje dokud neni splnéna
podminka na nezaporné hodnoty (7, f;) uvnit¥ obdélnika. Moznou situaci ilustruje
obrazek 3.2

Implementace dalSich c¢asti algoritmu byla provedena v souladu s oddilem 2.6.2.
Konkrétni nastaveni parametrii algoritmu zachycuje tabulka 3.1. Vypocet za danych
parametru trval v fadech minut.

3.3 Srovnani jednotlivych pristupti

V této sekei jsou porovnany popsané algoritmy pii fizeni systému (3.1). Systém je
mozné v piipadé potieby vhodné posunou ¢i preskilovat, neni tedy potieba uvazovat

31



Obrazek 3.2: Oblast urcena k diskretizaci H; pomoci zde pouzité metody — v pripadé
potieby se napoc¢teny obdélnik vhodné zmensi a natoci

pocet opakovani algoritmu Npass 3
pocet iteraci algoritmu Niter 8
pocet bodu v diskretizaci kazdé dimenze H, Ng 10
apriorni fidici strategie to-n—1 0
pocet kadnidatt na zménu fidictho zasahu m 7
pocateéni rozsah pro hledani optimalniho fidictho zasahu | 3 1
parametr pro redukci 3 p¥i opakovani algoritmu y 0,9
parametr pro redukci 3 pii iterovani algoritmu A 0,5
pocet realizaci pro odhad metodou Monte Carlo n 20

Tabulka 3.1: Konkrétni volba parametrii algoritmu SIDP

32



jiné hodnoty referen¢niho signalu a pocate¢niho vystupu. Kvalitu vysledného fizeni
posuzujeme z hlediska celkové ztraty vygenerované podél horizontu délky N.

Ocekavanym vysledek bylo, ze v piipadé velké pocateéni neznalosti systému bude
dualni fizeni ziskané pomoci SIDP vyhodnéjsi oproti nedualnim metodam. Ty zde
zastupuje metoda certainty equivalence (CE) a metoda caution control (CC). Pro
srovnani je uveden vysledek ziskany klasickym numerickym pfistupem k dynamick-
ému programovani (DP) prevzaty z [1]. Jak vyplyva z tvaru (3.22), jedna se o dualni
metodu.

Ocekava se, ze vysledky ziskané pomoci klasického DP budou srovnatelné s vysledky
ziskanymi metodou SIDP. Nicméné jak bylo provéfeno v ¢lanku [11], srovnatelné
vysledky vysledky dava SIDP jiz pfi desetinovém vypocetnim case. To je zptisobeno
tim, ze se pri pouziti metody SIDP diskretizuje jen ta ¢ast hyperstavu, ktera je
nezbytna v dalsi iteraci algoritmu. Pro efektivni diskretizaci tedy staci vyrazné méné
bodt (ve vysledcich publikovanych v praci [11] to bylo 64x64 bodi pro metodu DP,
zatimco pro SIDP jen 20x20).

3.3.1 Kvantitativni srovnani

Rizenf bylo testovano vzhledem k riznym hodnotam pocatecniho odhadu 6, tedy k
ruznym hodnotam (éo, Py). Ty byly postupné voleny z mnoziny {10; 1;0} x{10;1; 0, 1}.
Ridicf horizont byl v prni sérii experimentti zvolen jako Ny = 5 v druhé pak Ny = 10.
Kazda simulace byla opakovina 1000x, uvedené hodnoty celkové ztraty jsou pak
prumeérem pies jednotlivé realizace.

Pro kazdé jednotlivé opakovani simulace byla skute¢nd hodnota parametru 6 pro
pocate¢ni hodnoty (éo, Py) zvolena jako prvni nenulova realizace ndhodné veli¢iny s
rozdélenim N (éo, Py). Pro takto vygenerovanou hodnotu 6 byly postupné aplikovany
vySe popsané Tidici algoritmy. Pro snizeni vlivu ndhodnosti pii porovnani kvality
fizeni byly vSechny realizace Sumu (v ramci jednoho opakovani simulace) v pritbéhu
fizeni jednotlivymi algoritmy voleny stejné.

Na obréazku 3.3 jsou zachyceny vysledek pro délku ridiciho horizontu N = 5, pocatecni
hodnoty royptylu Py = 1 a Py = 10 a rizné hodnoty 6y, konkrétné pro hodnoty
{0,1,10}.

Prvni pozorovatelny vysledek pro pripad Py = 1 je, ze metoda CE poskytuje v
prumeéru pouzitelné vysledky pouze pokud je neurcitost v identifikaci parametru
6 mala relativné k jeho velikosti. V ostatnich piipadech je fizeni silné zavislé na
apriorni informaci a nahodnych realizacich Sumu a v praméru je takové feSeni
nepouzitelné. Ostatni metody poskytuji dobré fizeni pro vSechny testované kom-
binace (6, Py).

Celkové si ve vSech simulacich v priméru nejlépe vedla neduélni metoda CC. Ve
srovnani dualnich metod si vedla vétsinou lépe metoda DP, srovnatelné vysledky lze
pozorovat v pripadé velké neurcitosti, tedy pro Fy = 10. Pro delsi horizont N = 10 a
presnéjsi apriorni informaci Fy = 1 dosahovala metoda SIDP horsich vysledki kvili
nepresnostem zptisobenym diskretizaci.
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Obrézek 3.3: Vysledky simulace pro délku horizontu N = 5, rozptyl Fp = 1 a P = 10
a riuzné stfedni hodnoty 6,

N=10,Py=1 N=10,Py=10
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Obrézek 3.4: Vysledky simulace pro délku horizontu N = 10, rozptyl P, = 1 a
Py = 10 a ruzné stfedni hodnoty 6
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Obrézek 3.5: Vysledky jednotlivych simulaci pfi fizeni metodou certainty equivalence

p0_10,90= P0-10,90—10
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Obrazek 3.6: Vysledky jednotlivych simulaci pfi fizeni metodou cautious control

3.3.2 Kvalitativni srovnani

Nastaveni simulace je stejné jako v pripadé kvantitativniho srovnani. Horizont je ve
vSech pripadech volen N = 5, pro hodnotu N = 10 byl vysledek obdobny Hodnoty
apriorni informace (6, Pp). byly (0, 10), resp. (10, 10).

Série obrazki 3.5 zachycuje vysledky fizeni metodou certainty equivalence pii jed-
notlivych simulacich. Uvedené histogramy ukazuji, Ze a¢ se v mnoha ptipadech po-
datilo pomoci metody CE navrhnout tidici strategii s celkové nizkou ztratou, ve
vétsiné pripadi bylo fizeni netispésné a vedlo k vysoké ztraté. Presto i tato metoda
v nékterych ptipadech navrhla kvalitni fizeni.

Na obrazcich 3.6 jsou vysledky pro metodou cautious control. Oproti metodé CE
muzeme pozorovat vyrazny pokles Spatného fizeni. Obzvlasté pro hodnoty (éo, Py) =
(0,10) je pak mozné si vS§imnout Sirokého spektra realizaci ztraty. To je zptisobeno
opatrnosti pfi navrhu fidicich zasahu a tedy i pomalejsi identifikaci parametru 6.

Vysledky pro jednotlivé simulace pii fizeni metodou SIDP jsou na obrazku 3.7.
Charakteristickym rysem histogrami je sitka spektra dosazenych ztrat. Hlavni rozdil
oproti metodé CE je, stejné jako v pripadé CC, znatelny pokles v poctu totalntho

Tvve
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Obrazek 3.8: Vysledky jednotlivych simulaci pfi fizeni metodou metodou DP

tomu je v mnoha pripadech dosazeno ztraty, ktera je vyssi nez pii pouziti fizeni
pomoci ostatnich metod. Algoritmus SIDP tedy dava v priméru dobré vysledky
diky robustnosti vii¢i vyrazné $patnému rizeni.

Histogramy pro metodu klasického numerického pristupu k feseni DP zobrazuje 3.8.
Ackoliv kvantitativné vychazi fizeni pomoci SIDP a DP velmi podobné, pii kvali-
tativnim porovnani pomoci histogramu si miizeme vSimnout, Ze fizeni metodou DP
¢astéji nabyva nizsi celkové ztraty nez SIDP, ale rovnéz i ¢astéji selhédva a dosahuje
tak vysoké ztraty.

3.3.3 Porovnani robustnosti

Kvalitu vysledného fizeni ovliviiuje presnost apriorni informace o neznamém parametru
0, ktera je pro systém (3.1) reprezentovéna veli¢inou (6, Py). Nasledujici simulace
dokumentuje uspésnost ridicich algoritmu v pripadé, Zze apriorni informace piilis
neodpovida skutec¢nosti.

Pro tyto tcely byl parametr 6 volen jako prvni nenulova realizace nahodné velic¢iny
s rozdélenim N(1,10). Robustnost pak byla testovana vzhledem k razné pocateéni
informaci o stfedni hodnoté 6, neznamého parametru 6. Rozptyl byl ve vSech sim-
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Obréazek 3.9: Porovnani robustnosti navrzené fidici strategie vzhledem k nepfesnosti
apriorni informace 6,

ulacich polozen Fy = 10. Vysledky zachycuje obrazek 3.9. Kazda simulace byla
opakovana 1000x, uveden je prumér pres jednotlivé realizace. Metoda CE neni s
ohledem k predchozim vysledktim do srovnani zahrnuta.

Pozorovanym vysledkem je predevsim dobra odolnost metody SIDP vué¢i Spatné
apriorn{ informaci 6. Vysledné Fizenf ziskané touto metodou dosahovalo dobré ztraty
i v piipadé, kdy byla apriorni informace naprosto nepouzitelné (éo = —10). Ostatni
fidici algoritmy (zejména pak DP) dosahly v totmo pfipadé v prameéru vyssi ztraty.

3.3.4 Casova naro¢nost SIDP

Pro nedualni metody CE a CC je k dispozici analyticky tvar fidici strategie, vypocet
muze byt tedy provadén prakticky v realném case. Strategie ziskana algortitmem
DP (pfevzata z [1]) mé rovnéz analyticky tvar. Jeji vypocet trval (dle vysledku [11])
priblizné desetkrat déle, oproti pouziti SIDP za obdrzeni srovnatelnych vysledki.

Tento oddil ilustruje naro¢nost vypoctu ridici strategie pomoci algoritmu SIDP v
zéavislosti na délce ridiciho horizontu a jemnosti diskretizace. Vystupem algoritmu
je tabulka vypoc¢tenych ridicich zasahu v jednotlivych bodech diskretizace. Samotné
fizeni se provadi vyhledavanim v této struktufe. Pro konkrétni bod hyprstavu H;
se v tabulce vyhleda nejblizsi napoc¢tena hodnota a precte se ridici zasah, ktery se
nasladné pouzije. Jsou-li tedy predpoctené tabulky k dispozici, fizeni mtze probihat
prakticky v realném case, zavisi pouze na efektivité vyhledéavani v predpoctené struk-
ture. P1i pouziti metody SIDP je ¢asové naroc¢na faze pripravy tabulek, pomoci nichz
se posléze Tizeni provadi. Diskutovana je tedy tato ¢ast algoritmu.

V jednotlivych simulacich, které méli provérit vypocetni naroky metody SIDP, byl
parametr 6 volen jako prvni nenulova realizace nahodné veli¢iny s rozdélenim N (0, 10).
Tomu odpovidala rovndz apriorni informace (éo, Py) = (0,10). Doba vypoctu byla
zkouména v zavislosti na délce fidiciho horizontu N a jemnosti diskretizace n, (tj.
poctu bodu v diskretizaci kazdé dimenze hyperstavu H;). Ostatni parametry ztistaly
shodné s nastavenim v tabulce 3.1.
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N ng| J | t][s
515 311 23
5 | 10| 3,06 | 76
5 | 153,01 | 180
10| 5 | 4,67 | 124

10| 10 | 4,05 | 432
10 | 15 | 3,91 | 1032
15| 5 | 5,60 | 294
15 | 10 | 5,12 | 1284
15| 15 | 5,06 | 2808

Tabulka 3.2: Vypocetni ¢as t algoritmu SIDP v zavislosti na délce fidiciho horizontu

N a jemnosti diskretizace ng, J je primérna ztrata

Obdrzené vysledky zachycuje tabulka 3.2. Pro srovnani je rovnéz uvedena ztréta,
které takto navrzené rizeni dosahlo. Jedné se opét o prumér z tisice opakovani.

Dosazené vysledky ukazuji, Ze i pro delsi fidici horizonty lze k navrhu pouzit metodu
SIDP. Vypocetni doba vsak metodu ziejmé limituje pro vyrazné delsi ¢asové hori-
zonty. Jemnost diskretizace ovliviiovala primérnou ztratu vzhledem k usetfenému
vypocetnimu ¢asu relativné mélo. Obzvlasté pro kratky ¢asovy horizont (N = 5)
byla kvalita vysledného fizeni srovnatelna i pro velmi hrubou diskretizaci (stacilo
pouze 5x5 bodi).

3.3.5 Shrnuti vysledkti simulace

Dle provedenych simulaci vychazi pro fizeni systému (3.1) neduélni metoda cautious
control (CC). Dle kvantitativniho srovnani dosahovala pramérné nejnizsi ztraty.
Kvalitativni porovnani pak prokazalo robustnost tohoto fizeni.

Rovnéz duélni metody (numerické feSeni DP prevzaté z [1] a SIDP) dokazaly navrhnout
uspé&sné fizeni pro libovolné hodnoty parametrta (éo, Py). Obé& zminované metody pak
dosahovaly v pripadé velké pocateéni neznalosti (FPy = 10) kvantitativné srovnatel-
nych vysledkt. Vyraznéjsi rozdil byl pro rozptyl Fy = 1. Tehdy si vedla lépe metoda
DP.

Metoda SIDP se ukazala jako robustnéjsi, naproti tomu vSak ¢atéji dosahovala mirné
vyssi ztraty nez DP. Chovani obou dudlnich metod tak vychazi prumérné velmi
podobné. Nutno v8ak pfipomenout vysledek z [11], Zze SIDP dosahuje srovnatelného
vysledku s DP jiz pfi zhruba desetinovém vypocetnim case.

Metoda certainty equivalence (CE) se ukézala pouzitelna pouze pokud je neurci-
tost v identifikaci parametru ¢ mala relativné k jeho velikosti. Podle kvalitativniho
zkouméni to bylo zptisobeno tim, ze v mnoha ptipadech, ztrata vyrazné prekrocila
rozumnou mez. Presto se obc¢as i touto metodou podarilo navrhnout kvalitni fizeni.

(s

Analyza vypocetni naroc¢nosti algoritmu SIDP ukézala, Ze pro komplexnéjsi ulohy
by pripadala v ivahu pouze v ptripadé kratkych casovych horizonti a neprilis jemné
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diskretizace. Jako vhodné se tedy jevi pouziti metody SIDP v kombinaci s néjakou
vypocetné efektivni metodou, napiiklad CE. V pripadé Spatné identifikace systému
by se pouzilo fizeni navrzené pomoci SIDP a jakmile by znalost systému piekrocila
jistou zvolenou mez, k Tizeni by se pouzia neduélni metoda. V takovém piipadé
by totiz stacilo metodou SIDP fidit jen na kratkém casovém horizontu, konkrétné
nez by bylo dosazeno dostatecné znalosti systému. Déle by se jiz fidilo vypocetné
efektivni metodou.
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Zaver

Tato prace se zabyvala suboptimalnimi pfistupy k otazce fizeni za neurcitosti, ze-
jména pak metodou stochastického itarativniho dynamického programovani (SIDP).

V tdvodu prace byla formulovana tuloha stochastického fizeni s aditivni ztratou,
ktera byla feSena pomoci dynamického programovani. Uloha stochastického Fizeni
byla nésledné modifikovana na tlohu fizeni systému s netplnym pozorovanim a
neznamymi parametry.

V dalsi ¢asti prace byly predstaveny nékteré principy a metody, kterymi lze nalézt
suboptimélni ridici strategii. Jednalo se zejména o navrh pomoci duélniho fizeni,
certainty equivalence (CE), cautionus control (CC), pouziti metody Monte Carlo a
iterativnitho dynamického programovani.

Navrzené principy byly posléze pouzity k névrhu fizeni jednoduchého systému. Pti
provedenych simulacich se ukézalo jako nejlepsi fizeni to, které poskytla nedualni
metoda cautious control. Bylo to zptusobeno zejména robustnosti tohoto Tizeni.
Dualni metody pak poskytovaly srovnatelné vysledky pro velké hodnoty pocatecni
neznalosti.

Ridici strategie navrzena metodou SIDP byla Gspésna zejména pii Spatné iden-
tifikaci systému. Rizeni navrzené touto metodou bylo velmi robustni vzhledem k
Spatné apriorni informaci. V pfipadé zna¢né odlisné apriorni informace od skutecné
proto ukazal jako vhodny pro navrzeni ridici strategie pro systém s velkou pocatecni
neznalosti, kdy apriorni informace neni ptilis spolehliva.

Dle simulace zaméfené na vypocetni naroky algoritmu SIDP, je pouziti této metody
na komplexnéjsi tlohy v uvedené podobé mozné pouze na kratkych ridicich horizon-
tech a pro nepfilis jemnou diskretizaci. V ostatnich situacich by bylo vhodné pouzit
metodu SIDP v kombinaci s néjakou vypocetné efektivni metodou. Tato kombi-
novand metoda by pak aplikovala fidici zasahy generované pomoci SIDP pouze v
pripadé, Ze by neznalost v identifikaci systému presahla jistou zvolenou mez. Tak by
se vyuzilo robustnosti metody SIDP a zaroven minimalizovaly jeji vypocetni naroky,
protoze kdyz by se systém opét dobie zidentifikoval, fizeni by pokracovalo vypocetné
efektivni metodou.
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