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huje obecnou teorii tykajici se dualnfho fizeni, popis uzitych algoritmi a systémi
pro testovani a konkrétni prehled ziskanych vysledkd. Zavérem jsou diskutoviny
vlastnosti a pouzitelnost algoritmu ¢terativniho lokdlniho dynamického programo-
vand.

Klicova slova: dualni fizeni, dynamické programovani, iterativni lokélni dynamické pro-
gramovani, integrator s nezndmym ziskem, synchronni motor s permanentnimi mag-
nety

Title:
Iterative local dynamic programming for dual control

Author: Michal Vahala

Abstract: The thesis is concerned with the iterative local dynamic programming algori-
thm as one of the methods used for solving a dual control problem. The algorithm
has been implemented for a simple system — integrator with an unknown gain.
Obtained results have been compared with a control designed by other methods,
especially by using a separation principle. Next, the algorithm has been tested on
a more complicated system, namely permanent magnet synchronous machine. The
thesis contains general dual control theory, used algorithms and systems descripti-
ons and list of gained results. Lastly, the features and usability of the iterative local
dynamic programming algorithm are discussed.

Key words: dual control, dynamic programming, iterative local dynamic programming,
integrator with unknown gain, permanent magnet synchronous machine



Obsah

Uvod
1 Teorie dualniho rizeni
1.1 Zakladni pojmy . . . . . . . . . .
1.1.1  Systém a Fizenf . . . . . . . . ..
1.2 Dynamické programovan{ . . . . . . . . ... oo oL o
1.2.1 Formulace problému . . . . .. ... .. .. ... ... ... ...,
1.2.2  Pi{stup dynamického programovani . . . . . . . .. ... ... ...
1.3 Vv neznalosti na systém . . . . . . . ... Lo
1.3.1 Uplna a netaplné stavova informace . . . . . . . . .. .. ... ...
1.3.2 Kalmantv filtr . . . . .. .. oo
1.4 Spojitésystémy . . . . . . ..
1.4.1 Deterministické systémy se spojitym ¢asem . . . . ... ... ...
1.5 Algoritmy pro dudlni fizeni . . . . . . ... ... L.
2 Algoritmy pro navrh rizeni
2.1 Vybér algoritmi pro srovnani . . . . . .. ... o Lo
2.1.1 Princip separace . . . . . . . . . e
2.1.2 LQG . . . .
2.1.3 Zobecnéné iterativn{ LQG Tizeni . . . . . . ... ... ...
2.2 Algoritmus iterativniho lokélniho dynamického programovani . . . . . ..
2.2.1 Formulace problému . . . . .. . ... oL
222 Osnovaalgoritmu . . . . .. . .. Lo
2.2.3 Detaily implementace . . . . . .. ..o Lo
2.2.4 Konkrétni pouzité aproximace . . . . . . . . .. ... L
2.2.5 PriedbéZny odhad vlatnosti algoritmu . . . . . .. ... ...
3 Systémy pro testovani
3.1 Jednoduchy systém . . . . . .. . ...
3.1.1 Popisproblému . . . . . ... Lo
312 Upravy rovnic . . . . . . . . ..
3.1.3 Aplikace metody CE . . . . . ... .o
3.1.4  Algoritmus LQG . . . . . ...
3.1.5 iLQG ...
3.1.6 iLDP . . ...
3.2 Synchronni motor s permanentnimi magnety . . . . . . .. ... ... L.
3.2.1 Popissystému. . . . . . ..o o

11
11
11
12
12
13
14
14
17
18
18
20

22
22
22
22
23
24
25
25
26
27
27



3.2.2 Upravarovnic . . . . . .. ... ...
3.2.3 Aplikace iLDP . .. ... ... ...
3.24  Algoritmus LQG . . . .. ... ...

4 Vysledky
4.1 Metodika zpracovani a ziskdvani vysledka .
4.1.1 Funkce pro jednoduchy systém . . .

4.1.2 Testovaci{ schémata jednoduchého systému . . . . . . . . ... ...

4.2 Vysledky algoritmi pro jednoduchy systém
4.2.1 Ruzna pocatetni nastaveni . . . . . .
4.2.2  Vysledky porovnani algoritmii . . . .
4.2.3 Chovani jednotlivych algoritma . . .
4.2.4 Prabéh skuteéné hodnoty . . . . ..

4.3 Vysledky pro synchronni motor . . . . . . .
4.3.1 Specifikace parametri a konstant . .
4.3.2 Pozorované vysledky . . . . ... ..

44 Diskuze . ... ...
4.4.1 Porovnani algoritma . . . .. .. ..
4.4.2 Hodnocenf algoritmu iLDP . . . . .
4.4.3 Konfrontace s prvotnimi ocekdvanimi

Zaver

Literatura

43
43
43
44
44
44
45
48
o0
53
93
55
56
o7
99
62

65

66



Seznam pouzitého oznaceni

iLDP iterativni lokalni dynamické programovani
LQG linearné kvadraticky gaussovske Fizeni (Linear-Quadratic-Gaussian)

1LQG iterativni LQG



Uvod

Skutecny svét se nikdy nechovi presné podle matematickych rovnic, protoze ty jsou
vzdy jen jakymsi zjednoduSenim nebo pfiblizenim. V redlném svété€ se vyskytuje mnoho
nezndmych veli¢in, poruch, nepfedvidatelnych vlivli a ani nase méfici pifstroje nejsou
presné. Chceme-li efektivné fidit néjaky systém, musime si byt téchto vlivii védomi a
zahrnout je do naSich uvazovani. Situace se vSak je§té muize zkomplikovat, kdyz jeden
nebo vice parametrd nezndme. To mtze nastat z riznych divoda, naptiklad pfislusné
¢idlo nebo méfici p¥istroj nemtzeme nebo nechceme (napiiklad z divodu vysoké ceny)
instalovat a tedy o velikosti pfislusné hodnoty mtizeme jen usuzovat ze zndmych dat.

Méme tedy dva cile, musfme systém co nejlépe fidit a soucasné se snazit o co nejpies-
néjsi urceni neznamych parametri. Tyto dva postupy jsou v8ak obecné v rozporu, protoze
parametry se nejlépe uréuji, kdyz je systém vybuzen a nechova se optimalné. Pravé tento
rozpor a nalezeni kompromisu, ktery povede k jeho feSeni, je podstatou dualniho fizeni.

Pro pfibliZzeni ilustrujme problém na jednoduchém piikladé: Uvazujme elektromotor
s moznosti {dit napéti na vstupu motoru a méfit pfislusné proudy. Jedna se tedy o sys-
tém se dvéma vstupy a dvéma vystupy. Cilem naSeho fizeni je dosazeni pozadovanych
otacek rotoru. Ov8em otécky a ani polohu hiidele méfit nemizeme. Mame o nich v8ak
znalost v podobé pocétec¢nich stfednich hodnot a varianci. Nagi snahou je co nejpfesnéji
ur¢it hodnotu otacek a polohy hfidele a soucasné systém tidit tak, abychom doséhli po-
zadované hodnoty otacek. Tyto dvé snahy jsou ale v rozporu, protoze nejvice informaci
o neznamych parametrech ziskdme, kdyz je motor vybuzen. Tedy napiiklad se prudce roz-
jizdi, brzdi, rychle méni rychlost nebo kmita, coz se projevuje v proudech, které mame
moznost mérit. Ale pravé vybuzeni motoru je v rozporu se snahou o dobré Fizeni, protoze
chyba, které se dopustime, je vétsinou nepfijatelna. Naopak, kdyz se systém snazime ridit
bez dostatecné znalosti jeho parametrii, s velkou pravdépodobnosti selzeme.

Namétem této bakalaiské prace je algoritmus iterativniho lokdlniho dynamického pro-
gramovdni (iLDP) jako jedna z metod pro Feeni problému dudlniho Fizeni. Algoritmus
byl navrzen a popsén v ¢lanku [7]. Jak uz prozrazuje nézev algoritmu, jedna se o itera¢ni
metodu. Tedy stru¢né feceno, algoritmus vyjde od néjakého pocatecniho fizeni, které je
oviem nutno dodat jako apriorni informaci a v cyklech (iteracich) tuto Fidici strategii
vylepsuje za Gcelem z{skani fizeni optimélniho. Déle se jedna o metodu lokaln{, coz mi-
zeme jednoduse chapat tak, Ze kandidati na ,vylepSeni® fizeni jsou vybirani z jistého,
zatim bliZze nespecifikovaného okoli pivodni Fidici strategie. Nakonec algoritmus vyuziva
obecné schéma dynamického programovani, které bude blize popsano v dalgim textu.

Cilem této prace bylo sezndmit se s obecnou tématikou dudlniho Fizeni a detailnéji
s konkrétnim algoritmem - iterativnim lokalnim dynamickym programovanim. Nésledné



tento algoritmus implementovat a aplikovat na jednoduchy systém. Otestovat jeho funké-
nost a schopnost ¥dit, a to i v porovnéni s jinymi metodami a algoritmy. Déle se pokusit
implementovat algoritmus iLDP pro slozitéjs systém blize praktické aplikaci, konkrétné
se jedna o synchronni motor s permanentnimi magnety. Otestovat funk¢nost a pfipadné
srovnat s dostupnymi vysledky jinych fidicich strategi{. Na zakladé ziskanych vysledki
posoudit vyhody a nevyhody algoritmu a jeho pouZitelnost pro dalsi ulohy.

Hlavnim p#inosem prace je otestovani vlastnosti algoritmu ¢LDP na jinych problé-
mech, nez pro které byla vyvinuta autory; objeveni kladd a zapori algoritmu a dale diky
srovnani{ s jinymi algoritmy zisk&dni pfehledu, pro které praktické aplikace je vhodnéjsi,
respektive méné vhodny nez srovnavané metody. Prvotni oekdvani pro srovnéani algo-
ritmu ¢+LDP a fizeni ziskaného pomoci principu separace jsou, Ze 1LDP bude pomalejsi
co do vypocetniho ¢asu, avsak pfesnost ziskanych vysledki bude lepsi. Déle je ocekavana
nezanedbatelné zéavislost vysledného Fizeni na volbé pouZitych aproximaci.
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1 Teorie dualniho rizeni

1.1 Zakladni pojmy

1.1.1 Systém a rizeni
Systém

Zékladnim pojmem, se kterym budeme v textu pracovat, je systém. Obdobné jako zé-
kladni pojmy zejména v matematickych védach (bod, mnozina, algoritmus,...), nelze
tento pojem exaktné definovat. Systém si miZeme predstavit jako jisty ,objekt®, ¢asto
bude reprezentovat objekt skutecného svéta. Hlavni vlastnosti systému je, ze méa zpra-
vidla jeden nebo vice vstupi, pomoci kterych mu miZzeme predavat informaci — fizeni a
jeden nebo vice vystupi, coz jsou hodnoty, které pozorujeme. Co se odehrava uvnit¥ sys-
tému vsak obecné nevime. Rizeni, které budeme dodavat systému na vstup, bude v textu
znaceno pismenem wu. Pismenem y bude oznacena pozorovand hodnota na vystupu.
Chovéni systému, to je jakym vystupem reaguje na vstup, popisujeme dle [3] obecné
diferencidlni rovnici, respektive soustavou diferencidlnich rovnic vyssich fada. Jedna se
o takzvany vnéjsi popis. Tento druh popisu pohlizi na systém ,zvenku* bez skutecné
znalosti, co se odehrava uvnit¥ systému a jakad je jeho podstata. Vnéjsi popis obvykle
obdrzime p¥i odvozeni modelu systému z fyzikalnich rovnic. Omezeni, ktera z n&j plynou,
se snazime odstranit zavedenim vnitiniho (stavového) popisu, kdy soustavu diferenciél-
nich rovnic vysstho fadu pfevedeme vhodnou volbou novych proménnych z na soustavu
diferencialnich rovnic prvniho fadu. Proménné x oznacujeme jako stavové promeénné.

Rizeni

Nagim tkolem je pro zadany systém nalézt reguldtor, tedy obecné fizeni u takové, které
dodané na vstup zplisobi, Ze systém se bude ,chovat podle nagich pozadavki“. To zpravi-
dla znamend, ze hodnoty vystupni veli¢iny y dosdhnou nebo se pfiblizi s danou pFesnosti
pozadované hodnoté v podobé referen¢niho signilu, ktery regulator dostava z vnéjsku
a soucasné dodrzi pfedem stanovend omezeni. Prace je ovSem zaméfena na Fizen{ slo-
7itéjsich systémi, u kterych jeden nebo vice parametri nezname pfesné. Tedy néktery
(vice) z koeficientti v rovnicich popisujicich systém neni znam. Mame vSak o ném jistou
statistickou informaci v podobé jeho oc¢ekavané hodnoty a variance. Navic je-li systém ne-
linearni, jsou vysledné rovnice pilis slozité a tedy analyticky nefesitelné. Pro numerické
Fefeni jsou rovnice systému zpravidla prevadény do diskrétniho tvaru.

Rizeni obecné délime podle [3] na dva typy: Pfimovazebni Fizeni uzivame v p¥ipadé,
kde je k dispozici pfesny matematicky model systému a je vyloucen vyskyt neurcitosti.
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Toto Fizeni nevyuzivéd zadné zpétné informace od systému a reguldtor pracuje pouze s re-
ferencnim signalem. Naproti tomu zpétnovazebni Fizeni vyuziva i informace o skute¢ném
vystupu systému a snazi se tak eliminovat chyby v diisledku neurcitosti a nepiesnosti
modelu.

Dualni rizeni

Nagim cilem je navrhnout regulator pro zadany systém s neznadmymi parametry. Ukoly
jsou tedy dva: 1. opatrnost - efektivné systém tidit a 2. buzens - urcit nezndmé parametry.
Tyto dva p¥istupy jsou ale obecné v rozporu. Abychom mohli systém dobfe fidit, potie-
bujeme znat parametry co nejpfesnéji. Nejvice informaci o parametrech v8ak ziskame,
kdy# je systém vybuzen a nechové se optimalné. Tyto pojmy neni snadné kvantifikovat,
ale velmi ¢asto se projevuji v konkrétnich fidicich schématech. Nagim tukolem je pokusit
se nalézt néjaky kompromis mezi obéma tkoly. Pravé tento pifstup je oznacovan jako
dudlni Fizent [2].

1.2 Dynamické programovani

1.2.1 Formulace problému

V textu budeme pracovat zpravidla s diskrétnim systémem, ve smyslu systému s diskrét-
nim ¢asem, protoze vypocty jsou provadény ve vét§iné piipadt problematiky dudlnfho
fizeni numericky. Rovnice popisujici systém jsou viak zpravidla ve spojitém tvaru (model
¢asto vychazi ze skutetnosti, popiipadé fyzikalnich zékont). V tomto piipadé provadime
diskretizaci.

Déle budeme v textu predpokladat konetny ¢asovy horizont a ztratovou funkci aditivni
v Case. Je samoziejmé mozno uvazovat i sloZzitéjsi tlohy Fizeni systémt nevyhovujicich
témto pozadavki, témi se v8ak zabyvat nebudeme.

Zakladni problém je formulovén podle [2] nésledovné:

Uvazujme stavovy popis diskrétniho dynamického systému
$k+1:fk($kvukawk)> k=0,....,N—-1, (11)

kde xj, je stavova proménnd, uy fizeni a wi ndhodné porucha, vSe v ¢ase k pii celkovém
¢asovém horizontu N. Na Tizeni up klademe omezeni, Ze miZze nabyvat pouze hodnot
z neprazdné mnoziny Uy(z) zéavislé na stavu . Nahodna porucha wy je charakterizo-
vana rozdélenim pravdépodobnosti Py, které muze explicitné zaviset na xj a ug, ne viak
na piedchozich poruchach wg_1,...,wq.

Déle uvazujme mnozinu fizeni, jedna se o posloupnost funkci

™= {MO?"’ 7/’LN71}7

kde py, pFifazuje stavu xy piipustné Fzeni uy = pg(zk), to je takove, ze ug(xg) € Ug(zk),
mnozinu piipustnych feSeni oznaéme II. Mame-li dany pocatecni stav xg a piipustné
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feSeni m, miZeme stavy xp a poruchy wjg povazovat za ndhodné veli¢iny s rozdélemim
definovanym systémem rovnic 1.1, kde za Fizeni u; dosadime hodnotu funkce pp v xg.

Pro dané ztraty v jednotlivych ¢asech — funkce gi, pak definujeme ocekévanou ztratu
m v xg jako

N-1
Jr(z0) = E {QN(»TN) + > gk (s (), wk)}

k=0
kde je oCekdvana hodnota pocitina pies ndhodné veli¢iny wy a . Optiméln{ Fizeni 7*
je pravé to, které minimalizuje ztratu

I (20) = 17316111_[1 Jr(x0).
Optimalni ztratu oznacme J*(zg).

1.2.2 Pristup dynamického programovani

Dynamické programovani dle [9] je jednim ze zpiisobi navrhu algoritmi pro Feseni jistych
typu optimaliza¢nich problému. Konkrétné se uplatiiuje v p¥ipadé, ze se jedné o diskrétni
optimalizaéni tlohu; na feSeni daného problému mtzeme nahlizet jako na kone¢nou po-
sloupnost rozhodnut{ a plat{ princip optimality.

Princip optimality

Necht * = {,ug, TP “}kvfl} je optimaln{ fidici strategie pro zékladni{ problém a pied-
pokladejme, ze kdyZ aplikujeme fizeni 7*, dany stav z; se vyskytne v ¢ase ¢ s pozitivni
pravdépodobnosti. Uvazujme podproblém, kdy ve stavu x; a ¢ase ¢ chceme minimalizovat
ndklady na pokracovdni (v anglické literatuie oznacovano jako ,cost-to-go“) od ¢asu i do

N
N-1
E {QN(UCN) + > grlwn, (), wk)}

k=i
Potom tusek strategie {uz‘, Higqs - - - ,u}‘vfl} je optimélni pro tento podproblém.
Intuitivné je princip optimality velmi jednoduchy. Jestlize tisek strategie { U TR u}*v_l}

nebude optimalni, budeme schopni dale zredukovat cenu pfechodem k optiméalni strategii
pro podproblém.

Princip optimality umoziiuje optimalni strategii konstruovat postupné. Nejdiive nalez-
neme optimdaln{ strategii pro koncovy podproblém zahrnujici posledni krok. Poté rozgi-
Ffujeme podproblém od konce pfiddnim predposledniho kroku a tak dale. Takto miZe byt
vytvorena optimélni strategie pro cely problém.

Algoritmus dynamického programovani je tedy zalozen na nasledujici myslence: Al-
goritmus pracuje iterativné a ¥esf koncové podproblémy pro dany €asovy dsek, pfi tom
vyuZzivé feSeni pfedchozich koncovych podproblémi pro kratdi ¢asové tseky. Prevzato
z [2].
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Formulace algoritmu dynamického programovani

Podle [2], pro kazdy pocatecni stav g je optimélni cena J*(z¢) zakladniho problému
rovna Jo(zg), ziskané z posledniho kroku nasledujiciho algoritmu, ktery prochézi zpét
¢asy od N — 1 do 0:

In(zn) = gn(zN)

Je(zr) = min  E{gr(xg, uk, wi) + Jep1 (fe(zr, ug, wi)) (1.2)

u €Uk (x1)wy
k=0,1,...,N—1

kde je ocekavani hodnota pocitana podle ndhodné veli¢iny wyg, kterd obecné zavisi na
x) a ug. Dale, kdyz u} = pj(x)) minimalizuje pravou stranu rovnice (1.2) pro kazdé x,
a k, stretegie 7% = {,u’{, e ,u}‘v_l} je optiméalni.

Hodnotu Ji(xy) je moZno interpretovat jako optimalni cenu pro (N — k)-ty krok pro-
blému zacinajiciho ve stavu x, a éase k a konéicitho v ¢ase N. Nésledné oznacujeme
Ji(xx) ndklady na pokracovani (,cost-to-go“) ve stavu xzy a ¢ase k, a Ji oznacujeme jako
funkei nakladi na pokratovéni (,cost-to-go function®) v case k.

Idealné bychom chtéli vyuzit algoritmus dynamického programovani k ziskani Jj, vyja-
dfené v uzavieném tvaru nebo k ziskan{ optimaln{ strategie. Existuje mnoho p¥ipadi, kdy
je dana tloha FeSitelnd analyticky, obzvlasté za zjednodusujicich predpokladi. To je velmi
uzitené zejména pro lepsi ndhled do problematiky a jako voditko pro slozitéjsi modely.
Avgak ve vétsiné pfipadi neni analytické FeSeni mozné, pak je tfeba pouZit numerické fe-
Seni pomoci algoritmu dynamického programovani. Tento pfistup mtize byt ¢asové velmi
narony, zejména minimalizaci v rovnici (1.2) je tfeba proveést pro kazdou hodnotu zy.
Stavovy prostor musi byt diskretizovan, nejedné-li se o konetnou mnozinu, a vypocetni
naroky pak nardstaji proporcionalné k poé¢tu moznych hodnot xj. Nicméné dynamické
programovéni je pouze obecny piistup pro iterativni optimalizaci pfi uvazovani nejistoty
v systému.

1.3 Vliv neznalosti na systém

1.3.1 Uplna a neidplna stavova informace

V optimélnim piipadé by bylo mozno mé¥it viechny stavové veli¢iny systému a na jejich
zékladé libovolnym zptsobem upravovat jeho dynamické vlastnosti. Ve skutecnosti ale
zpravidla neni mozné v8echny stavy zméfit a musime se rozhodovat pouze na zakladé in-
formaci, které mame k dispozici. V takovém piipadé mluvime o netiplné informaci o stavu
systému |5, 2]. Mize to byt zpusobeno napiiklad nedostupnosti hodnot nékterych stavi,
pouzité métici pristroje mohou byt nepfesné nebo naklady na ziskdni pfesné hodnoty
stavu mohou byt p¥ili§ omezujici. P¥ipady tohoto typu modelujeme zpravidla tak, ze
v kazdém kroku regulator obdrzi jisté pozorovini skutetné hodnoty stavu, které oviem
miize byt ovlivnéno a naruSeno stochastickou nejistotou. Teoreticky se v8ak problém s ne-
dplnou informaci o stavu neodliSuje od tloh s Gplnou stavovou informaci, protoze existuji
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zpiisoby, jak pievést (redukovat) systém s neaplnou informaci na systém s uplnou. Tyto
postupy obecné vedou na algoritmy vyuzivajici dynamické programovani, ale jsou vypo-
¢etné mnohem narocnéjsi, nez v piipadé uplné informace. Dva mozné postupy redukce
prevzaté z [2| budou nésledovat po formulaci problému:

Formulace problému s neiaplnou informaci o stavu

Nejdrive formulujme zakladni problém s netaplnou stavovou informaci, ktery nasledné
redukujeme na systém s informaci Gplnou. Uvazujme rozsifeni zakladniho problému 1.1,
kde ale regulator, namisto p¥istupu ke stavu systému, ziskdva pouze pozorovani zp ve
tvaru

20 :ho(xo,vo), Zk :hk(xk,uk,l,vk), k= 1,2,...,]\7— 1, (1.3)

kde v reprezentuje ndhodnou poruchu pozorovani charakterizovanou rozdélenim prav-
dépodobnosti P, , kterd zavisi na soucasném stavu a vSech predchozich stavech, fizenich
a poruchéch. Déle také pocatedni stav xg povazujeme za ndhodnou veli¢inu s rozdélenim
Py,.

Soubor informaci dostupnych reguldtoru v ¢ase k oznac¢me I informa¢nim vektorem.
Tedy

Ik = (zo,...,zk,uo,...,uk,l), k‘:L...,N—l,
I() = 20.
Uvazujme mnozinu piipustnych Fizeni jako posloupnost funkei m = {po, ..., un—1}, kde

kazda funkce py pFifazuje informaénimu vektoru Iy ¥zeni pp(I;) € Uy, pro viechna I,
kde kK = 0,..., N — 1. Chceme najit p¥ipustnou ¥dici strategii, to jest posloupnost m,
ktera minimalizuje o¢ekdvanou ztratu

N-1
Jr=E {QN(OCN) +> (xkvﬂk([k)7wk)} :

k=0
kde je o¢ekdvana hodnota pocitana pres ndhodné veli¢iny xg a wg, vy prok =0,..., N—1.
Veli¢iny xp, a zx se vypocitaji z rovnic 1.1 respektive 1.3, pficemz v nich polozime uy =
1 (Lk)-
Redukce na systém s aplnou stavovou informaci

Tento postup je zaloZzen na myslence definovat novy systém, jehoz stav v ¢ase k je mnozina,
v8ech hodnot, kterych miize vyuzit regulator pfi tvorbé fizeni. Jako stav nového systému
tedy volime informacni vektor [ a ziskdme systém

Iisr = (Ipzpsr,ug), To=z20, k=0,...,N—2. (1.4)

Na tento systém povahy zakladniho problému s iplnou informaci mtZzeme pohlizet tak, ze
Iy, je stav. Rizeni uy a pozorovani zj lze pak chapat jako ndhodné poruchy. Dale rozdélent
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pravdépodobnosti 2,1 zavisi explicitné pouze na stavu Iy, a fizeni uy. Ztratovou funkci
vyjadfenou pro novy systém je mozno zapsat jako

E {g (z, uk, wi)} = E{Ey, w, {9 (g, ug, wi) | Tr, ur}}.

Tedy ztrata béhem jednoho kroku vyjadiend jako funkce nového stavu Iy a Fizeni ug je

k(I ur) = Egy wy, {9k (8, up, wi) | Iy, ug} (1.5)

Pavodni zakladni problém s nedplnou stavovou informaci byl tedy pfeveden na tlohu
s dplnou stavovou informaci s rovnici popisujici systém 1.4 a ztratou béhem jednoho
kroku 1.5. Nyni je pro néj moZzno napsat algoritmus dynamického programovani.

Postacujici statistika

P#i uziti algoritmu dynamického programovani za nedplné stavové informace je hlavni
problém v jeho vyhodnocovani ve stavovém prostoru, jehoz dimenze neustéle roste. S kaz-
dym dalsim méfenim dimenze stavu a tedy informadcni vektor I nartisté, proto se snazime
redukovat mnozstvi dat skuteéné potFebnych pro ucely fizeni. Hledame tedy popis znamy
jako postacugici statistika, ktery bude mit mensf dimenzi nez I, ale soucasné zahrne ves-
kery dulezity obsah I potfebny pro Fizeni. Jako postafujici statistiku oznacme funkci
S informacniho vektoru I, tedy Sk (Ix) takovou, Ze minimalizuje ztratu v algoritmu dy-
namického programovani ptes vSechna piipustné fizeni. To muZeme zapsat pro vhodnou
funkci Hy jako

u €U
Po funkci S samoziejmé chceme, aby byla charakterizovina mengi mnozinou &isel, nez
informacni vektor I, abychom ziskali vyhody z jejiho pouZiti. Obecné existuje mnoho
funkci, které mohou slouzit jako postacujici statistika. Trividlnim piikladem muiZze byt
identita Sk(Ik) = 1.

Z4avisi-li rozdéleni pravdépodobnosti poruchy pozorovani vy explicitné pouze na bez-
prostifedné predchéazejicim stavu, Fizeni a poruse systému, tedy na xp, ug, Wi, a nezavisi
na piedchozich hodnotéch xg_1,..., 20, Uk—_1, ..., U0, Wk_1, - .-, W0, Vk_1, - - - , Vg, MilZeme
za postacujici statistiku volit podminéné rozdélent pravdépodobnosti P, |7, , 0 kterém lze
ukazat (viz [2]), ze

Ji(Ix) = min Hy(Py, 1., uk) = Jk(Pry1,.)s

u €Uy

kde Hj a Jj jsou vhodné funkce. Optimalni Fizeni pak ziskdme ve tvaru funkci pod-
minéného rozdéleni pravdépodobnosti (1) = [ (Py,1,) pro k = 0,...,N — 1. Tato
reprezentace muze byt velmi uzite¢né, protoZe nam umoziuje rozlozit optimalni fizenf
na dvé nezavislé casti:

1. pozorovatel (estimétor), ktery v ¢ase k pouzije méfeni z; a Fizeni ug_q1 k vygenero-
van{ rozdéleni pravdépodobnosti Py, 1,
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2. reguldtor (akurdtor), ktery generuje vstupy (fizenf) pro systém jako funkci rozdéleni
pravdépodobnosti P,

kK

Tento rozklad pak umoziiuje navrhovat kazdou z ¢asti samostatné podle charakteru kon-
krétni ulohy.

1.3.2 Kalmanauav filtr

Chceme Fesit nasledujici problém, viz [5]: Mame linedrni systém s neuplnou stavovou
informaci a snazime se odhadnout (rekonstruovat, estimovat) stav systému z méfitelnych
vstupnich a vystupnich veli¢in. Déle predpokladejme, Ze méfeni vystupu a popiipadé
i vstupu je zatiZzeno chybou méfeni. Tyto nepfesnosti méfeni mizeme modelovat jako
aditivni Sum. Odhadovéani (rekonstrukei, estimaci) potom navrhujeme pomoci stochas-
tickych metod. Regeni vede na takzvany Kalmaniv filtr.

Nésledujici formulace problému a popis algoritmu Kalmanova filtru je prevzat z [2],
kde lze také nalézt odvozeni prislusnych rovnic: Mame dva ndhodné vektory x a y, které
jsou svazény sdruzenym rozdélenim pravdépodobnosti tak, ze hodnota jednoho poskytuje
informaci o hodnoté druhého. Zname hodnotu y a chceme urcit (odhadnout) hodnotu z
tak, aby stfedni kvadratickd odchylka mezi x a jeho odhadem byla minimalni.

Takovy odhad mutzeme zistat v nejjednodussim pripadé metodou nejmengich ¢tverci,
ale pro tento zptlisob je tfeba velkého poc¢tu méteni. Jako lepsi zptisob se ale jevi vyuzit
sekvené¢ni struktury problému a iterativné pouzit Kalmaniv filtr, kdy odhad v ¢ase k+1
ziskdme na zakladé jednoduchych rovnic pouze z predchoziho odhadu a nového méfeni
v Case k, zddna predchozi méfeni nejsou explicitné zahrnuta.

V dalsim textu oznacme Zy;_; apriorni odhad stavu, tedy odhad stavu v ¢ase k na
zakladé informaci aZ do Casu k — 1. Analogicky Xy, oznacuje apriorni kovarian¢ni ma-
tici. Aposteriorn{ odhad stavu oznacme 2y, to jest odhad v ¢ase k na zdkladé informaci
az do Casu k. Aposteriorn{ kovarian¢ni matice je pak oznacena Xy ;.

Systém
Uvazujme linearni dynamicky systém bez Fizeni (ug = 0) ve tvaru
Trt1 = Agxr +wg, k=0,1,...,N —1,

kde xj, je vektor stavu, wy je vektor ndhodné poruchy a matice Ay povazujeme za znamé.
Dale rovnice méreni je

2z =Crop +vg, k=0,1,...,N —1,

kde zy, je vektor pozorovani (méfenych veli¢in) a vy vektor Sumu. Necht g, wo, ..., wN—_1,v0, ..., UN-1
jsou vektory nezavislych ndhodnych veli¢in s danym rozdélenim pravdépodobnosti, ta-
kovym, ze

E{wk} :E{’Uk;} :0, k‘:O,l,...,N—l.
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Ozna¢me
$ =B { (20 — B{wo}) (w0 — E{zo})" }, My = B{ww] }, Ny = E{oge] },

a necht matice Ny je pozitivné definitni pro vSechny Casy k.

Algoritmus Kalmanova filtru
Predpokladejme, ze mame spocitany odhad ;1 spoletné s kovarian¢nf matict Xp,_1 =
E { (mk — i’k\k—l) (wk — .@k|k_1)T}. V ¢ase k ziskdme dalsi mé&feni zp = Crar + vi. Nyni
muzeme ziskat aposteriorni odhad stavu Zy; v case k jako

. . T T -1 .

Tk = Zrp—1 + Skp—1Ck (CuZrp—1Cr + Ni) (26 — Crigji—1) » (1.6)

dale pak apriorni odhad stavu &, v Case k + 1, tedy Zpyqp = Agdyp- Apriorni
kovarianéni matici v ¢ase k + 1 vypocitame z

Skrik = AuSprAL + My,

. , e, .. X N T o ;
kde aposteriorni kovarian¢ni matici Xz, = E { (xk — xk‘k) (:J:k — :Ek|k) } mizeme ziskat

7 rovnice

1
Sk = Skp-1 — Skp-1C% (ChSap-1CL + Ni) ™ CrSpppt.

Pfiddnim pocatecnich podminek Zg_; = E{zo} a ¥g_; = S ziskime algoritmus Kal-
manova filtru, ktery ve své podstaté rekurzivné generuje posloupnost linedrnich odhadi
zaloZenych na metodé nejmensich ¢tverct.

Déle je mozno vyjadrit rovnici 1.6 ve tvaru

Tk = Ap18p_1jk—1 + SeeCr Nyt (2 — CrAr-135—1j5-1) »
ktery pfi uvazovani systému se vstupem
Tpy1 = Apxg + Brup +wg, k=0,1,...,N —1,
umoziuje vypocitat rekurzivné aposteriorni odhady stavii &y, v Casech k z rovnice
Brk = Ap—18p—1)p—1 + Be—1tn—1 + SppCL Ny (21 — CrAp—18p—1j5-1) »

pii¢emz rovnice pro vypocet aposteriorn{ kovarian¢ni matice ¥y, ziistavaji nezménény.

1.4 Spojité systémy

1.4.1 Deterministické systémy se spojitym casem

I kdyz zpravidla pracujeme s diskrétnimi systémy, zejména z divodi vypoctl na po-
¢itacdi, teorie optimélniho Fizeni spojitych systémi muze byt velmi uziteéna. Poskytuje
totiz dilezité principy, které jsou velmi Casto pouzivany pii navrhu algoritmi pro du-
alni Tizeni. Konkrétné se jedna o Hamilton-Jacobi-Bellmanovu rovnost a Pontryaginiv
princip minima.
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Spojity systém
Dynamicky systém se spojitym ¢asem uvazujeme dle [2] ve tvaru
z(t) = f(z(t),u(t), 0<t<T, (1.7)
z(0) = o,
kde z(t) je stavovy vektor v Case t, @(t) je vektor prvnich derivaci podle ¢asu v Case t,
u(t) € U je fidici vektor v ¢ase t, U je mnozina omezeni Fizeni a T je Casovy horizont.
O funkci f pfedpokladame, Ze je spojité diferencovatelné vzhledem k x a spojita vzhledem
k u. Rovnice 1.7 pfedstavuje soustavu n diferencialnich rovnic prvniho ¥adu. Nasim cilem
je nalezeni pripustné fidici trajektorie {u(t) | ¢t € [0,T]} a odpovidajici stavové trajektorie
{z(t) | t € [0,T]} takové, Ze minimalizuji ztratovou funkci ve tvaru

T
h(x(T)) + /0 g (x(t), u(t)) dt,

o funkcich g a h pfedpokladame, Ze jsou spojité diferencovatelné vzhledem k x a g je
spojitd vzhledem k wu.

Hamilton-Jacobi-Bellmanova rovnost

Hamilton-Jacobi-Bellmanova rovnost je parcidlni diferencidlni rovnici, kterd je splnéna
optimalni funkci nakladi na pokracovani J*(¢,z). Tato rovnice je analogii algoritmu
dynamického programovéni ve spojitém ¢ase. Rovnici lze psat podle [2] ve tvaru

0 = IniIUl [g(z,u) + Vi J*(t, x) + Vo J* (t,2)T f(z,u)], VYt a, (1.8)

ue
J(T,z) = h(x).

Jedna se tedy o parcialni diferencialni rovnici s okrajovou podminkou. O funkci J*(¢, x)
jsme predpokladali diferencovatelnost, apriorné ale jeji diferencovatelnost nezname a tedy
nevime, jestli J*(¢,x) fesi rovnici 1.8. MiZeme v8ak pouzit néasledujici tvrzeni, jehoz
formulaci i diikaz lze nalézt v |2]:

Véta o dostatecnosti:
Necht je funkce V (¢, z) spojité diferencovatelna vzhledem k ¢ a x a necht je feSenim
Hamilton-Jacobi-Bellmanovy rovnosti:

0 = min [9(z,u) + ViV (t,2) + VoV (t,2)" f(z,u)], Ytz (1.9)
V(T,z) = h(z), V.

Predpokladejme dale, ze p*(t, z) dosdhne minima v rovnosti 1.9 pro vSechna t a x.
Necht {z*(t) | t € [0,T]} oznacuje stavovou trajektorii ziskanou pii dané pocatecni
podmince x*(0) = xo a Fidici trajektorii u*(t) = p*(¢,2*(¢)), t € [0,T]. Pak V je
rovno optimélni funkci nakladt na pokracovani, tedy

V(t,x) = J*(t,x), Vi, x.

Navic fidici trajektorie {u*(¢) | t € [0,T]} je optimalni.
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Pontryagindiv princip minima

Pontryagintiv princip minima je dilezitym teorémem optimalniho ¥izeni. Poskytuje nut-
nou (ne v8ak postacujici) podminku pro optimélni trajektorii, je tzce spfiznén s Hamilton-
Jacobi-Bellmanovou rovnosti a lze ho z ni podle [2] také odvodit. Princip minima je vy-
hodné formulovat pomoci Hamiltonidnu. Oznaéme p gradient optimalni funkce nakladi
na pokrafovani pro optimdlni stavovou trajektorii p(t) = V,J* (t,2*(t)) a definujme
Hamiltonian jako funkci zobrazujici trojice vektoru (z,u,p) do realnych Cisel

H(z,u,p) = g(z,u) +p" f(z,u).
Rovnice pro systém pak mtze byt zapsana v kompaktnim tvaru

2" (t) = VpH (z*(t), u"(t), p(t)) -
Obdobné mizZe byt zapsana pro p takzvana adjungovand rovnice

p(t) = =V H (z7(t),u"(t), p(t)) -
Pontryagintv princip minima je podle |2] formulovan néasledovné:

Princip minima:
Necht {u*(t) | t € [0,T]} je optimalni Fdici trajektorie a necht {z*(¢) | t € [0,T]}
je odpovidajici stavova trajektorie, to jest

& (t) = f (1), u" (1)), «"(0) = xo.

Necht dale p(t) je feSenim adjungované rovnice

p(t) = =V H (27 (t),u"(t), p(t)) ,
s okrajovou podminkou p(7") = Vh (z*(T)). Pak pro vSechna ¢ € [0,T]

u*(t) = arg IuIl€1[I]1H (x*(t), u,p(t)) .

Navic existuje konstanta C' takova, ze

H (z*(8),w*(t), p(t)) = C, ¥t € [0,T].

1.5 Algoritmy pro dualni rizeni

Metody pro nalezeni optimélniho Fizeni lze obecné rozdélit do dvou zékladnich kategorii
na globdlni a lokdlni viz 8, 7|.

Globélni metody, pouzivané zejména v posilovaném uceni (,Reinforcement Learning"),
jsou zaloZeny na na Bellmanové principu optimality, Hamilton-Jacobi-Bellmanové rov-
nosti a dynamickém programovani. Tyto algoritmy hledaji globalné optimalni zpé&tno-
vazebni Fizeni pro vSechny stavy obecného stochastického systému a proto podléhaji
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nebezpedi ,problému dimenzionality“ nebo také rozmérnosti (z anglického “curse of di-
mensionality” doslovné - kletba rozmérnosti). Jednoduse muzeme tento problém chéapat
tak, ze pfi numerickém feSen{ dlohy jsou pocitacem prochézeny vSechny body diskretizo-
vaného stavového a fidiciho prostoru, jejichZ podet s rostoucim poétem dimenzi extrémne
(exponencidlng) rychle roste. Vypocet pro mnohadimenzionédlni tlohy se pak stava co do
pamétovych nérokid, ale hlavné z hlediska vypodéetniho ¢asu prakticky nerealizovatelnym.

Lokalni metody, ¢astéji studované v teorii fizeni, souvisi s Pontryaginovym principem
maxima. Jejich podstatou je nalezeni Fizeni, které je pouze lokalné optiméalni v okoli né-
jaké extreméalni“ trajektorie. Vétsinou je uzito deterministickych prostifedki jako feSent
soustavy oby¢ejnych diferencidlnich rovnic (napiiklad stfelbou nebo relaxaci). Tento pii-
stup ale vede na pfimovazebni fizeni a nelze uzit pro stochastické tlohy. Vyhyba se ale
problému dimenzionality, coz umoziuje fesit i komplexné&jsi problémy.

V posledni dobé je snaha vyvijet nové algoritmy, které kombinuji vyhody obou vyse
zminénych piistupii. Pitkladem miize byt iterativni LQG («LQG). Tento algoritmus je
zaloZen na linearizaci nelinearni ulohy v kazdém bodé reprezentativni trajektorie a na-
sledném feSeni modifikované Riccatiho rovnice. Vyhodou ¢LQG je, Ze jejim vysledkem
je zpétnovazebni fizeni. Metoda je ale stale deterministickd a nedokdze se vyporadat
s nekvadratickymi ztratovymi funkcemi a pozadavky na omezené fizeni.

S vyse zminénymi problémy se snazi vyporadat modifikovana 1L Q) G, ktera bude pouZzita
pro srovnani s dstfedn{ metodou této prace 1LDP. Do kategorie smiSenych metod spada
i metoda iLDP, kterd bude podrobné popsana v nésledujici kapitole.
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2 Algoritmy pro navrh rizeni

2.1 Vyber algoritmi pro srovnani

2.1.1 Princip separace

Princip separace nebo také separacni teorém pro linedrnt systémy s kvadratickou ztrdatovou
funkci zaujima dualezité misto v moderni teorii fizeni. Intuitivné je velmi jednoduchy.
Podle [2] je formulovan nésledovné:

Optimélni ¥izeni pro linedrni systém mize byt rozdéleno do dvou ¢asti:

1. pozorovatel (estimator), ktery vyuziva méfend data k odhadu stavu systému,

2. reguldtor (akuréator), ktery generuje ze stavu, respektive jeho odhadu, ¥izeni pro
systém.

Navic ¢ast optimalntho fizenf oznacené jako pozorovatel je optimalnim feSenim problému
urcovani (estimace) stavu nezavisle na uvazovani fizeni a ¢ast oznalena jako reguldtor je
optimélni FeSeni Fidiciho problému za pfedpokladu tplné stavové informace. Kazda ¢ast
tedy muZe byt navrhovana nezavisle na sobé jako optimalni FeSeni pfislusnych problémi
estimace a regulace.

2.1.2 LQG

Rizeni LQG (z anglického ,Linear-Quadratic-Gaussian®) je primérné navrzeno pro fi-
zen{ linedrnich systémt s kvadratickou ztratovou funkei a Gaussovskym Sumem. Existuji
vSak rtzné modifikace i pro nelinearni systémy. Algoritmus LQG je zaloZzen pravé na
principu separace, kdy pozorovatel a regulator jsou navrhovany zvlast. Optimalnim po-
zorovatelem je zde Kalmaniv filtr a lze jej uzit naptiklad ve tvaru, jak byl uveden v ¢asti
1.3.2. Optimalnim reguldtorem pak ¥Fizeni oznacované jako LQ regulator, které mtze byt
formulovano podle [2] nasledovné:

LQ regulator pro linearni systém
Tpa1 = Agxr + Brug +wg, k=0,1,...,N —1,

s kvadratickou ztratovou funkeci

N-1
E {x%QNxN + (angkxk + u{Rkuk) } ,
k=0
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pii uvazovani neuplné stavové informace je optimélni #izeni v kazdém ¢ase rovno

pr (k) = LpEA{ay | I},
kde matice L je ddna rovnosti
-1
Ly =— (Ry, + Bl Kj11By) ~ Bf Kiy1Ay,
pficemz matice K} ziskdme rekurzivné z Riccatiho rovnice

KN - QN7
-1
K, = Af (Kk+1 — Ky1By, (R + Bl Ky+1By,) BkTKkH) A+ Q.

2.1.3 Zobecnené iterativni LQG rizeni

V ¢lanku [8] je popsan algoritmus zobecnéného iterativniho LQG Fizeni (iLQG) pro ucely
nalezeni lokalniho zpétnovazebniho Fizeni nelinedrnich stochastickych systému s kvadra-
tickou ztratou, ale navic lze pozadovat i omezené vstupy. Obecné zahrnuti pozadavku
na omezené vstupy do ztratové funkce zpusobi poruSeni jeji kvadrati¢nosti, zmifovany
algoritmus vsak fesi problém jinak, konkrétné néslednou korekci rovnic pro vypocet -
zeni. Déale s nelinearitou se algoritmus vypofadava tak, Ze systém v kazdém ¢asovém
kroku linearizuje vzhledem k reprezentativni trajektorii. Linearizovany systém je pak fe-
Jsou provadény upravy dil¢ich vysledkii a opravy chyb z ddvodu prace s linearizova-
nym nelinedrnim systémem pro zajisténi konvergence algoritmu. Samotny algoritmus je
odvozen a detailné popsén v [8], odkud je pFevzat nasledujici zestru¢nény popis:

iLQG lokalni fizeni pro obecné& nelinearni stochasticky systém

Tpr1 = o+ flag,ux) - Ak + F(xg,ug) e, k=0,1,...,N —1, (2.1)

T(k=0) — %o,

se ztratovou funkci

N-1

E{h(mN)—i- l(k,xk,uk)}

k=0
je lokalné optimélni Fizeni, které konstruujeme iterativné. Kazda iterace zalind s po-
sloupnost{ pfimovazebnich fizeni w; a odpovidajici bez§umovou trajektorii T ziskanou
aplikaci ug na systém 2.1 s nulovym Sumem. To je moZno provést napfiklad pomoci Eu-
lerovy integrace. Pak linearizujeme systém a kvadratizujeme ztratu podél trajektorif Ty
a ug. Nésledné ziskany linearni systém s kvadratickou ztrédtou vyjadiime v odchylkach
stavovych a Fidicich veli¢in od bez§umové trajektorie dxr = xp — T a dup = U — Uk-
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Veli¢iny charakterizujici modifikovany problém ziskané v kazdém ¢ase k z (Ty, uy) jsou

Ay = 1+ Ak B =Y Ak
ox ou
. Byad
Ci7k = F[Z] -V Ak, Ci,k = W -V Ak,
o = 1Ak q=2 Ak
ox
02l 0?1
= Ak, P, = - Ak
@ 0zx0x ’ kT oudr ’
ol 9%l
Ty Ak, Ry = Oudu’

kde Fl oznatuje i-ty sloupec matice F' a veliCiny ,q“ se poditaji v Case k = N z funkce
h namisto [.
Déle zavedme oznadeni

T T
g = Tp+B{spa+ Y ChSiiicik,

)

Gy = Py+ Bl Ski14s,
Hy, = Ry+ Bl Sp1By+ Z Cgksk—&-lci,k-

)

Zpétnovazebni Fizeni pak hledame ve tvaru dug(dx) = 1 + Lidx, kde 1 = — glgk a
Ly = —Hk_le. Pfic¢emz parametry Sk a sg jsou poCitany rekurzivné z rovnic
Sy = Q-+ A%Sk_i_lAk + LngLk + L{Gk + G%Lk, (2.2)
Sk = Qi+ Afsk_H + L%Hklk + ngk + Gglk

V diisledku linearizace obecné nelinearniho systému mohou vyjit né€kterda vlastni ¢isla
matice H nulova nebo zadporna. Regent tohoto problému spolu s oSetfenim pozadavku na
omezené vstupy u je detailné popsano v [8]. Pokud vSak nepotiebujeme vyhovét poza-
davku na nekladné vlastni ¢isla matice H a omezené vstupy, lze rovnice 2.2 zjednodusit
a pokud dale Sum nezavisi na fizeni (tedy C; = 0), rovnice 2.2 se redukuje na Riccatiho
rovnici klasického LQ regulatoru.

2.2 Algoritmus iterativniho lokalniho dynamického
programovani

Algoritmus iLDP byl vytvofen pro ucely nalezeni stochastického optimalniho fizeni
v mnohadimenziondlnich stavovych a fidicich prostorech. Tento piipad je casty zejména
pFi fizeni biologickych pohybii. Metoda je popsdna autory v ¢lanku [7] a z tohoto zdroje
je také pievzata.

Zékladni popis algoritmu, tak jak ho autofi podali, je vS8ak pouze Sablonou a mnoho
detail a dil¢ich ¢asti je ponechano na vyfeSeni pti konkrétni realizaci. To se tyka hlavné
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pouzitych aproximaci pro jednotlivé funkce, zejména aproximace Bellmanovy funkce a
aproximace hledaného regulatoru. Dale, protoZe algoritmus vyuziva hleddn{ minima, neni
v zakladnim popisu algoritmu vyiesen konkrétni typ minimalizace. Pouzity minimalizaén{
algoritmus se samoziejmé 1isi podle konkrétniho problému, zejména jedné-li se o mini-
malizaci omezenou nebo neomezenou. Jesté je tieba zminit, ze pro algoritmus je nutno
zvolit parametr ,velikosti® okoli, protoze se jedn4 o lokalni metodu.

2.2.1 Formulace problému

Nagim dkolem je nalézt fizeni u = 7 (¢, x), které minimalizuje ofekavanou ztratu

dx = f(z,u)dt+ F(z,u)dw,
z(0) = w0, (2.3)
t € [0,77,

v diskrétnim tvaru:

Tpr1 —vp = f(z,u) - Ak + F(z,u)ey,

l'(k:(]) = Xy, (2.4)
E e {0,1,...,N},
T
Ak = —
N?

kde hledame Fizeni u = 7(k, z), které minimalizuje oCekavanou ztratu

N-1
J(r)=E (h(:z:) + ) l(w,m(k,2)) - Ak) .

k=0

2.2.2 Osnova algoritmu

Algoritmus pracuje iteracné, kazd4 iterace zacne s Fizenim 7 a vytvori zlepeni 7. Pficemz
prvotni feSeni mg musime algoritmu dodat jako apriorni informaci. Pro zajisténi globéalni
konvergence je mozno nové feseni hledat jako konvexni kombinaci starého a algoritmem
nalezeného Feseni

qnové _ ar’ + (1 _ a)ﬂ-; 0<a<l; J(ﬂ_nové) < J(ﬂ')
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V kazdé iteraci probéhne nejprve piipravna faze, kdy se z fizeni 7(k, x) generuje pru-
mérnd trajektorie Z(k) FeSenim rovnice 2.3 respektive 2.4. Nasledné se po¢ita aproximace
V (k, ) Bellmanovy funkce V (k, ) v ¢ase odzadu, tj. od N k 1. Soucasné pocitame i apro-
ximaci ¥zeni 7'(k,z)... 7 (N — 1,z). Tedy pro kazdy Cas k takovy, ze k = N —1...1
jdeme zpét, pficemz poklddame v koncovém c¢ase N hodnotu aproximace Bellmanovy
funkce V (N, z) = h(x) a provadime nasledujici ¢ty¥i kroky:

1. Generujeme mnoZinu stavi {x(")}

(k).

1y Shromézdénych kolem priumérného stavu

2. Pro kazdé (™ vypoéitame optimalni Fizeni (™ minimalizaci Hamiltonianu
T 1 ¥
H(k,@,u) = @, u) + f(z,0) Valk + 1,2) + Sbr (Z(g;, W)V (k 4 1, x))

s inicializatnim bodem 7(k,z(™). Kde ¥(z,u) = F(z,u)F(x,u)T. Tedy optimélni
fizen{ v Case k pro stav n hledame jako

u™ = argmin H(k, z, u).

3. Pro kazde z(k) aproximujeme v(™ = V (k, (™) pouzitim Hamilton-Jacobi-Bellmanovy
rovnosti

Vik, ™) ~ Ak - H(k, 2™ ™) + V(k + 1,2™).

4. Vypocitame novou aproximaci funkce V (k, x) z mnoziny bodi {x(”),v(”)} a apro-
ximaci ¥izeni 7' (k, (™) definované pro viechna x jako z mnoziny boda {:v(”) ,u(™ }

2.2.3 Detaily implementace

Uvedeny obecny popis algoritmu mitize byt aplikovin mnoha zptsoby v zéavislosti na
konkrétnich volbach v kazdém z kroki algoritmu. Jedné se zejména o nasledujici ptipady:

Volba okoli v bode 1.

Zde se projevuje lokdlnost metody. Mnozina stavi {w(”)} je vybrana z okol{ pri-
mérného stavu Z(k). Toto okoli a zptisob vybéru mnoziny je t¥eba konkrétné speci-
fikovat. Pro ti¢ely implementace algoritmu bylo okoli specifikovano parametrem p?.
MnoZina stavi {x(”)} pak byla generovana ndhodné jako ndhodné veli¢ina s nor-
mélnim rozdélenim se stfedni hodnotou rovnou primérnému stavu z(k) a rozptylem
specifikovanym parametrem p.

Pocet vzorktt M je nutno zvolit pfi implementaci algoritmu. Obecné je nejlepsi
volit maximalni mozné ¢&islo, ov8em s rostoucim poétem vzorkl rostou i pameétové
naroky a vypocetni ¢as algoritmu.

Minimalizace v bode 2.
Pro minimalizaci lze pouzit napiiklad minimaliza¢ni funkce programu Matlab z ba-
liku Optimization Toolboz, konkrétné se jedna o funkce fminunc respektive fmincon
pro neomezenou, respektive omezenou minimalizaci. V piipadé, kdy je mozno spo-
¢itat minimalizaci analyticky, jedna se samoziejmé o nejlepsi zptisob.
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Pouziti aproximaci v bode 4.

Aproximace je tfeba zvolit jesté pfed zahajenim vypoctu algoritmu, avSak pravé
v bodé 4. je tfeba je vypocitat z mnoziny parti hodnot. Konkrétné se jedné o apro-
ximaci Bellmanovy funkce V a aproximaci Fizeni 7. Volime aproximace v jednodus-
§im tvaru z diivodu vypocetni naro¢nosti, protoze jsou pocitany opakované. Dale
je nutno vygenerovat dostateény pocet M vzorkt {a:(”)} v bodé¢ 1., abychom méli
dostatek dat pro urceni koeficient aproximaci. I kdyz ndm volnost ve volbé aproxi-
maci pfinési relativné velkou svobodu pfi navrhu algoritmu ¢LDP, jedna se soucasné
i 0 nejveétsi slabinu, protoze autofi explicitné neuvadéji, jaké aproximace volit. N4&-
sledné, p¥i implementaci algoritmu pro systém s vétsim poctem dimenz{, miize byt
Bellmanova funkce velmi slozitd a pravé jeji vhodnou aproximaci se nemusi podafit
nalézt.

2.2.4 Konkrétni pouzité aproximace

Vypotet hodnot a aproximaci V (V, Vis) je opakovany. Je tedy t¥eba vysoké optimali-
zace, proto je pouzita linedrni aproximace ve tvaru linearni kombinace dvakrat diferen-
covatelnych zakladnich funkci ¢(z) € RF, kde P < N. Jako zakladni funkce mohou byt
voleny napiiklad funkce 1, z;, x;x;, xfa:] Aproximace je volena jako Casové proménné,
kdy V(k,z) = ¢(x — z(k))Tw(k), kde w(k) je parametricky vektor zavisly na Case k.
Oznacme V, = olw a Vs = #L w pryni a druhou derivaci aproximace Bellmanovy
funkce podle proménné x, respektive vektor a matici parcidlnich derivaci podle slozek
vektoru z. Parametry aproximace pro jednotlivé ¢asy w se ur¢{ linedrnf regresi. Pro v =
[v(l) . .U(M)] vektor cilovych hodnot a matici ® = [d)(ac(l) —z(k)) ... oz — z(k))] je
minimalni kvadraticka odchylka || v — ®7w ||? pro volbu parametru w = ('1><I>T)_1 dv.
ProtoZze je prumérna trajektorie Z(k) konstantni v iteraci algoritmu, je z diivodu
urychleni vypocétu aproximace vycentrovana v tomto bodé. Mnozina {x(”)} je Gasové

proménnd, abychom nemuseli v kazdém kroku podcitat (<I><I>T)_1 &, polozime z(™ =
z(k) + e kde {6(")} je stejnd pro vSechny casy k. Mnoiina{fc(")} se pak jakoby po-
hybuje podél trajektorie Z(k). Tedy V (k,z™) = ¢(e™)Tw(k) a ® je konstantni nejen
v Case, ale i v iteracich algoritmu a matici (‘1><I>T)71 ® je morno predpoditat (coz by
neglo pii zavislosti na stavech).

2.2.5 Predbezny odhad vlatnosti algoritmu

V tomto odstavci jsou uvedeny piedbézné odhady vlastnosti algoritmu, jeho vyhody a
nevyhody. Tyto odhady byly u¢inény na zékladé popisu algoritmu, déle podle samotného
hodnoceni autort v ¢lanku [7] a nasledné i v prabéhu implementace metody. Pozdéji
budou konfrontovany s pozorovanimi ziskanych vysledki a zavéry simulaci, aby bylo
ziejmé, kterd ocekdvani byla naplnéna a kterd nikoliv. Tento postup miize byt velmi
uziteCny zejména z diivodu posouzeni, které charakteristické vlastnosti algoritmu L DP
jsou patrny pouze pii letmém prostudovani a naopak, pro které je nutno algoritmus
implementovat a otestovat.
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Vyhody

e duélni metoda (1épe se vypotfada s neznalosti oproti neduélnim metodam, naptiklad

LQG)
e lepsi zvladnuti Sumu
e rychlejsi dosazeni pozadované hodnoty
e moznost aplikace na mnoharozmérové stavové a ridici prostory

e univerzéalnost (vychazi z obecnych principti) a svoboda vybéru konkrétnich aproxi-
maci a minimalizac{

Nevyhody
e vysSi Casova narocnost
e numerické vypocty (minimalizace)

e nepiesnost v disledku aproximace kli¢ovych funkei v algoritmu a problémy s jejich
volbou

e implementacni slozitost
e lokalnost metody a tedy i nalezeného FeSeni

e volba okoli (lokalni metoda)
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3 Systémy pro testovani

3.1 Jednoduchy systém

3.1.1 Popis problému

Tato tloha byla pfevzata z ¢lanku [6]. Sami autofi [6] pak pfejali tento problém z [1].
Jednd se o integrator s nezndmym ziskem, tedy linedrni Casové invariantni systém
s jednim vstupem a jednim vystupem

Yk+1 = Yk +bug + oey,
b ~ N(b,P), (3.1)
er. ~ N(0,1),

cov(eg,by) = 0, Vk,

kde yi je vystup nebo také stav procesu v Case k, uy je Fizeni v ¢ase k. Varianci Sumu
o2 pfedpokladame znamou, stejné jako pocatecni hodnoty systému 3o, by a Py. Ukolem
je nalézt zpétnovazebni fizen{

UZ = u;::(ykvykflv e Yo, Ug—1,Uk—25 - - - ,U()), 0 S k S N -1

minimalizujici o¢ekdvanou ztratu

N—-1
Jo = {ng}7
k=0

g = W1 — TE41)7 (3.2)

pro dany ¢asovy horizont N a referen¢ni signél, tj. poZzadovanou hodnotu vystupu, ve
formé posloupnosti {rk},iv:l. Diskrétni ¢asovy krok Ak pokladame roven jedné casové
jednotce, tedy Ak = 1.

3.1.2 Upravy rovnic

P¥i feSeni tohoto problému je vyhodné podle [1] nahlizet na systém jako tlohu s postau-
jici statistikou Hy, = [yg, bk, Px|. Kde yi reprezentuje ptivodni stav yi, dale by je stfedni
hodnota neznamého parametru b a P, jeho variance.
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Pak prvni rovnici v 3.1 doplnime rovnicemi, ze kterych mohou byt rekurzivné napoci-
tany parametry by a Py

bor1 = b+ Ki(yes1 — vk — beuk),
Pei1 = (1 — Kyug) Py, (3.3)
u Py,
Ky = 55—
upPy +o
Ztrata v Case k je
Jp = Hq}iﬂEek,b {9k + Ji1 | Yk Yk—15 - - -y Uk—1, Ug—2, ...},

kde se stfedni hodnota pocita pies ex a b. Systém 3.1 je linedrni, gaussovsky a mame
k dispozici sdruzenou hustotu rozdéleni pravdépodobnosti f(by) = N(Bk,Pk), jejiz pa-
rametry se vyvijeji rekurzivné podle 3.3. Je tedy mozno upravit ztratovou funkci Jg,
dosadime-li za g = (Ypy1 — Tks1)? 2 3.2 a naslednd z 3.1 za ypy1 = yp + bug + oeg:

Jp = r%inEek,b {(yk + bug + oer — re1)” + Jost | Yro Ybots - W1, U2, - - -}

= H&inEek {(yk + bug + oer — 1)+ Prtl | Yhs Y1, - - o Ub—1, Up—2, - - } +

"‘H&inEek,b { et | Yrs =1, -+ Up—1, Up—2, - - -}
A ztrata v Case k je pak vyjadfena ve tvaru

9k = (Y — T41)% + Prug.

Néasledné lze zadani ulohy formulovat jako:

i 2 7 [; + M( _ o 6 )
Rovnice systému : br+1 = kTt 2 pto? Ykt — Yk T OklUk + 0
Py (1— 7@1}5&02 uy,) Py 0
Ztréata v case k: g = (Y —7r41)? + Peui (3.4)

3.1.3 Aplikace metody CE

Princip metody oznacené jako CE (z anglického ,Certainty Equivalence®) je velmi jedno-
duchy. Nezndmé parametry v systému nahradime jejich oc¢ekdvanymi hodnotami a dale
v8echny vypoéty provadime, jako kdyby byly parametry znamé. Takto ziskané fizeni
samoziejmé neni dudlni a pokud se skute¢ni hodnota nezndmého parametru vyraznéji
odchyluje od ocekdvané hodnoty, se kterou poc¢itame, dopoustime se znacné chyby. Zmi-
novana metoda je pouzita jako prvni pfibliZzen{ a hlavné pro srovnani s dal§imi algoritmy.
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Trivialni CE regulator

Pti navrhu prvniho, nejjednodusstho regulatoru uvazujeme pouze rovnici 3.1 a nahradime
v ni parametr b jeho ocekdvanou hodnotou b, coz vede na

Yk+1 = Yk + i)uk + oeg.

Se ztratovou funkci nebudeme explicitné pocitat. Misto toho predpokladame, Ze ztrata
bude minimalni, dosdhneme-li pozadované hodnoty ry41 v jednom kroku. Polozime tedy
Yk+1 = Tk+1, Sum neuvazujeme (respektive jej nahradime jeho stfedni hodnotou, coz je
nula) a z rovnice vyjadiime Fizeni uy v ¢ase k jako

Tkl — Yk
b

Uk

Zde je samozifejmé nutné predpokladat, Ze o¢ekdvand hodnota b neni rovna nule. Tento
predpoklad mize byt omezujici, protoze z pohledu ptivodni rovnice s nezndmym parame-
trem b nastane problém pouze, kdyz samotny parametr b nabyva hodnoty nula. To pak
ziejmé Fizeni nemé na systém zadny vliv. Chceme-li tento pFistup pouzit pro libovolné
b (tedy i pro b= 0), je mozno napiiklad volit jmenovatel zlomku ve vyrazu pro Fizeni
misto l;jako b+es vhodnym parametrem e, nasledné pak

Tk+1 — Yk

=T e £0.
b+e

3.1.4 Algoritmus LQG

Algoritmus LQG (,Linear-Quadratic-Gaussian“) je vhodny k nalezeni ¥izeni pro linearni
systémy s kvadratickou ztratovou funkci a gaussovskym Sumem. To je sice piipad zde
uvazovaného jednoduchého systému, ale algoritmus LQG neni v zékladni implementaci
2.1.2 dudlni. Nedokaze si tedy poradit s nezndmym parametrem b a je nutné pouzit néjaké
aproximace. Opét tedy vyuzijeme principu CE a nahradime parametr b jeho o¢ekavanou
hodnotou b. LQG algoritmus vyuziva Kalmanova filtru a dokaze tedy lépe zvladat Sumy
a nepiesnosti méfeni.

LQG regulator

Jak jiz bylo zminéno v pfedchozim textu, Fizeni LQG je zaloZeno na principu separace,
tedy estimator a regulator jsou navrhovany zvlast. Mame-li k dispozici matice, popisujici
systém, staci pro nalezeni Fizeni pouze dosadit do rovnic v ¢astech 1.3.2 a 2.1.2. Tento
postup miizeme aplikovat na matice z{skané z rovnice 3.1, pak ziskdme jednoduché fizeni,
které ale pfedpoklada parametr b znamy a jedné se tedy o princip CE. Matice systému
budou v tomto pripadé

A =1, B=
C =1, N=

b,
g.
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A upravou ztratové funkce

N-1 N-1
E{ng} = E{Z(ykﬂ—rkH)Q}
k=0 k=0
N-1 N-1
= E{Z@[J%_H} :E{Z (¢kT+1Qk¢k+1)}a
k=0 k=0

kde 1y, reprezentuje rozdil y; — 71, ziskdme matice Q) a R ve tvaru
Q=1 R=0.

Nebo se muzeme pokusit o aplikaci na systém 3.4, ktery vznikl tpravou systému 3.1
a odhaduje o¢ekdvanou hodnotu a varianci neznamého parametru b, ale neni linedrni. Je
tedy tieba systém 3.4 linearizovat, nejlépe v kazdém ¢asovém kroku k. Potifebujeme tedy
néjakou reprezentativni trajektorii a systém nésledné linearizujeme rozvojem do prvniho
fadu do Taylorovy fady se stfedem v této trajektorii a tento postup opakujeme pro kazdy
¢as k. Nasledné ziskdme matice linearizovaného systému

1 U 0
yk+1 upPy _ u2 Py uwQ(ka—yk—bUk)
A = 90 bri1 = u? Py+02 u? Py+02 (Uzpk+o'2)2 ’
8(yk7bkvpk) 2P 2P 2 2
Py 0 0 1 — % e (uf Prt ;’ )
(12 Piro?)
b
5 yk+1 (Pka'Q,uiPI?)(yk+1;yk+2buk)
Be =g | e | = (v Prto?)
Prt1 __2upPpo”
(uPito?)’

Matice pro vypocet Kalmanova filtru jsou v ¢ase konstantni a rovny
Ce=(100), Ny=o.

Pro ztratovou funkci upravime ztratu systému 3.4 nasledovné

N-1 N-1
E{ng} = E{Z((yk—rk+1)2+Pkui)}
k=0

k=
Nfol N-1

- E { > (i + Pkuz)} ) { > (WF Qrtdr + uf Ryuy,) }
k=0 k=0

kde vy, reprezentuje rozdil yx — rgr1. Pak matice pro kvadratickou ztratovou funkci @ a
R jsou

Qn = 0,
1 0 0

Qr = 0 0 0 ,
0 0 O

R, = P
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Tato verze LQG Fizeni je aplikovana na upravené rovnice systému s postacujici statis-
tikou a je tedy na misté otazka, zda se jiz jedné o duélni pristup. Na tomto misté je vSak
tézké pouze na zakladé tvaru rovnic odpovédét, a proto bude tento problém diskutovan
a7z na zakladé vysledkd simulaci v kapitole 4.

3.1.5 iLQG

Metoda ¢LQG je v podstaté rozsifenim zakladniho algoritmu pro nalezeni LQ) TFizeni a
v trividlnim pripadeé se na tento algoritmus i redukuje. Proto vét§inu z veli¢in charakteri-
zujicich systém, potiebnych pro vypocet iLQG Fizeni, mizeme pievzit z pfedchozi ¢asti
o aplikaci LG regulatoru. Postup jejich vypoctu je totiz prakticky totozny.

iLQG rizeni

Veli¢iny budou uvedeny pouze pro piipad jednoduchého systému s postacujici statistikou,
odhadujici parametr b. Obecny tvar parametri vychazi z systému definovaného v 2.1.
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Obdobné otazka jako v predchozim piipadé Fizeni LQG, zda se jednéa o dudlni metodu,
bude opét diskutovana na zakladé vysledkt simulaci v kapitole 4.

3.1.6 iLDP

Algoritmus implementujeme podle zékladni osnovy uvedené v 2.2.2, pfic¢emz detaily im-
plementace jsou voleny néasledovné:

Volba okoli
Mnozina stavi {x(")} je volena jako ndhodnd veli¢ina s normdalnim rozdélenim
se stfedni hodnotou rovnou primérnému stavu Z(k) a rozptylem specifikovanym

parametrem p?. Tedy :1:2") =x(k) + sgl), kde 65;1) ~ N(0, p?) . Samotny parametr
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p? pak volime v fadu §umu, popfipadé o ¥ad vétsi, aby okoli postihlo mozné zmény
trajektorie v disledku Sumu, ale soucasné nezasahovalo prili§ daleko.

Pocet vzorkid M je zde konkrétné volen 100, coz se ukazuje jako dostateéné mnozstvi
dat pro vypocet koeficientti aproximaci.

Minimalizace
Zde pouzitd minimalizace je neomezend, je tedy uzito minimaliza¢ni funkce pro-
gramu Matlab (Optimization Toolbox) fminunc.

Aproximace rizeni
Aproximace zpé&tnovazebniho Fizeni v tomto p¥ipadé vychézi z trividiniho CE requ-
latoru navrzeného v 3.1.3, ktery rozsifuje

CE regulétor : up = w, b+e #0,
b+¢
Te+1 — Kiyg

Aproximace fizeni: w(k,x) = - .
Koby, + KsP, + Ky

Koeficienty aproximace Kj_ 4 vypoclitdme v kazdém ¢Case k z mnoziny hodnot
{x(”),u(”)} linearn{ regresi, tedy metodou nejmensich ¢tveri. Provedeme nésle-
dujici apravy

<K2Bk: + K3P + K4> m(k,x) = 71— Ky,
K,
. Ko
(ye bprm(k,z) Per(k,x) w(k,x) ) Ks = Tkl
K,

Rovnici oznac¢ime jako

VK = R.

Niasledné dosadime do ¥ vypocitané zy za ( Yk I;k P )Ta odpovidajici vypodi-
tand u za 7(k,n), kdy dosazujeme celé vektory v n. Tedy vysledné ¥ je matici roz-
méru n X 4. Aby mohla byt rovnice splnéna, polozime R = 741 ( 11 ... 1 )T,
tedy sloupcovy vektor ze samych ;1. A koeficienty K vypocitdme metodou nejmen-
§ich ¢tverci jako
K= (vT0) "' UR

Aproximace Bellmanovy funkce
Aproximace Bellmanovy funkce je volena po vzoru 2.2.4 jako linedrni kombinace
deviti zédkladnich funkci

17 Yk, lA)k? hlPk, yl%? ykl;kv yklnpkv Bz7 EklnPk

Koeficienty aproximace se urcuji linedrni regresi podle vzorce uvedeného v 2.2.4.
Proménna Py vystupuje v souboru zakladnich funkeci v logaritmu z vypocetnich
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divodua. Nejdfive bylo uzito zédkladnich funkci pro P bez logaritmi, ale vypocet
koeficientt aproximace selhéval, protoze matice ®®7 vystupujici ve vzorci pro li-
nearni regresi byla blizko singularni{ matici. To zptisobilo problémy pfi jeji nasledné
inverzi, proto bylo P, nahrazeno v bazovych funkcich In Py.

3.2 Synchronni motor s permanentnimi magnety

3.2.1 Popis systému

Nésledujici model popisuje synchronni elektromotor s rotorem tvofenym permanentnimi
magnety. Systém je popsan standardnimi rovnicemi synchronniho stroje s permanentnimi
magnety ve staciondrnim tvaru

dia Rs.  Upy . -
. fsla+ L. ws1nz9+fs’

di s U

= - —Zig— f:”wcos19+%i, (3.5)
d kpp2 W B

d—L: — M(iﬂCOSﬂ_iaSinﬁ)_jw—%TL,

@ _

Zde i, g reprezentuji proudy a uq, g napéti na statoru. Poloha (thel otoceni) rotoru je
oznaen ¥ a w je pak rychlost otaceni. Déle Ry je rezistance a L, induktance statoru.
Upy ma vyznam magnetického toku permanentnich magnetd rotoru, B tfeni a T, je
zatézovaci moment. Konstanta p, oznacuje pocet parta pola a k, Parkovu konstantu.

Cilem je navrh ¥izeni bez senzorii, kdy ¢idla pro méfeni polohy a otafek nejsou (z riiz-
nych divod) pritomna. Tedy jediné méritelné veli¢iny jsou:

y(t) = (ia(t),ip(t)) , ualt), up(t)-

Které samoziejmé& miizeme méfit jen s uréitou presnosti. Dale pfedpokladame, ze vstupy
U a ug jsou omezené a tato omezeni jsou znama. Nyni chceme dosdhnout pozadovanych
otatek rotoru w(t) (skute¢nou hodnotu w(t) nezname, pouze ji odhadujeme ze znamych
hodnot y(t)).
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3.2.2 Uprava rovnic
Diskretizace

Proveden{ diskretizace modelu 3.5 pomoci Eulerovy metody vede na nésledujici diskrétn{
popis:

s v A
ioc,k;—&-l = <1 — IzAk) Z.a,k + Ile Akwy sindy, + fkua,ka
R ) v
iBk+1 = <1 — LAk> 18k — II/DM Akwy, cos Yy, + 7 UB ks
B kpp2 W
Wk+1 = <1 — JAkJ) wg + MA]{ (iﬂ,k COS 1919 - ia,k sin ﬁk) — %TLA]C,
Y1 = T +wipAk.

Kde Ak oznacuje diskrétni ¢asovy okamzik. Pfedpokladame, ze parametry modelu zndme,

muzeme tedy provést nasledujici substituci za tcéelem zjednoduSeni: a = 1 — %Ak,
kpp2 W p, : .. '

b= %Ak, c= %—f, d=1- %Ak, e= MAI& Pro jednoduchost uvazujme model

bez zatiZeni, tedy zatézovaci moment 717, je nulovy a zjednoduseny model je:

lak+1 = Qlgj + bwysindy + cuqg g,
iﬁ,k-{—l = aiﬁ’k — bwy cos Vg, + CURB k, (36)
Wit1 = dwp +e(igpcosy —iqpsindy),

Va1 = Vg + wipAk.

Tyto rovnice mizeme chépat jako popis systému se stavem zy = (i k, i8,k; Wk, V), kde
predchozi soustavu rovnic zapiSeme jako xpi1 = g(xg, ug).

Odhad stavu

O skute¢ném stavu systému x; méame informaci pouze v podobé méfeni yi, = (iqk,95,k)-
Vlastni vyvoj stavovych promeénnych miize byt ovlivnén Sumem, pro jednoduchost pfed-
pokladame Gaussovsky Sum s nulovou stfedni hodnotou a kovarian¢n{ matici My. Pozo-
rovani stavu, tedy vystup yg, je zatizen chybou méfeni, ktera je zptsobena zaokrouhlenim
skute¢né hodnoty na rozliSovaci hodnotu stupnice pfistroje. Z divodu zjednoduseni ale
predpokladame, ze chyba méfen{ bude mit ve vysledku norméalni rozdéleni s nulovou
stfedni hodnotou a kovarian¢éni matici Ni. K stejnému zavéru bychom mohli dojit i po-
uzitim centrdlng limitni véty z teorie pravdépodobnosti. Tedy na vnitini stav systému i
na vystup muZeme pohliZzet jako na nidhodné veli¢iny s normalnim rozdélenim

Tp+1 o N(Q(Ik),Mk),

(i) )
lﬂ,k

Nyni vyuzijeme toho, ze Kalmantv filtr je optimalnim pozorovatelem lineadrniho sys-
tému s Gaussovskym Sumem. Zde uvazovany systém 3.6 neni linedrni, ale mizeme vyuzit
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nelinearni verze Kalmanova filtru, oznacované jako roz§ifeny Kalmaniv filir (Extended
Kalman filter), ktery systém linearizuje v kaZdém casovém kroku. Rovnice pro vypocet
odhadu stavu pak budou nésledujict
Tt = 9(&k) — K (Yky1 — h(@k))
K = BCL(CRCL+N) ', (3.7)
-1
P = Ag (Pk. — PkaT (CkPkCg + Nk) CkPk> Az + My,

kde funkce h je h(x) = (ian,igk)’ a matice Ay, a Cy ziskame linearizaci systému
v kazdém kroku, tedy
a 0 bsin ¥y, bwy, cos Iy,
_ _ 0 a —bcos ¥y, bwy, sin Yy,
Ak = Eg(wk’uk) a —esin?,  ecosVy d —e (g cosUy +igpsindy) |’
0 0 Ak 1
d 1 0 00
C = Goghlaw) = <0 10 o)‘

Ztratova funkce

Cilem je dosahnout pozadovanych otacek rotoru w. Pro zjednoduSeni uvazujme aditivni
kvadratickou ztratovou funkeci

N—-1
J= E{Z l(xk,uk)} :
k=0
kdy ztrata v kazdém casovém kroku k je
g, ug) = (wp — @r)? + r(uik + u%k),

kde r je vhodny parametr penalizace za vstupy, ktery je ovSem potifeba doladit. Tento
vyraz muzeme upravit do maticové podoby

Hzg,up) = (wp — W) Q (W —wWk) + (Uak, Us,k) < g 7(“) > < Z;:l]: >
= ¥} QUi + uj Ruy,

kde vy, znadi rozdil vektoru stavu a pofadované hodnoty 9, = xp — T a matice Q a R
pak maji tvar

00 0O
00 0O
Q = 001 0|’
00 0O
r 0
R—<0r>.
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3.2.3 Aplikace iLDP

K implementaci +LDP algoritmu je nutno podotknout, ze jsem zatim nevytvofil funkéni
verzi. Je to zejména z divodu, Ze se nepodafilo nalézt vhodnou aproximaci Bellmanovy
funkce. Pfesto je zde uveden postup aplikace tohoto algoritmu.

Postacujici statistika

Pro aplikaci +LDP metody je vhodné nejdiive zavést postacujici statistiku. Volme tedy
S‘k = (&g, Py), kde & ma vyznam odhadu stavu a Py kovarian¢ni matice, pficem? tyto
parametry se vyvijeji v ¢ase podle rovnic 3.7. Nésledné, kdybychom chtéli zahrnout do
aproximace Bellmanovy funkce viechny ¢leny S, jednalo by se o piili§ velké mnozstvi
dat. Samotny vektor & ma v kazdém case k ¢tyfi slozky a kovarian¢ni matice Py pak
Sestnact slozek. Hledame-li aproximaci Bellmanovy funkce po vzoru 2.2.4, ziskdme dvacet
¢lend prvniho faddu a mnohonasobné vic ¢lend druhého radu. V takovémto piipadé je
implementace algoritmu prakticky nemozna, omezime se tedy na postacujici statistiku
ve tvaru S = (ﬁ:k,PE”S),PkMA)

otacek, které pravé nemizeme méfit.

), odhadu stavu a varianci odhadi slozek rychlosti a

Detaily implementace algoritmu

Zakladni navrh implementace vychéz{ z verze algoritmu pro jednoduchy systém viz 3.1.6,
kterou modifikuje a rozgiruje.

Okoli {x(”)} je voleno opét jako ndhodnd veli¢ina s normalnim rozdé&lenim se stiednf
hodnotou rovnou pramérnému stavu Z(k) a rozptylem specifikovanym parametrem p2.
Pocet vzorki M je ponechan na hodnoté 100, i kdyZ byly testovany i jiné hodnoty.

Protoze se tloha Fizen{ synchronnfho motoru snazi do jisté miry priblizit realité, uva-
zZujeme vstupy jako omezené. Tedy piedpoklddame, Ze zdroj nemiize dodat na vstup
libovolné napéti, ale je tfeba dodrzet jista omezeni. Zde budou omezeni{ vstupt reprezen-

tovana podminkou
2

max?

ui—i—ugﬁu

kde upmqr predpoklddame jako zadanou konstantu. Pro minimalizaci v algoritmu «LDP
je tedy t¥eba uzit omezené minimalizace, zde je pouzita minimalizacni funkce programu
Matlab (Optimization Toolboz) fmincon.

Volba aproximaci

Aproximaci Bellmanovy funkce vytvoiime na zakladé postacujici statistiky Sy = <aﬁk, P,gg’g), P,54’4)> ,
tedy dle 2.2.4 volime line4drni kombinace zakladnich funkci a na zakladé zkuSenosti{ s jed-
noduchym systémem pouZijeme misto varianci jejich logaritmy. Soubor zékladnich funkei

39



je pak

2
Lo a m Y m Pt () e e,

#0010 pB 501y plid), ( )) RPONORPIONO

k

(2
Ly,
#0m PP, P m (MY, (af ) #3029 pBd),

) In P, (:@,(j)) i P, f,g>1n Y,

Ale i takovy soubor zédkladnich funkci muze byt p#ilis velky, proto byla zkousena i moznost
s vynechdnim prvnich dvou ¢lenti 2, tedy proudt i, a ig. Naopak byly pfidany kvadraty
logaritmt varianci. Druhy mozny soubor je tedy
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Aproximace Fizeni byla volena a zkouSena v nékolika riznych tvarech. Jednalo se o pii-
movazebni Fizeni 7(k, z) = Uy, kde hodnotu Fizeni uy, ziskime jako stfedni hodnotu pres
vzorky n vSech fizeni {u(”)} v ¢ase k. Dale, protoZe se jedné o tocivy stroj, byla testovina
zpétnovazebni aproximace Fizeni ve tvaru linearni kombinace funkei sin ), cosd, sin? 9, cos® 9.
Nakonec byla jesté zkouSena aproximace ziskana vyjadienim veli¢iny uy z rovnic systému
a doplnéni o koeficienty po vzoru nalezeni aproximace ¥izeni v 3.1.6.

Problém aplikace iLDP

Z:idny z vyse uvedenych postupi nevedl k nalezeni funkéniho fizeni, pro zadany problém
synchronnfho motoru s permanentnimi magnety. Jako zésadni problém zde shledavam
netrivialn{ ikol nalezen{ vhodnych aproximaci. V pfipadé vicerozmérného nelinedrniho
systému to muze byt velmi naro¢né a nahodilé zkouseni volby riznych aproximaci ziejmé
nemusi vést k cili. Jednou z moznosti je vyjit z jednodussi metody, naptiklad LQG nebo
modifikované iLQG, a aproximace vytvofit po vzoru jejich funkci. Pak bychom v8ak
obdrzeli v podstaté stejné ,pfesnou” metodu jako je ta, ze které jsme vysli, jenom by
byl nas algoritmus iLDP ¢asové narocnéjsi z divodu numerickych vypocétid. Vhodnym
kandidatem na metodu, z niz by bylo mozné vyjit, je algoritmus LQG, pomoci kterého

se podarilo implementovat funkéni Fizeni.

3.2.4 Algoritmus LQG

Zde navrzeny algoritmus LG neni dualni, neurcitosti v systému tedy zvlada hife nez
pfipadnd duélni metoda. Dale algoritmus pifedpokladd linedrni systém a kvadratickou
ztratu. Ztratu jsme z divodu jednoduchosti jako kvadratickou volili jiz na pocatku, je
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ale t¥eba linearizovat systém v kazdém ¢asovém kroku. Dale LQG je zaloZeno na principu
separace, tedy estimator a reguldtor navrhujeme zvlast. Estimatorem zvolime rozsifeny
Kalmantv filtr, jehoZ rovnice jsou uvedeny v ¢asti 3.2.2. Jako reguldtor pouZijeme LQ
regulator, ktery je popsan v 2.1.2.

Pozadovana hodnota

Protoze jednoduchy systém v 3.1 byl linearni, bylo prakticky jedno, na jakou pozadovanou
hodnotu jej fidime. Diky linearité mizeme totiz hodnoty vzdy posunout. Regulator LQ je
navrzen pro linearni systém, pfedpoklada tedy linearitu a hleda fizeni pouze na nulovou
hodnotu. Tedy snazi se minimalizovat odchylku od nuly. Zde uvazovany systém je ale
nelinearni, a kdyz chceme fidit na nenulovou pozadovanou hodnotu, v tomto pfipadé jde
o pozadované otécky w, nelze pouze nalézt L(Q) Fizeni na nulu a néasledné feSeni posunout.
Je proto tieba pozadovanou hodnotu jiz od pocatku zahrnout do naSich uvazovani a
pridat ji do systému jako novou stavovou promeénnou, byt muize byt v celém ¢asovém
vyvoji systému konstantni.

Provedeme tedy substituci. Chceme Fidit na nulu wy — wy, rozdil skute¢nych a pozado-
vanych otacek, tuto veli¢inu tedy oznadime jako ¢ a nésledné 1, = wp — Wg. Z tohoto
vyrazu si miZeme vyjadFit stavovou proménnou otacek jako wg = ¥ + wWi. Nyni v rov-
nicich 3.6 dosadime za wy a pridanim dalsi rovnice pro vyvoj pozadované hodnoty wi
ziskdme rovnice nového systému v péti stavovych proménnych

laktl = Qigk + b (Y +Wg)sindy + cuqg,

igk+1 = aigr —b(Yr + W) cos Vg + cug g,
Yrp1 = d(Yp + W) — U1 + e (igr cos Vg — iqrsindy),
Upr1 = O+ (Yr + k) AK,

Wit1 = Wk

Soucasné se ndm ale ztrata v kazdém casovém kroku k zméni na
2 2 2 T T
Wwg, up) = ¥ +1(ug, + ug ) = ¥ QUr + uj Rug.

LQG rizeni

Nyni miizeme na matice popisujici systém

Ap = Jj% (7g, ug)
a 0 bsin 9y, b (Yr + Wi) cos Uy, bsin 9y,
0 a —bcos Yy, b (¢y, + i) sin Vy, —bcos Iy,
= —esind, ecosy d —e (iqr cos Uy +igsindy)  (d—1) ,
0 0 Ak 1 Ak
0 0 0 0 1
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aplikovat rovnice pro rozsifeny Kalmaniv filtr a LQ regulator. Konkrétni hodnoty poca-
te¢nich hodnot a parametri budou specifikovany v kapitole 4.

Jesté je tfeba zminit, Ze pro nalezeni ¥{zeni synchronniho motoru neni vyuzito LQG
navrhu pfesné tak, jak byl popsan v kapitole 2, ale algoritmus je zde drobné vylepgen po-
moci takzvaného ,ubihajictho horizontu® (v anglické literatufe oznacovano jako ,receding
horizon®). Princip spoc¢iva v tom, Ze Fizeni neni pfedpoc¢teno pro cely ¢asovy horizont,
pro ktery jej navrhujeme, ale vypocéteme jej pouze pro pevné stanoveny pomocny ¢asovy
horizont. Tento pomocny horizont pak v kazdém ¢asovém kroku posouvame po ptvodni
celkové casové ose tak, aby pomocny horizont zac¢inal vzdy v céasovém kroku k celkové
¢asové osy, pro ktery chceme navrhnout Fizeni.
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4 Vysledky

4.1 Metodika zpracovani a ziskavani vysledkd

Pro testované systémy viz kapitola 3, byly jednotlivé algoritmy implementovany jako
funkce programu Matlab. Vstupnimi hodnotami byla nastaveni jednotlivych poc¢atecnich
podminek a parametrii pro vypocet. Jednotlivé algoritmy pak byly volany ze skriptu
programu Matlab se stejnym nastavenim hodnot. Navratovymi hodnotami jednotlivych
funkci reprezentujicich algoritmy pak byla dosazena hodnota ztraty a posloupnost repre-
zentujici diskrétni trajektorii systému ve stavovém prostoru. Hodnota ztraty J,;4 byla pro
ucely porovnani algoritmia formulovana stejné, jako soudet kvadrati odchylek vystupu
od pozadované hodnoty, tedy

0

Jalg = (Yks1 — Ths1)” -
0

i

P#i porovnavani jednotlivych algoritmi nebyly samoziejmé uvazovany vysledky jednoho
béhu vypoctu, ale provedlo se béhii vice a nasledné byla pro vysledky vypoctena jejich
stfedni hodnota.

4.1.1 Funkce pro jednoduchy systém

Vgechny konkrétni funkce programu Matlab reprezentujici jednotlivé algoritmy maji stej-
nou strukturu. Na podatku dostanou jako své vstupni hodnoty parametry:

0 pocatecni hodnota promeénné y, tedy hodnota ¥y v case k = 1;
Yr pozadovana hodnota y, referen¢ni signal;

b stfedni hodnota neznamého parametru b;

P variance neznamého parametru b;

o2 variance sumu;

K ¢asovy horizont, pro ktery navrhujeme fizeni;

N pocet vzorkovych trajektorif pro simulaci.

Nésledné probéhne vypocet Fizeni na zdkladé konkrétniho algoritmu, zpravidla podle rov-
nic a vzorct popsanych v ¢asti 3.1. Déle je provedena simulace b€hu systému s pouzitim
fizen{ ziskaného v pfedchozim kroku. V pribé&hu této simulace je vypocitana hodnota
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dosazené ztraty a posloupnost odpovidajici trajektorie systému. Tyto veli¢iny charak-
terizujici pouiziti daného algoritmu na jednoduchy systém jsou na zavér vraceny jako
néavratové hodnoty funkce.

4.1.2 Testovaci schémata jednoduchého systému

Pro porovnani jednotlivych algoritmi stac¢i zadat do skriptu konkrétni hodnoty parame-
tri, které budou pro jednotlivad schémata uvedena dale.

Jednotlivé algoritmy z ¢asti 3.1 budou v nésledujicim textu oznaceny po Fadé zkrat-
kami:

CE trivialni CE regulator;
sL@Q) jednoduché verze LQ regulatoru;
L@ druhé verze LQG ftizeni s odhadem parametru b;

iLQG tizeni iILQG;

1WLDP algoritmus iterativniho lokadlntho dynamického programovani.

4.2 Vysledky algoritmii pro jednoduchy systém

4.2.1 Razna pocatecni nastaveni

Volba pocatecnich nastaveni, tedy parametra skriptu pro volani funkci, byla v jednotli-
vych testovacich schématech nésledujici:
Pocatetni hodnota a referencni signal byly voleny jako

yo = 0,
Yr =

7 divodu linearity tlohy je mo7zné je libovolné posunout a pieskilovat, neni tedy uvazo-
vano testovani pro jiné hodnoty. Variance sumu o je volena pomoci odchylky

oc=0,1.

Pro metodu iLDP je pak parametr okolf polozen p = 0, 5. éasovy horizont pro vypocty je
K = 5, coz se jevi dostateénym pro dosazeni pozadované hodnoty. Déale je v testovacich
schématech pouzit pocet vzorkovych trajektorii N = 100.

Stfedem nasSeho zadjmu je volba stfedni hodnoty a variance neznadmého parametru b.
Zejména volbou variance P urcujeme miru neznalosti parametru a tedy i nutnost uziti
duélni metody. Bude-li P velmi malé, skuteénd hodnota b se ptiblizi stfedni hodnoté b
a dobré Fizeni nam poskytnou i nedudlni metody zalozené na predpokladu, ze b = b.
S rostouci varianci P se v8ak zaCnou vyskytovat realizace, kdy se skuteéna hodnota b
vyrazné odlisuje od stfedni hodnoty 13, a pravé tam nedualni metody dosdhnou prilig
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velké ztraty, nebo aplné selzou v tkolu fizeni. Z tohoto divodu byly testovany vSechny
kombinace pro volby parametri

b = 0; 1; 10;
P = 0,01; 0,1; 1; 10.

4.2.2 Vysledky porovnani algoritmi

Nyni porovname vysledky jednotlivych algoritmii, a to hlavné podle dosazené hodnoty
primérné ztraty. Primérna ztrata pro kazdy algoritmus je pocitama jako aritmeticky
primér N ztrat .J,, dosaZenych pro kazdou z IV vzorkovych simulac¢nich trajektorii. Tento
postup, zaloZzeny na pramérné ztrété, je volen predevsim z divodu omezeni vlivu Sumu,
ktery se pro kazdou konkrétni realizaci miZe nagenerovat jinak, vice ¢i méné ,pFiznivé“
pro dany algoritmus. Pro srovnan{ je minimaln{ ztrata, které algoritmus mtize dosahnout,
rovna 1. Je to zpisobeno tim, Ze pocateéni nastaveni v prvnim ¢asovém kroku je voleno
jako pocatec¢n{ podminka y; = 0, pficemz ale pozadovand hodnota y, = 1. Ideédlni Fizen{
muze dosdhnout pozadované hodnoty nejdfive v ¢ase 2, a tedy vzdy bude ztréta nejméneé
1. Déle je tfeba uvaZovat chybu v disledku Sumu, ktery se generuje nahodné. Rizenf se
s nim ale vypordadava az néasledné, tedy nelze chybé v dusledku Sumu pfedchézet a je
ji nutno zahrnout do uvazovini o minimalni mozné ztraté. Naopak, pro srovnéni, kdyz
uvazujeme nulové fizeni na celém casovém horizontu, hodnota yi se drzi piiblizné, az
na odchylky v disledku $umu, na nulové hodnoté. Tento stav muZzeme ziejmé oznadit
za nesplnéni naseho cile ¥izenf, protoze veli¢ina y; zistava konstantné na nule, i kdyz
se chceme dostat na y, = 1. Pfitom ztrata dosazend v tomto negativnim p¥ipadé je na
zvoleném c¢asovém horizontu rovna J = 5.

P1i porovnévani vysledkt pro v8echny volby parametri baP je postupovano s rostouct
varianci, od nejniz§tho P az k P nejvySSimu, tedy ve sméru ristu potieby dudlntho
pristupu.

Volba variance P = 0,01

P# porovnani priumérnych ztrat pro b=10ab=1v grafu Obrazek 4.1, kde je volena
mald variance P = 0,01, je vidét, Ze i nedudlni metody poskytuji dobré fizeni. Rozdily
ztrat jsou témér zanedbatelné, a ktera metoda dosdhla nepatrné vyssi nebo nizs{ ztraty
je ovlivnéno prakticky jen konkrétnf{ realizaci sumu.

Velky problém vSak nastava pii volbé b= 0, tedy stFedni hodnota nezndmého para-
metru b je nulovd a jeho variance je velmi mala. Z tohoto diivodu je naprosta vétsina
skute¢nych realizaci parametru b velmi blizko nule, a pravé to zpisobuje nékterym al-
goritmim znafné problémy. Jedné se zejména o algoritmus sL(), jehoZ feSeni a nésledné
i ztrata jsou nedefinovany (,NaN“ v grafu je z anglického Not-a-Number; tuto hodnotu
produkuje program Matlab p¥i nedefinované operaci, nejcastéji typu 0 - 0o). Dale znacné
velké ztraty dosahuje algoritmus CFE. Jak bylo zminéno v ¢asti 3.1.3, tato metoda ma
problematické chovani, kdyz se skute¢na hodnota b blizi k 0. Céastetns tento problém fest
pfidani pomocného parametru €, avsak ztrata stale dosahuje velmi vysokych hodnot a
algoritmus se v tomto piipadé€ jevi nepouzitelnym.
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Obrazek 4.1: Dosazené ztraty algoritmii pro jednotlivé volby variance P (na osach y
je hodnota dosazené ztraty, na osach x pfedstavuji ¢isla 1 — 5 jednotlivé
algoritmy, barevné jsou odliseny hodnoty dle volby stfedni hodnoty b —

v legendé oznac¢ena jen b)

mb=1

46

1.34e+22

P=10

PP
2.27e+06 5.79e+05
7.83e+29

Zo Z

1 2 3 4
1-CE;2-sLQ;3-LQ;4-iLQG; 5-iLDP

mb=0




Vy$si hodnoty primérné ztraty dosahuje i algoritmus ¢LDP, ktery v implementaci pou-
Zité v této praci vykazuje obecné §patné chovani v blizkosti nulové hodnoty pro neznamy
parametr b. Tento problém bude jesté podrobnéji rozebran v diskuzi k této metodé.

Volba variance P = 0,1

Dosazené primérné ztraty na grafu Obrazek 4.1 pro vyssi hodnotu variance P = 0, 1 jsou
pro stfedni hodnoty b=10ab=1 opét priblizné stejné u viech algoritmi. Je zde ale
jiz patrny vliv vétsi variance, kdy nejjednodussi algoritmy CFE a sL) dosahuji pramérné
ztraty nepatrné vyssi.

V ptipadé stfedni hodnoty nezndmého parametru rovné b = 0 selhava Fizenf sLQ) stejné
jako pro varianci P = 0,01. Podobné ztrata dosazena metodou CF je jeSté o nékolik fadu
vy$Si nez v predchozim pripadé. Nejznatelnéjsi zhorgeni je viak na strané algoritmu +LDP,
ktery pro b = 0 vibec nenalezne feeni. Dokonce ani v jednom z testovacich spustént
skriptu pro uvazované hodnoty nedobéhl algoritmus iLDP do konce a vzdy zhavaroval
v prib&hu vypocdtu, zpravidla kvili po¢itani s hodnotami NaN.

Volba variance P =1

Graf Obrazek 4.1 zobrazuje hodnoty dosazenych primérnych ztrat pro hodnotu variance
P = 1. Pti volbé stfedni hodnoty b =10 jsou priumérné ztraty velmi nizké a pomérné
vyrovnaneé.

Stredn{ hodnota b = 1 jiz muze byt pro nékteré algoritmy problematicka, protoze
soucasné je variance volena jako P = 1, a tedy znafné narustd pravdépodobnost kon-
krétni realizace parametru b, jehoz skuteénd hodnota bude velmi blizko nuly. Pravé to se
nejvyraznéji projevuje u algoritma CE, sLQ) a iLDP.

Volba b =0 pak dava prakticky stejné vysledky jako pfedchozi p¥ipad pro P =0, 1, kdy
metoda C'E dosahuje nepfijatelné velké ztraty a algortimy sL @) a ¢LDP vibec nenaleznou
FeSeni.

Volba variance P = 10

Pro relativné velkou hodnotu variance P = 10 jsou priimérné dosazené ztraty jednotli-
vych algoritmil zachyceny na grafu Obrazek 4.1. Pfi stfedni hodnoté b=10 je dosazeno
nizkych a vyrovnanych hodnot ztraty.

Volba b = 1 je opét problematickd pro metody CFE a sL(@ a algoritmus ¢LDP v tomto
piipadé viibec nenalezne feSeni. Jako jediné pouzitelné se v tomto pFipadé jevi algoritmy
LQ aiLQG.

Problematicki volba stfedni hodnoty b=0 pak dava vysledky analogické pfedchozim
dvéma volbam variance P =1 a P =0, 1, tedy algoritmy sL@ a iLDP nenalézaji feseni
a CF dosahuje extrémni pramérné ztraty.
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4.2.3 Chovani jednotlivych algoritmi

Oproti porovnani ztrat algoritmi mezi sebou, v této Casti porovndme primérné ztraty
kazdého konkrétniho algorimu pro rtzné volby parametrt b a P. Timto postupem zis-
kame lepsi predstavu, pro jaké volby parametrd je algoritmus vhodnéjsi, méné vhodny,
popiipadé nepouzitelny.

CE

Nasledujici tabulka obsahuje hodnoty pramérnych ztrat dosazenych pomoci metody CFE
pro rizné volby parametri b (Fadek) a P (sloupec).

| P\b[ 10 | 1 | 0

0,01 || 1.0432 1.0909 | 4.4083e 17
0,1 || 1.0851 1.2129 1.3361e+22
1 1.0609 | 103.4646 | 6.2953¢+25
10 || 1.2402 | 2.2735e+06 | 7.8254¢+29

Z tabulky je patrno, Ze Fizeni CE dosahuje nizké ztraty pfi dostate¢né znalosti nezna-
mého parametru b, tedy pii nizké varianci P, ovSem za predpokladu, Ze se se stiednf
hodnotou parametru b nachdzime dostate¢né daleko od nuly. Pravé nulova hodnota je
pro metodu CFE kriticka, coz se snazime do jisté miry kompenzovat pfidanim malého
parametru €. Jak je ale vidét v poslednim sloupci tabulky, pro volbu b=0se jevi CE
jako nepouzitelné. Dale se jedn& o nedudlni metodu; pii velké varianci, a tedy neznalosti
o skute¢né hodnoté parametru b, dosahujeme velké ztraty.

sLQ

(PO 10 | 1 [0 |
0,01 [[1.0485 | 1.0325 | NaN
0,1 || 1.0635 | 12078 | NaN
1| 1.0729 | 18.6880 | NaN
10 || 1.1987 | 5.7873¢105 | NaN

Pro algortimus sL(@) je z tabulky primérnych ztrat ziejmé, ze algoritmus zcela selhéva
pro stfedn{ hodnotu b=0a v tomto piipadé viibec nenalézé fizeni. Pro stfedni hodnoty
b=1ab= 10, které jsou dostatecné daleko od nuly, jiz metoda naléza ve vétSiné
piipadt pouzitelné fizeni a ztrata je pak vyrovnané, zejména pti konkrétni volbé b = 10.
V disledku nedudlnosti algoritmu se v8ak projevuje narist variance zvySenim primérné
ztraty. Pii volbé b=1 je ztrata jiz pfilis vysokd pro variance P =1 a P = 10 a fizenf{
dosahuje nepfijatelné velké ztréty.
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LQ

(PG 10 | 1 [ 0

0,01 [[ 1.0323 | 1.0461 | 1.0237
0,1 || 1.0447 | 1.0994 | 1.0592
1 || 1.0626 | 1.0252 | 1.0622
10 || 1.0762 | 1.0329 | 1.0472

Algoritmus L@ se jevi jako nejlepsi ze zde testovanych algoritmi. A to ve srovnéani
s ostatnimi, ale i jak je patrno z tabulky primérnych ztrat. Dosazend hodnota prameérné
ztraty je velmi nizka, a to pro vSechny ptipady volby parametri ba P. Uvazujeme samo-
zirejmé verzi LQQ Fizen{ pro upraveny systém, kdy je zahrnut do stavovych proménnych i
odhad skute¢ného parametru b v podobé jeho stfedn{ hodnoty a variance jako postacujici
statistiky. Protoze algoritmus naléz4 dobré fizeni i pfi vyssf neznalosti a urcéuje skuteénou
hodnotu parametru b, jedna se o duélni piistup. To miZeme pozorovat pii volbé b= 0,
kdy nedudlni p¥istupy selhavaji kvili pfedpokladu b = b = 0, ale dualnf metoda dokaze
odhadnout skuteénou nenulovou hodnotu b a nalézt fizeni. L je vSak na rozdil od slo-
7itéjsich algoritmi feSen pouze linearizaci v kazdém casovém kroku, ale bez aproximac{
a numerickych vypodta.

iLQG

(PAB]L 10 | 1 [ 0

0,01 [[ 1.0374 | 1.0418 | 1.9138
0,1 || 1.0372 | 1.0663 | 2.1010
1 || 1.0445 | 1.5009 | 2.2043
10 || 1.0691 | 1.9873 | 2.2035

Ztraty dosazené aplikaci 1LGQG na jednoduchy systém, jak je vidét v tabulce, jsou
celkové relativné nizké. Problematic¢téjsi chovani vykazuje metoda pfi volbé stfedni hod-
noty b= 0, kdy se ztrata pro vSechny volby variance P pohybuje okolo 2. T kdyz hodnota
ztraty v tomto pripadé neni idealni, nemusi to v8ak pfimo znamenat nedosaZeni poZa-
dované hodnoty. Chovani vystupni trajektorie je patrné z uvedenych grafii v ¢asti 4.2.4.
Pro b = 1 zatne ztrata znatelné rist az pri volbé variance P = 1 a vice, tedy kdyZ se
zacnou vyskytovat realizace skutetného parametru b blizko problematické nuly. St¥edni
hodnota b = 10 pak neni problematicka pro Zadnou hodnotu P. Obdobné jako pro piipad
algoritmu L@ muzeme na zakladé vysledki oznacit 1LQG za dualni algoritmus.

iLDP
| P\b[ 10 | 1 [ 0 |
0,01 || 1.0571 1.0820 6.4312
0,1 || 1.0423 1.1202 NaN
1 1.0432 | 1.5862e1+016 | NaN
10 |[ 1.1097 NaN NaN
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Obréazek 4.2: Porovnani pribéhu hodnoty y pro jednotlivé algoritmy

Algoritmus iLDP se vyznacuje problematickym chovanim, jak uz bylo uvedeno v po-
rovnéni s ostatnimi metodami, pro skute¢nou hodnotu neznamého parametru b blizko
nuly. V tabulce prumérnych ztrat miZzeme vypozorovat, ze ztrata je pfili§ vysokd praveé
v piipadé, kdy je stfedn{ hodnota b = 0, a déle je-li b = 1 a soucasné je variance
P =1 nebo P = 10, tedy je vyS§{ pravdépodobnost vyskytu realizaci skuteéné hodnoty
b blizkych nule. V ostatnich pfipadech dosahuje fizen{ z{skané pomoci algoritmu iLDP
relativné nizké prumérné ztraty.

4.2.4 Prabeh skutecné hodnoty

Pro ilustraci vyvoje hodnoty veli¢iny y, kterou chceme ¥idit z yg na pozadovanou hodnotu
Yr, jsou v této ¢asti uvedeny piiklady graft pribéht y pro jednotlivé algoritmy.

e Na grafech Obrazek 4.2 je mozné porovnat prubéhy y jako feSeni jednotlivych
algoritmii. V obou pfipadech je volena stfedni hodnota b = 1 a variance je na
prvnim grafu P = 0,01 a na druhém P = 0,1. Je moZno pozorovat, jak s rostouci
varianci poskytuji nékteré algoritmy horsi vysledek.

e Grafy Obréazek 4.3 (CE) zobrazuji prubéhy hodnot y pii uziti fizeni CE. Je volena
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stfednf hodnota b = 1 a postupné vsechny testované variance P. Kazd4 z barev-
nych ¢ar pak reprezentuje jednu vzorkovou trajektorii, kterych bylo celkem 100.
Sum zpusobuje, ze kazd4a z generovanych trajektorif ma trochu jiny pribéh, a tedy
v8echny nesplyvaji v jednu, ale tvofi jakousi ,trubici“. To je nejvice patrné zejména
pro volbu variance P = 0,01. Primérovanim této ,trubice” je pak ziskdvana pri-
mérné trajektorie pouzitd napriklad v grafu Obrazek 4.2. P¥i vy8gich variancich P
se pak jiz projevuje i vliv chyby v disledku neznalosti skuteéné hodnoty parametru
b, protoze jej pfedpokladame rovny jeho stiedni hodnoté. Pro P = 0,1 lze pozoro-
vat, Ze nékteré trajektorie, jedné se o ty, kdy je skutec¢nd hodnota b blizko stfedni
hodnoté l;, maji pozadovany pribéh. Naopak lze zfetelné odlisit pripady, kdy doslo
k nepfiznivé realizaci b. V téchto pripadech y vibec nedosahuje pozadované hod-
noty y, a naopak kolem ni osciluje. P#i volbé jesté vétsich varianci pak narista
Cetnost trajektorii, které misto ptibliZzeni pozadované hodnoté dokonce diverguji.

Pribéhy y pii volbé b=1s sL@Q) Tizenim jsou zobrazeny na grafech Obrézek
4.3 (sL@). Vyznam jednotlivych barevnych ¢ar je v tomto i nasledujicich bodech
analogicky jako v predchozim bodé. Podobné je moZno pozorovat rist poctu ,ne-
vyhovujicich® trajektorii y s ristem variance P.

Pii L() fizeni, s pribéhy y na grafech Obrazek 4.3 (LQ)), je dosazeno dobrych
vysledka, kdy y jiz od ¢asu 2 sleduje pozadovanou hotnotu y,.. Samoziejmé je zde
nutno prihlédnout k chybé v diasledku Sumu, tedy jednotlivé vzorkové trajektorie
opét tvoif trubici“ okolo pozadované hodnoty.

Grafy Obréazek 4.3 (iLQG) zobrazuji trajektorie y pro iLQG Fizeni. Zde je zaji-
mavé, ze narozdil od ptipadd pro CFE a sL() fizeni, kdy dochéazelo k oscilacim a
divergujicim trajektoriim, v tomto piipadé dochézi spige k odchyleni trajektorie
od pozadovaného pribéhu. Prvn{ dvé fizeni totiz nejsou dualni a uzivame principu
scertainty equivalence”. Tedy algoritmy navrhnou fidici zakrok, ten je ale vzhle-
dem k chybnému pfedpokladu o hodnoté parametu b §patny a y nabude jiné hod-
noty, nez jsme zamysleli. V dalsim kroku se snazime vratit, ale fidici zakrok je
opét Spatny. Nasledné muaze dojit k oscilacim nebo dokonce k divergenci. Chyby
jsou zde zpusobeny velkym rozdilem skuteéné hodnoty parametu b od jeho stiedni
hodnoty, se kterou pocitdme. Naproti tomu v pfipadé dualniho algoritmu iLQG
odhadujeme neznamy parametr b a chyby jsou zde v disledku neptesnych vypo-
¢tl a nésledné linearizace vii¢i §patné trajektorii, zejména pii skutec¢né hodnoté b
blizko nuly. Delsi ¢as potfebny pro dosazeni pozadované hodnoty miize v8ak byt
zplsoben tim, Ze Fidici strategie je navrhovana pouze jednou (v ramci iterace), pro
cely ¢asovy horizont. Zlepgeni, tedy rychlejstho dosazeni pozadované hodnoty, by
mohlo byt dosazeno vyuzitim ubihajiciho horizontu (receding horizon*) podobné
jako pro LQG tizeni synchronniho motoru.

Na zavér grafy pribéht y pro algoritmus iLDP jsou na Obrazku 4.3 (¢éLDP). Pro
tento algoritmus je problematickd skuteéna hodnota parametru b = 0. A protoze
algoritmus vyuzivad vypoc¢tt na vzorkovych trajektoriich reprezentujicich okoli, do-
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konce i jedna z trajektorif, kterd se vyraznym zptsobem odchyli od ostatnich, a
tedy od ocekdvaného pribéhu y, muZze narusit vysledek, nebo dokonce samotny
béh algoritmu. To je mozno pozorovat pro volbu P = 1, kdy y vyrazné diverguje
od pozadované hodnoty y,. A dale v pfipadé P = 10 algoritmus viibec nedokonéi
vypocet.

4.3 Vysledky pro synchronni motor

V této ¢asti jsou uvedeny vysledky pro tlohu nalezeni #izeni synchronniho motoru s per-
manentnimi magnety. Funkénf fizeni se v8ak podafilo nalézt pouze pomoci algoritmu
LQG. Pouzitelnou implementaci algoritmu ¢LDP se nepodafilo vytvofit, tento problém
bude rozebran v diskuzi (¢ast 4.4), a tedy budou uvedeny vysledky pouze pro metodu

LQG.

4.3.1 Specifikace parametrii a konstant

Pro vypocet fizen{ modelu synchronntho motoru s permanentnimi magnety byly v ¢asti
3.2 uvedeny piislusné rovnice. Nasledné byly odvozeny detaily konkrétni implementace
pro pouzité algoritmy. Pro ziskani vysledkl a ovéfeni pouzitelnosti fizeni je v8ak jesté
tfeba specifikovat konkrétni hodnoty jednotlivych konstant a parametri.

Konstanty v rovnicich motoru

Pro 1cely testovani algoritmt volime konstanty nasledovné:

Rs = 0,28;
Ly = 0,003465;
Upy = 0,1989;
B = 0
T, = 0;
ky = 1,5
pp = 4,0;
J = 0,04
Ak = 0,000125.

Coz vede na zjednodusené koeficienty:

a = 0,9898;
b = 0,0072;
¢ = 0,0361;
d = 1;

e = 0,0149.
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Kovarianéni matice

Kovarianéni matice My a Ni predpokladame zndmé a pro ucely testovani je volime
nasledovné:

M, = diag(0,0013; 0,0013; 5e — 6; le — 10),
N, = diag(0,0006; 0,0006).

Omezeni na vstupy
2

o ax> Kde volime

Na vstupy uy, klademe omezeni u? + u% <u

Umaz = 100.

Ztratova funkce

Do ztratové funkce je t¥eba zvolit jediny parametr, a to prvek r na diagonéle matice R.
Tento parametr odpovida penalizaci za vstupy, ale vstupy chceme upravit pouze tak, aby
spliiovaly vyse uvedenou podminku. Je tedy t¥eba parametr r experimentalné naladit.
Jako vhodnéa volba se na zikladé experimenti jevi hodnota

r = 0,000001.

Casovy horizont a vzorky

éasovy horizont je volen K = 20 a vzorkovych trajektorii je podobné jako v pfedchozim
pifpadé jednoduchého systému zvoleno N = 100.

Pozadovana hodnota

Jako hodnotu pozadovanych otacek volime
w = 1,15.

Uvazime-li relativné malou periodu vzorkovani Ak, tato hodnota se jevi jako dosazitelnou
z pocateéni hodnoty wg pfi pouzitém ¢asovém horizontu K.

Pocatecni podminky

Posledni, co je tieba zvolit, jsou pocateéni podminky pro testovany systém. Ty samo-
ziejmé nezname piesné. Nemtzeme totiz méfit stav, zejména polohu a otacky hiidele.
Abychom mohli testovat chovani algoritmu pfi rostouci pot¥ebé dudlniho pFistupu, po-
dobné jako pro jednoduchy systém budeme volit stejné stiedni hodnoty, ale postupné
rostouc{ varianci. To se bude tykat variance polohy hiidele, to jest tthlu natoceni. Volime
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tedy pocatecni stfedni hodnoty:

la,0 = 07
igo = 0,
G0 = 1,
. T
190 — 5

A pocatetni variance jsou postupné:

Py = diag(0,01; 0,01; 0,01; 0,01),
Py diag (0,01; 0,01; 0,01; 0,1),
(
(

P diag (0,01; 0,01; 0,01; 1),
Py = diag(0,01; 0,01; 0,01; 10).

4.3.2 Pozorované vysledky

Algoritmus LQG implementovany pro tucely nalezeni ¥izeni synchronniho motoru v této
praci je sice navrzen tak, aby dobfe zvladal Sum (pomoci rozgifeného Kalmanova fil-
tru), ale nejedna se o dualni metodu. Tedy s rostouci varianci neznamych hodnot stavu,
zejména polohy hiidele motoru, kterou sledujeme, poskytuje algoritmus horsi fizeni a
dosahuje tedy i vyssi ztraty. O tom se miizeme piesvédcit v tabulce primérnych ztrat
sestavené na zékladé simulaci.

Simulace byly provedeny analogickym postupem jako pro jednoduchy systém, kdy
prameérnd ztrata je stfedni hodnotou ze ztrat dosaZzenych pro kazdou z N vzorkovych
trajektorii s riznou nidhodnou realizaci pocate¢nich podminek a Sumu. Ztrata pro jed-
notlivou vzorkovou trajektorii je opét pocitana pouze na zakladé odchylky od pozadované
hodnoty, tedy jako

K-1 K-1
2 2
TJ= (e —@kp)? = Y i
k=0 k=0

Dale oznacime Py = Pé4’4), tedy pravé pocatetni varianci polohy hiidele, kterou budeme
ménit a v zavislosti na této zméné pozorovat dosazené ztraty. Pak jsou dosazené primérné
ztraty J pomoci algoritmu LQG nésledujici:

Tabulka primernych ztrat

Py 0,01 0,1 1 10
J |/ 0,0776 | 0,1074 | 3,3982 | NaN

Prabehy stavovych velicin

Jesté 1épe je mozno pozorovat vysledky algoritmu pii rostouci varianci na grafech pri-
béhu stavovych veli¢in systému. Podobné jako pro jednoduchy systém jsou zde rtznymi
barvami zobrazeny jednotlivé vzorkové trajektorie, které tvoi{ ,trubici“ v disledku sumu.
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Obréazek 4.4: Pribéhy hodnot stavovych velic¢in dle volby Py

Protoze je algoritmus LQG nedudlni, s rostouci varianci poskytuje Spatné fizeni, a to
zpravidla v téch pripadech, kdy skuteéné hodnoty polohy h¥idele 9 jsou vzdaleny stifedni
hodnotg, se kterou pocitame. Jednotlivé pritbéhy jsou zachyceny v grafech Obrazek 4.4
pro volby variance Py = 0,01, Py =0,1, Py =1 a Py = 10.

4.4 Diskuze

Nyni srovname dosazené vysledky pro jednotlivé algoritmy a budeme diskutovat jejich
prednosti, nedostatky a pouZzitelnost pro feseni konkrétnich dloh. Pro dlohu nalezeni ¥i-
zeni synchronnfho motoru s permanentnimi magnety byly implementovany dva algoritmy.
Konkrétné se jednalo o algoritmy ¢1LDP a LQG, pficem? je tfeba podotknout, ze funkéni
implementaci ¢{LDP se nepodafilo vytvofit. K dispozici je pro tuto tlohu pouze jeden
algoritmus, ktery nalezne fizeni, a srovnani tedy neni mozné. Z tohoto dtévodu budou
tedy jednotlivé algoritmy srovnény pouze na zakladé vysledki pro jednoduchy systém.
Algoritmus iLDP, na ktery je zaméfena tato préace, bude diskutovin v samostatné ¢asti.
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4.4.1 Porovnani algoritmu

Algoritmy jsou porovnany na zakladé vysledkii simulaci pro jednoduchy systém. Jedna
se o integrator s nezndmym ziskem, tedy linedrn{ a ¢asov€ invariantni systém. Systém
je vsak na mezi stability, coz mtze byt pfi¢inou probléma nékterych algoritmt. Dalsf
problém muze nastat, kdyz by hodnota nezndmého parametru b byla nulova. Z rovnice
jednoduchého systému

Yk+1 = Yk + bug + oeg,
pak plyne, Ze neexistuje zadné fizeni wug, které by dosahlo zmény stavu y; na pozado-
vanou hodnotu (neni-li jiz tato hodnota trivialné dosazena). PFi¢emz neznamy parametr
b povazujeme za nadhodnou veli¢inu s normalnim rozdélenim, a tedy neuvazujeme-li de-
generované rozdéleni, je pravdépodobnost dosazeni pfesné hodnoty b = 0 nulova. De-
generované rozdélen{ ale dostavame, kdyZz povazujeme hodnotu b za znamou napiiklad
pouzitim principu ,certainty equivalence®, kdy predpokladdme hodnotu parametu rovnou
jeho st¥edni hodnoté. Je-li soucasné€ stfedni hodnota rovna nule, nastava kriticky pfipad,
kdy fizeni zaloZzeno na tomto pifedpokladu musi selhat.

CE

Rizeni CE je nejjednodussi metodou pouzitou v této préaci. Vyuzivame predpokladu,
7e skutec¢nou hodnotu nezndmého parametru b zndme, a tedy ji pokladdme rovnu jeho
stfedn{ hodnoté Eb. Je-li ale skute¢nd hodnota nezndmého parametru b ptili§ vzdalena
od stfedni hodnoty, se kterou pocitdme, Fizen{ samoziejmé selhava. Tento piistup tedy
neni dudlni, a jak bylo mozno pozorovat na vysledcich simulaci, s rostouci varianci P
parametru b dosahuje v&tsi ztraty.

Dalsim problémem tohoto piistupu je volba stfedni hodnoty 0, kdy zfejmé z tvaru rov-
nice regulatoru hrozi déleni nulou. P¥i¢tenim malého parametru e sice miiZzeme problém
déleni nulou odstranit, ale pouzitelné fizeni neziskame. PotiFebovali bychom tedy pi#i¢ist
vétsi hodnotu €, coz ale zplisobi nepfesnost pii stfedn{ hodnoté Eb dale od nuly. Idedlni
by tedy bylo vzdy ,naladit* parametr € podle konkrétni volby stfedni hodnoty Eb, coz ale
velmi sniZzuje univerzilnost metody. Dal§im moZnym zptsobem je misto malého parametu
€ pfiéitat varianci P. Na zakladé tohoto postupu byl pak vytvofen navrh aproximace re-
gulatoru pro algoritmus :LDP. Zdokonalovani navrhu fizeni CE v8ak nebylo pfedmétné
v této praci, protoze zadmérem bylo vyuzit CF jako nejjednodugsiho nedualniho pfistupu
pro srovnani s ostatnimi ,dokonalejsimi“ algoritmy.

Néavrh fizeni CE tedy muzeme struc¢né zhodnotit tak, Ze je sice velmi jednoduchy, ale
neduélni, a vykazuje znacné problematické chovani pro stfedni hodnotu Eb = 0.

sLQ

Oznaceni sL() bylo pouzito pro klasické LQ fizeni aplikované na zdkladni verzi jedno-
duchého systému bez dodateénych tprav. Protoze je ale skute¢nd hodnota parametru b
v rovnicich nezndmd a nenf nijak odhadovana algoritmem, vyuziva se zde principu ,cer-
tainty equivalence” a predpokladame, ze skute¢nd hodnota parametru b je rovna jeho
stfedn{ hodnoté Eb.
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LQ fizeni je primarné navrzeno pro fizeni linedrnich systémi s kvadratickou ztratovou
funkci. Tomuto zadani zdkladni verze jednoduchého systému plné vyhovuje. Rizenf je
pak hledano ve tvaru linearn{ funkce, kde fizeni je linearni funkei stavu.

Jiz z tvaru rovnice zédkladni verze jednoduchého systému je ziejmé, ze predpokladame-
li parametr b rovny stfedn{ hodnoté Eb = 0, tloha nem4 smysl, protoze libovolné fizenf
u nemuze dosdhnout zmény stavu. V tomto piipadé fizeni sL() nelze pouzit, jak je také
vidét v tabulce priimérnych ztrat.

Je tfeba uvést, Ze se nejedna o dudlni metodu, a tedy s rostouci varianci neznamého
parametru dosahujeme vyssi ztraty. DosaZzené vysledky jsou pak podobné jako u CF.
Kromé pripadu Eb = 0, kdy sL @) zcela selhava, je vSak dosaZzeno nepatrné nizs{ primeérné
ztraty.

LQ

Pristupem L) je oznacena verze linedrné-kvadratického fizeni, aplikovaného na upravené
rovnice jednoduchého systému. Upravend verze rovnic jiz odhaduje neznamy parametr b
pomoci odhadd jeho stfedni hodnoty b a variance P, kdy se tyto dva parametry spolu se
stavem yi vyvijeji v Case. Ziskané rovnice pak jiz nejsou linearni, linearizujeme je tedy
v kazdém ¢asovém kroku a nasledné aplikujeme vypocet klasického LQ) Fizeni. Na zakladé
vysledki simulaci usuzujeme, zZe se jedné o dudlnf algoritmus.

Na rozdil od slozitéjsich algoritmt® nevyuziva L), kromé linearizace, zadné dalsi ne-
pfesné piistupy, jako aproximace nebo vypocty na vzorkovych trajektoriich. To se v si-
mulacich ukazuje velmi vyhodnym, kdy algoritmus L) dosahuje ve srovnani s ostatnimi
pristupy nejlepsich vysledku a dosahuje nizké ztraty ve v8ech pifipadech volby parametra.

iLQG

Lze jej aplikovat i na nelinearn{ systémy s nekvadratickou ztratovou funkei v dusledku
pozadavku na omezeni vstupi. V této praci je iLQG pouzit jako mezikrok mezi jedno-
dussim piistupem L@ a slozitéjsim algoritmem ¢LDP. Na zdkladé vysledkt simulaci opéd
soudime, ze ¢LQ)G je dudlnim algoritmem.

Zékladni postup vyuzivany ¢LQG je nejprve linearizace a pak vyjadfeni vztahi pomoci
matic, které mohou byt jesté dale upravovany z divodu napiiklad omezeni vstupt nebo
zajisténi regularity. Dale je tFfeba zminit, Ze se v podstaté jedna o lokalni metodu, protoze
linearizace je providéna vzhledem k reprezentativni trajektorii a nasledné se pak pocita
v odchylkach od této trajektorie. Reprezentativni trajektorii miizeme ziskat napiiklad si-
mulacf bez§umového vyvoje systému nebo priimérovanim dostateéného pocétu vzorkovych
trajektorii. Algoritmus iLQG pak aplikujeme na upravenou verzi rovnic jednoduchého
systému, podobné jako v pFipadé LQ.

Jak je mozné presvédcit se v tabulce prumérnych ztrat, iL QG dosahuje velmi dobrych
vysledkil (to jest nizké ztraty), je-li zajistén nizky vyskyt realizaci skutecné hodnoty b
blizko nuly. Konkrétné se jedna o pfipad volby b = 10 a libovolného P, nebo b=1a
soucasné P = 0,01 popiipadé P = 0,1. V opatném piipadé, pro b= 0, nebo b=1a sou-
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¢asné P = 1 nebo P = 10, je dosazeno vyssi pramérné ztraty (okolo hodnoty 2). Z grafi
prabéhu pro ¢LQG je pak ziejmé, Ze v téchto negativnich pfipadech maji nékteré trajek-
torie dobry priibéh a nékteré naopak gpatny. To je ovSem z hlediska fizeni nepfijatelné,
aby regulator n€kdy poskytl dobré Fizeni a n€kdy naopak téméF nepouzitelné.

S velkou pravdépodobnosti je tento problém opét zplsoben problematickym chova-
nim algoritmu ¢L QG v okoli nuly. Vypocet tizeni je totiz p¥i pouZiti tohoto algoritmu
zna¢né zavisly na volbé reprezentativni trajektorie, kterou kdyz vygenerujeme spatné,
dostaneme i Spatné fizeni. Pravé v blizkosti nuly mtze dojit k nepfiznivému generovani
reprezentativn{ trajektorie. Vychazime z yg = 0, a tedy pii kladném parametru b generu-
jeme trajektorii do kladnych hodnot, nebo se naopak dostavame do zapornych éisel, je-li
skutetna hodnota parametru b zadporna. Tento rozpor pak muze zptusobit problémy jako
Spatné tizeni a dosazen{ vyssi ztréaty.

4.4.2 Hodnoceni algoritmu iLDP

Algoritmus iterativniho lokdlniho dynamického programovdni (iLDP) je hlavnim namé-
tem této prace. Jeho vysledky tedy popiSeme detailnéji. Nejd¥ive uvedme vysledky v po-
rovnéni s ostatnimi algoritmy pro jednoduchy systém. Déle bude zafazena diskuze nega-
tivnich vlastnosti algoritmu, které mohly vést k tomu, Ze se nepodafilo vytvorit funkéni
implementaci pro sychronni motor. Na zavér bude v samostatné ¢asti zafazeno porovnani
pozorovanych vlastnosti i{LDP s prvotnimi o¢ekavanimi.

Algoritmus iLDP je nejslozitéjsi ze zde prezentovanych metod pro nalezen{ optimélniho
fizen{, zejména pii nutnosti dudlniho piistupu. Je zalozen na obecnych principech, jme-
novité Hamilton-Jacobi-Bellmanové rovnosti a Pontryaginivé principu minima. Jedné
se o iteracni metodu, tedy takovou, kterd vychazi od jistého pocatetniho fizeni a to
v iteracich ,vylepsuje‘ za tcelem dosazeni optima. Pocate¢ni Fizeni vSak musime dodat
algoritmu jako apriorn{ informaci a Spatné fizeni muize zpusobit nutnost velkého poctu
iteraci k nalezeni optimalnfho ¥izen{ nebo v extrémnim p¥ipadé dokonce nenalezeni vhod-
ného tizeni. Dale algoritmus iLDP je lokdln{ metoda a tedy vypocty probihaji na okoli
néjaké reprezentativni trajektorie. Toto okolf je tf¥eba zvolit pfi konkrétni implementaci
algoritmu a jeho volba miiZe mit nezanedbatelny vliv na vysledky, které nasledné iLDP
poskytne. Algoritmus pak odpovida obecnému schématu dynamického programovani,
kde se v diskrétnich ¢asovych okamzicich napodcitavaji od nejvyssiho ¢asu zpét optimalni
hodnoty Hamiltoniant, které se postupné uchovavaji v Bellmanové funkci. Z nich je také
néasledné odvozeno i optimalni Fizeni.

Srovnani pro jednoduchy systém

Pti srovnéni vysledkd pro jednoduchy systém s ostatnimi algoritmy poskytuje iLDP
dobré Fizeni ve vSech pripadech, kdy se skutecné realizace nezndmého parametru b vy-
skytuji dostateéné daleko od nuly. Tento bod je pravé pro algoritmus +LDP kriticky a
vypocet Fizeni tam zpravidla selhdvi. Tedy pro volby b = 10 a soucasné P = 0,01,
P =0,1a P =1, dale pak pro b =1 a soutasns P = 0,01 dosahuje iLDP velmi nizké
pramérné ztraty. Nizké primérné ztraty dosahuje pak jesté pro volbu b =10 a soutasnd
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P=10ab=1 a soutasné P = 0,1. Je-li parametr b= 1, pak pfi P = 1 je dosazeno
extrémni hodnoty ztraty a pfi P = 10 algoritmus dokonce vibec nenalezne FeSeni. Po-
dobné pro b=0 pii volbé P = 0,01 je dosazeno nepfijatelné primérné ztraty a pro
ostatni volby P jiz viibec nenalézame feSeni.

Tedy ve srovnéni s ostatnimi algoritmy poskytuje iLDP sice vysledky, které patif
mezi nejlepsi, ale pouze za predpokladu, Ze je zaruceno realizovani skuteénych hodnot b
dostatecné daleko od nuly. Pti srovnavan{ konkrétnich hodnot primérnych ztrat je tfeba
mit na védomi, Ze se hodnoty mohou nepatrné lisit v zavislosti na realizaci Sumu.

Diskuze negativnich vlastnosti algoritmu

V pribéhu implementace a testovani iLDP se objevily jisté komplikace a projevily se
negativni vlastnosti tohoto algoritmu. Jednd se zejména o problematické chovani pii
realizaci skuteéné hodnoty neznamého parametru b blizko nuly pro jednoduchy systém.
Dalsim problémem je pak otazka vhodné volby aproximaci funkci pro synchronni motor.

Problematické chovani pri b blizko nuly

Nejprve se tedy zaméifme na obtize tykajici se jednoduchého systému. Jednim z davodd,
pro¢ systém vykazuje problematické chovani pro b blizko hodnoty 0, by mohla byt volba
aproximace regulatoru. Ten je totiz volen jako

Th+1 — K1Yk
Kob, + K3P, + Ky

Algoritmus iLDP je dualni a odhaduje skute¢nou hodnotu nezndmého parametru b po-
moci jeho stFedni hodnoty b a variance P. Za predpokladu, ze by odhadovani probéhlo
dobie a efektivné, odhad b se bude blizit skutetné hodnots b, ktera je ovSem blizko u nuly.
Dalsi vlastnosti pfedpokladaného dobrého odhadu je, ze si jim budeme téméf jisti, a tedy
variance P se bude také blizit nule. A vyhodnotil-li algoritmus v ptedchozi iteraci koefi-
cient Ky jako nepodstatny pro tvar funkce regulatoru, to jest Ky je opét témér nulovy,
dostavame ve jmenovateli velmi malé ¢islo, téméf nulové. Funkce regulatoru 7 pak vraci
i pro malou odchylku y od pozadované hodnoty (napfiklad v dusledku §umu) velky Fidici
zasah. To je ale principidlné dobie, protoze p#i b blizko 0 musime volit extrémné vysoké
fidici z&sahy, a to téméf blizici se nekone¢nu. Na druhou stranu si je ale tfeba uvédomit,
7e uvazovana funkce regulatoru je pouze aproximaci, a tedy se dopousti jisté chyby. Tato
chyba samoziejmé pak pfi velkém Fidicim zasahu také narista. Dal§im problémem je, Ze
vypocty jsou provadény na pocitadi, ten je pfi vypoctech s malymi ¢isly blizko nuly nebo
naopak s velkymi ¢isly znacné nepfesny.

Moznosti, jak se vyhnout tomuto problému, by bylo volit jiny tvar funkce regulatoru,
otazkou by pak ale bylo, jaky. Zvoleny tvar reguldtoru mé totiz nékolik vyhod. Za prvé
koeficienty K; je mozno urcit metodou nejmensich ¢tverci, a tedy jejich vypocet z mno-
ziny dvojic {x(”),u(”)} je pomeérné jednoduchy. Dalsi vyhodou je, Ze obecny tvar funkce
regulatoru vznikl na zékladé vyjadfeni fizeni u z rovnice jednoduchého systému pfi po-
zadavku dosazeni pozadované hodnoty v jednom céasovém kroku. Ziskana funkce by pak
méla relativné dobfe aproximovat skute¢né optiméalni Fizeni.

w(k,z) =
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Druhym z moznych divodt problematického chovan{ u nuly je lokalita metody. Vy-
pocty jsou totiz provadény na okoli tvofeném mnoZinou reprezentativnich trajektorii.
Generujeme-li reprezentativni trajektorie pro parametr b blizko nuly, s velkou pravdé-
podobnosti dojde k tomu, Ze ¢ast trajektori{ se vygeneruje s pfedpokladem kladného b
a ¢ast predpokladajici b zaporné. Ov8em pro malé, témér nulové hodnoty parametru b
je optimalni{ Fidici zasah, jak uz bylo zminéno, extrémné vysoky a v zavislosti na tom,
je-li pfedpokladano b kladné nebo zaporné, mén{ se odpovidajicim zptisobem i znaménka
Fidicich zasahii. Jako shrnuti popsané situace dostavame ¢ast reprezentativnich trajekto-
rif navrhujici extrémné vysoky kladny fidici zasah a pak druhou ¢ast navrhujici naopak
extrémneé vysoky zaporny ridici zdsah. Ziejmé z takovychto dat nelze ziskat pouzitelnou
a uz vubec ne spravnou hodnotu optimélntho fizeni.

Vyhnout se vy8e popsanému problému by bylo mozno pouze jinou volbou okoli. Na-
razime zde ale opét na obtiZe, jak jiné okoli zvolit, abychom se vyhnuli vy$e popsanému
problému.

Protoze ale spolu obé& navrzené moznosti zptisobujici problematické chovani pri b blizko
0 do urcité miry souvisi, je pravdépodobny i vliv kombinace obou dvou.

Obtize s volbou aproximaci

Jiz byla diskutovana problematika volby aproximace okoli a aproximace funkce Fizeni.
Problémy byly popsany pro konkrétni pripad jednoduchého systému. Dalsi aproximaci,
kterou je tieba volit, je aproximace Bellmanovy funkce. Jedna se o skalarni funkci vice
proménnych, kterd v sob& zachycuje v podstaté celou dynamiku a vyvoj systému. Je
zpravidla velmi slozit4, ale pro potfeby algoritmu se ji snazime aproximovat linearnf
kombinaci zvolenych zakladnich funkci. Ma-li byt tato aproximace dostateéné jednodu-
cha pro vypocty jejich hodnot, ale i koeficienti, mize byt velmi nepfesnou aproximaci
skute¢né Bellmanovy funkce.

Protoze Bellmanova funkce je zakladni ¢asti algoritmu L DP, chyby, kterych se dopus-
time jeji aproximaci, se nasledné pfenaseji prakticky do vSech ostatnich ¢asti algoritmu.

Na druhou stranu se ale chyby v ddsledku aproximace dopustime velmi snadno. Bell-
manova funkce muze byt totiz u slozitéjSich systémi zna¢né komplikovana na to, aby
ji bylo moZno aproximovat linedrn{ kombinaci zdkladnich funkci. Dalsim problémem je
pak pocet téchto funkci. Ten s rostouci dimenzi stavového prostoru rychle narista a na-
sledné je tfeba zajistit dostatek dat v podobé vzorkovych trajektorii pro vypoéteni jejich
koeficient.

Volba vhodné aproximace Bellmanovy funkce se tedy jevi jako nejkomplikovanéjsi z dil-
¢ich problémt ponechanych autory algoritmu ¢LDP k dofeSeni pfi konkrétni implemen-
taci. V ¢lanku [7] je sice poskytnut névod volby aproximace ve tvaru linedrni kombinace
zékladnich funkci, ale tato volba nemusi byt vzdy spravna. Kdybychom si chtéli udélat
predstavu o pribéhu skuteéné Bellmanovy funkce, abychom mohli snadnéji uréit vhod-
nou aproximaci, nardazime na problém, ze Bellmanovu funkci mame zadanou pomoci
Hamilto-Jacobi-Bellmanovy rovnosti.

Shrnuti vyse zmihovanych problémii nam tedy dava néasledujici zavér: svoboda ve vy-
béru aproximaci nam poskytuje zna¢nou volnost a ¢ini algoritmus univerzalnim. Na dru-
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hou stranu je ale zna¢né omezujici, zejména kdyz se ndm nepodafi vhodnou aproximaci
nalézt.

4.4.3 Konfrontace s prvotnimi ocekavanimi

Nyni porovndme dosazené vysledky algoritmu iLDP s prvotnimi o¢ekdvanimi uvedenymi
v ¢asti 2.2.5. Vzdy je uvedeno nejdiive prvotni ofekavani a nasledné je komentovano, zda
bylo potvrzeno:

Vyhody
e duélni metoda (lépe se vypoiada s neznalosti oproti neduélnim metodam)

— toto ocekavani bylo potvrzeno, iLDP dosahuje lepsich vysledktl nez nedualni
metody, coZ je patrné pii rostouci neznalosti

— je vsak tfeba podotknout, Ze musime mit zajisténu dostatecnou vzdélenost od
kritickych bodt pro iLDP, kde pak samoziejmé algoritmus selhéva

e lepsi zvladnuti Sumu

— zvladan{ Sumu lze z provedenych simulaci t€Zko posoudit, ovSem lze pFedpo-
kladat, ze iLDP zvladne Sum lépe nez metody, které pritomnost sumu vibec
neuvazuji

e rychlejsi dosazeni pozadované hodnoty

— na rychlost dosaZeni pozadované hodnoty lze na zakladé vysledki pro jed-
noduchy systém tézko usuzovat, protoze prakticky vS8echny pouzité metody
dosahuji pozadované hodnoty (v pifiznivém piipadé, kdy nalézaji pouzitelné
fizeni) hned v Case k = 2, tedy v prvnim mozném fiditelném kroce

— pro slozitéjsi systém synchronnfho motoru, kde by bylo srovnani zfetelnéjsi,
se nepodafilo implementovat funkéni verzi iLDP algoritmu

e moznost aplikace na mnoharozmérové stavové a tidici prostory

— tuto vlastnost uvadéji sami autofi algoritmu iLDP, protoZe se jedné o lokalni
metodu, je mozné vyhnout se problémtim globalnich metod a aplikovat algorit-
mus i na systémy s vice rozmeéry, zustava zde vSak problém volby aproximaci,
ktery je pak tfeba fesit a ktery se ukazuje jako netrivialni

e univerzélnost (vychazi z obecnych principti) a svoboda vybéru konkrétnich aproxi-
maci a minimalizac{

— algoritmus je zfejmé zna¢né univerzalni, protoZe umoZnuje zvolit mnoho de-
taild az pii konkrétni implementaci

— naopak se tato vlastnost v mnoha piipadech ukazuje byt na skodu a dokonce
muZe byt i jednou z nejvétdich slabin algoritmu iLDP, jelikoZ nam zakladni
popis algoritmu nefiké, jak konkrétn{ detaily volit
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Nevyhody

e vysSi Casova narocnost

vyS§8i ¢asova narocnost byla potvrzena v prubéhu simulaci pro potfeby této
prace

ve srovnani s ostatnimi pfistupy, které fesi danou tlohu vesmés analyticky
a jsou zalozeny hlavné na maticovych operacich, algoritmus iLDP pouziva
aproximaci, numerické minimalizace a vypo¢ti na vzorkovych trajektoriich,
a tedy vypocetni ¢as je fadové nékolikrat delsi nez pro ostatni metody (kon-
krétni priklad je vypocéet N vzorkovych trajektorii pro vytvoreni pribéha y
pro jednoduchy systém, ktery trval pro iLDP o tf¥i fady déle nez pro v8echny
ostatni algoritmy)

e numerické vypocty (minimalizace)

pro numerickou minimalizaci je jednak nutno zvolit vhodné minimalizaéni
algoritmy (v implementacich v této praci byly pouzity funkce programu Matlab
fminunc a fmincon pro neomezenou a omezenou minimalizaci), dale numericka
¢as a je méné presnd, a to zejména p¥i vypoctech na aproximovanych funkcich,
kde i mald odchylka od spravného pribéhu pivodni funkce mize dat Spatny
vysledek velmi vzdéleny od spravné hodnoty

e nepfiesnost v disledku aproximace kli¢ovych funkei v algoritmu a problémy s jejich
volbou

algoritmus iLDP pracuje s aproximacemi funkci fizeni a déle s aproximaci
Bellmanovy funkce, na které je postaven prakticky cely algoritmus; v dtsledku
toho se chyby zplisobené pouzitim aproximace pfenéseji prakticky do vsech
ostatnich vypocti v algoritmu

dalsim problémem je pak samotné volba aproximaci, kterd jiz byla diskutovana
vyse

e implementacni slozitost

z jednoho pohledu je implementace algoritmu iLDP jednoduché, protoze je
popsan jednoduchou osnovou slozenou pouze ze ¢ty bodu

naopak je ale tfeba vyfesit mnoho dil¢ich detaild, naptiklad vytvorit aproxi-
mace funkci a najit vhodnou reprezentaci okoli pro vypodcet; samotné imple-
mentace se tedy miize velmi zkomplikovat a dokonce se nemusi ani podafit
vytvofeni funkéni verze algoritmu

o lokalnost metody a tedy i nalezeného FeSeni

— jak jiz bylo zminéno, iLDP hleda optimalni fizeni v okoli né€jaké reprezenta-

tivni trajektorie, a tedy zpravidla neni zajisténa optimalita nalezeného fizeni
v celém stavovém a Fidicim prostoru
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e volba okoli (lokdlni metoda)

— pfi implementaci iLDP je tfeba zvolit konkrétni reprezentaci okoli

— v pouzivanych implementacich je volena jednoduch& moznost, kdy je okolf
reprezentovino mnozinou vzorkovych trajektorii, na které jsou pak provadény
dalsi vypocty
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Zaver

V kapitole 1 této prace je strucné popsana zakladni teorie dudlniho ¥izeni a dalsi teo-
retické poznatky potiebné k popisu konkrétnich algoritmt pro nalezeni optimalniho -
zeni. V dalsi kapitole nasleduje pfiblizeni jednotlivych algoritmt pouzitych pro srovnani
s Ustfednim algoritmem této préace: iterativnim lokdlnim dynamickym programovdnim
(iLDP). Jemu je pak vénovana druhd polovina kapitoly 2.

Algoritmus ¢LDP byl implementovan pro jednoduchy systém. Pro tento systém byly
nésledné implementovany i dalsi algoritmmy pro srovnani. Implementace iLDP pro sloZi-
t8jsi systém, synchronn{ motor s permanentnimi magnety, se nezdafila z ddvodu obtiz
pri volbé aproximaci. Nepodarilo se nalézt takové aproximace zpétnovazebniho Fizeni a
Bellmanovy funkce, aby na jejich zakladé algoritmus ¢LDP nalezl pouzitelné fizeni. Pro
slozitéjsi systém byl v8ak implementovan algoritmus LQG, ktery naléza funkéni Fizeni.
Jednd se ale o nedudlni metodu, a tedy s rostouci neznalosti selhava. Konkrétni popisy
testovanych systému a Gpravy jejich rovnic pro potieby jednotlivych algoritmi lze nalézt
v kapitole 3.

Kapitola 4 obsahuje ziskané vysledky na zdkladé simulaci. Algoritmus iLDP je po-
rovnén s ostatnimi testovanymi algoritmy podle dosazenych vysledki pro jednoduchy
systém. Dale jsou uvedeny vysledky pro slozitéjsi systém ziskané pomoci LQG. Na zavér
jsou diskutovany problémy tykajici se algoritmu iLDP, které vedly v jistych piipadech
k problematickému chovani u jednoduchého systému. Nasleduje diskuze obtizi implemen-
ziskané ze simulaci a v pribéhu implementace s prvotnimi ocekdvanimi tykajicimi se
algoritmu «LDP.

Algoritmus iLDP byl v této préaci otestovan i na jinych problémech, nez pro které byl

vyvinut svymi autory. Dale byly objeveny nékteré kladné, ale hlavné i zdporné stranky
tykajici se jeho implementace a pouZitelnosti na konkrétni tlohy. V zivéreéné kapitole
prace byly vysledky dosazené pomoci :LDP srovnéany s vysledky dosazenymi uzitim prin-
cipu separace, tedy pomoci Fizeni LEQG. Pro jednoduchy systém bylo provedeno srovnani
i s dal§fmi metodami navrhu #zen{. Naopak pro slozitéjsi systém jsou k dispozici pouze
vysledky ziskané pomoci LQG.
Cas, ale pfi vétsi neznalosti dosahuje lepsich vysledkt. Je ovSem tifeba zajistit, aby se
nerealizovaly problematické hodnoty pro tento algoritmus. Naproti tomu LQG je rych-
lejsi, ale s rostouci neznalosti dosahuje Spatnych vysledkd nebo dokonce selhava. Co se
tyce algoritmu ¢LDP, je tfeba jesté zminit problém tykajici se volby aproximaci, ktery se
ukazuje byt nejvétsi slabinou této metody.
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