1 Popis alohy

Chceme fidit systém s vystupem y; popsanym jako
Yo :h0(97v0)a Yt+1 :ht(It707utavt+l)7 tZO,...,N—l, (1)

kde It = (Yo:t, Uo:t—1)-

Oznac¢me T; dostatecnou statistiku pro parametr 6 zalozenou na informa-
cich dostupnych v Case t. Pokud dostatecné statistika neexistuje, pak bude T;
oznacovat néjakou jeji vhodnou aproximaci. Oznacme dale Hy = (I;,T}) tav.
hyperstav systému.

Predpokladejme déle, Ze o parametru § mame néjakou apriorni informaci
v podobé hustoty pravdépodobnosti f(0|Ty). Aposteriorni hustotu f(0|T;41)
ziskdme pomoci Bayesova vzorce

 J(ye|0, I ue) f(0|T2)
FOT) = Ty 0. I ) FO1T)00° @)

Rekurzivni pouZiti vzorce (2) pro odhad parametru 6 se nazyva postup Bayesovského
uceni.

Pro vyvoj hyperstavu H; v ¢ase miZeme na zaklads (2) psat

Hiyy = fi(Hp ug, Yesr), t=0,...,N-1 (3)

Ztratova funkce je

N—1
9(y1:N, uo:N-1) = Z 9t (Y1, ue). (4)
t=
Ulohou je nalezeni fidici strategie m = po.n_1, ktera by minimalizovala

o¢ekavanou ztratu

N-1
Jr= E {Z gt(yt+1,ut(Ht))} ) (5)

60,v0: N —
0,vo:N -1 | 1]

za apriorni informace f(0|Tp), znamého rozdéleni sumu v; a podminek (3) a (1).

Uloha je fegitelna pomoci dynamického programovani, tedy postupnou min-
imalizaci o¢ekavané ztraty od konce fidiciho horizontu

JN(HN) = 07 (6)
Jt(Ht) = min E {gt(ytﬂ, ’U/t) + Jt+1(Ht+1)‘Ht7Ut} s t= 0, ey N — 1,

ut €Ut Yt41



kde Hyy1 se pocita dle (3). Stiedni hodnota vzhledem k y;11 se poc¢ita pomoci
(1) a f(0|T}) jakozto aktualniho odhadu na parametr 6.

Pro konkrétni systém vsSak vlastni vypocet obvykle neni mozné provést.
Dtvodem je obtizny vypocet parametrického integralu (parametr je u;) a jeho
nésledna minimalizace vzhledem k u;. V dalsi sekci je proto predstaven aproxi-
mativni algoritmus k nalezeni suboptimalniho fizeni.

2 Algortimus SIDP se separovanou budici slozkou
(SIDPS)

Algoritmus je zaloZeny na SIDP, tj. na aproximaci dynamického programovani
pomoci iterovani suboptiméalniho fizeni a metody Monte Carlo.

Oproti klasickému SIDP specializujeme tvar hledaného fizeni. To hledame v
tvaru

wr(Hy) = ug” (Hy) + u® (H),  t=0,...,N -1 (8)

kde ugl) je zasah starajici se o minimalizaci ztraty a u§2) budi systém za tcelem
jeho lepsi identifikace. Tvar ugl) predpokladame za zndmy, predmétem optimal-
izace je u§2), ktery zavisi pouze na H, C H,. Cast H;, na které uﬁz) nezéavisi

oznatime A" Tedy je Hy = {H,, A"}.

Dalsi zménou oproti SIDP je minimalizace ztratové funkce na ubihajicim hor-
izontu délky N (obvykle volime N << N). Namisto iterovani Fizeni na miizkach
Hy.y—1 za Glelem nalezeni optimélntho u; pro kazdy bod H; (p¥ipad SIDP) tak
iterujeme pouze mifzku obsahujici Hy a v kazdém bodé optimalizujeme jen
u((f). Optimalni zasah pro j-ty bod diskretizovaného Hy (= Hy ;) oznaéime ug ;.
Piipoméinime, Ze optimalizace probiha na ubihajicim horizontu délky N. Vzh-
ledem k tomu, ze v kazdém casovém okamziku pouzivame Fizeni napoctené na
jediné mfizce FIO, ztraci se vyhodnost lokalni diskretizace hyperstavu (viz ¢lanek
o SIDP). To vyplyva z pfedpokladu, Ze v pribéhu Fizeni se bude neuréitost v
systému vlivem procesu u¢eni ménit (i vyrazng). Bude tedy tieba $irsi spektrum
hodnot Hy pro které se bude hledat optimalni fazeni. V p¥ipadé jediné mifzky
bychom tak méli diskretizovat Hy v celém rozsahu predpokladanych hodnot,
pro které chceme systém ridit.

Schematickou podobu SIDPS zachycuje 1.



Algorithm 1 Schéma algoritmu SIDPS

diskretizuj Hy R R
v bodech diskretizace Hy (je jich |Hp|) inicializuj 71 (napf¥. = 0)
zvol libovolné fI(()C) (dle predpokladu na této volbé uéQ)

for i = 1 to nj, do {iteruj m; = {u, 1:“510‘}}

nezavisi)

for j =1 to |Hy| do {pro Hy,; najdi (loklné) nejlepsi fizeni}
perturbaci u(()zj) vygeneruj m kandidatt na Fizeni (ozn. wu1..y,).
for k =1 to m do {spocti ztratu J* pro m; = {ao,l;k,l,uk,uk+1:‘go|}}
for | = 1 to ny do {J* aproximuj jako pramér z ny realizaci J(}
I =0
0o - -
for t =0 to N — 1 do {generuj realizaci ztraty J;}
generyj 0 a v; (pouzijeme f(6,T;) a znamé rozdéleni Sumu)
interpolaci/extrapolaci 7; ur¢i zasah u,EQ) pro H,
spocti yey1 = hi(Ly, ut, vit1,0)
pricti aditivni ¢ast ztraty, tj. in)l = Jt(l) + ¢ (Y41, ur)
dopocitej Hyy1 = fi(He, ug, yYev1)
end for(l)
0 =
JW=Jg
end for
J = nio 2?201 Ji
end for - y
uy s nejnizsi hodnotou J (ozn. g ;) uchovej jako Fizeni pro Hy ;.
i = {00,1:j -1, W05, U fy 1./ 7o) }
end for
Tit+1 = {ﬂo,1:HO|}
end for




3 Integrator s neznamym ziskem

Vystup systému je popsan jako

yt+1:yt+0ut+vt+la tan"wala (9)
Vt41 ™~ N(07 02)7 (10)

kde 0 # 0 je neznamy parametr a rozptyl umu 2. Po¢ate¢ni hodnota vystupu
je nastavena na yy = 1 a optimélni fizeni je takové, pro které y; = 0 . Systém
je mozné v pfipadé potifeby vhodné posunou ¢ preskilovat, neni tedy potieba
uvazovat jiné hodnoty pocateéniho vystupu a referen¢niho signalu .

O neznamém parametru ¢ mame v Case ¢ informaci v podobé dostatetné
statistiky T; = (04, P;) tvofené stfedni hodnotou a rozptylem. Pfedpokladame
nekorelovanost odhadu 6; s Sumem, tedy Ze

COV(Ut+1, 0,5) =0. (11)

Ztratova funkce je kvadratickd v y41, Cili

N—
gyin, toN—1) = D Uiy (12)

t=

—

Odhadovaci procedurou pro parametr 6 je Kalmaniv filtr. Pro systém (9)
ma tvar

uy Py
= 13
"7 ulP + 02 (13)
Ori1 = 0; + Ki(yepr — wiby), (14)
Pt+1 = (1 - Ktut)Pt. (15)
Hyperstav systému H; tvoii vektor (y, 0, P,). O¢ekavana ztrata je
Ji(Hy) = min E {y7,, + Jop1(Hey1)|Heoue},  t=0,...,N—1. (16)

us €Ut Y41
Ta po dosazeni z (9) a ¢astetném provedeni stfedni hodnoty prejde na tvar

Ji(Hy) = umellfjl {(yt + étut)2 + U?Pt + 0%+ y]i:)rl(Jt+1(Ht+1))|yt, ét, Py, Ut} .
(17)



3.1 Transformace rovnic systému

Od proménnych (y, 0, Py, uy) piejdeme k (1, B, ¢, v¢) dle vztaht

Yt
N = —
g
0
ﬁt = : )
VP
1
Ct - \/777
ut\/P
vy = .
g

(18)
(19)
(20)

(21)

Sou¢asné muZzeme neurcitost ve vystupu (9) reprezentovat jedinou normali-

zovanou nidhodnou veli¢inou

5 — Yi+1 — Yt + étut

‘ Vu?P, + o2

~ N(0,1).

(22)

Rovnice pro vystup (9) a nasledujici odhad neznamého parametru (14) tak

prejde v

N1 = Nt + Beve + 1/ 1+ V2sy,

Bir1 = /1 + V2B + sy

Prejdeme-li k vhodné upravené ocekavané ztraté, dostaneme

Je(ye, 04, Py)

o2

= H;in {(nt +B)? + v+ 1+ P(Vt+1(77t+175t+1a Ct+1))} .

‘/t(ntvﬁta Ct)

Nyni spo¢teme ocekavanou ztratu pro N — 1 jako

VN-1(n-1,8n8-1,Cn—1) = mNin {(nv—1+ Bn_1vn—1)® +vi_, +1}.
VUN-1

Pomoci diferencialniho po¢tu pak ziskdme optiméalni zésah ve tvaru

77]N—1BN—1

UN—-1= 1+6]2V71

a oCekévanou ztratu rovnu

. 77?\/—1 +1

VN*l(anlvﬁNflchfl) - ﬁ
N—-1

(25)

(26)

(29)



Protoze optiméalni zédsah vy _1 ani ocekdvané ztrata Vy_; nezavisi na (ny_1,
diky tvaru V; nebude rovnéz optimalni zasah v; a oCekdvana ztrata V; zaviset
na (;. K nalezeni optimalniho fizeni tedy staci v kazdém case t uvazovat pouze
dvourozmérny hyperstav Hy = (1, 8¢). Navic miiZzeme bez tjmy na obecnosti
pocitat optimélni zasah pouze pro kladné hodnoty 7, a ;. Optimalni fizeni
tedy napo¢teme pouze pro kladné hodnoty y; a 6;. Pro ostatni moznosti pak
diky tvaru (9) dostaneme pozadovany fidici zasah vhodnou volbou znaménka
napoc¢teného zasahu.

3.2 Opatrné rizeni

Metoda opatrného Fizeni spociva v optimalizaci oGekavané ztraty (7) na hori-
zontu délky N = 1. Minimalizujeme tedy

Jo(Ho) = min E {go(yl, U0)|H0,U0} . (30)
uo€Uo Y1

Stadi proto spoéist stiedni hodnotu go(y1,ug) vzhledem k y; a vysledek mini-
malizovat vzhledem k u;. Poznamenejme, Ze vysledné fizeni nebude zcela jisté
dualni. To plyne z toho, Ze minimalizujeme ocekavanou ztratu pouze jeden krok
dopfedu a tedy se nemuZe projevit vyhoda identifikace parametri pomoci vy-
buzeni systému mimo pozadovany stav.

Optimaln{ Fidici zasah je pro metodu opatrného fizeni dan dle (28) jako

__Mebe
1+ 67

vy =

(31)

Pro malé hodnoty 3; (tedy pro velké hodnoty neuré¢itosti v identifikaci parametru
6, viz (19)) bude fFizeni velmi konzervativni (odtud nézev). Pro 5; = 0 (to
odpovida 6, = 0) pak bude v, = 0 a regulator tedy nebude poskytovat zadné
aktivni fizeni. Opatrné fizeni je vhodnym kandidatem na ugl) v 8.

3.3 Klasicky pristup k dynamickému programovani

Pii pouziti klasického numerického pfistupu k dynamickému programovani je
prostor hyperstavi diskretizovan do mfizky (zde 64x64). Pro kazdy bod hyper-
stavu se napocitad o¢ekavana ztrata, mimo body mfizky se pouzije interpolace
(zde kubick4). K numerické integraci se pouZije klasickd Simpsonova metoda a
k nalezeni minima pak jednoduché interpolaéni metoda (zde se kaZdymi t¥emi
body na miizce prolozila parabola, nalezlo jeji minimum a to se pak testovalo,
zdali je globalnim minimem ocekavané ztraty).

Optimalni fizeni na vysledné miizce bylo nakonec parametrizovino analyt-
ickou formuli tvaru

0,56+ B 19
2,2+0,086,+ 42" 1,7+ BE

(32)

Vg =



délka ubihajictho horizontu N 10
pocet iteraci algoritmu Niter 4
pocet bodu v diskretizaci kazdé dimenze H, Ng 10
pocet kadnidatt na zménu fidiciho zédsahu m 7
pocateéni rozsah pro hledani optiméalniho fidiciho zasahu | Sy 5
parametr pro redukci [y pfi opakovani algoritmu ¥ 0,2
pocet realizaci pro odhad metodou Monte Carlo n 20

Tabulka 1: Konkrétni volba parametri algoritmu SIDPS

Analytickd aproximace zpusobi zvySeni ve ztratové funkci o méné nez 1 %.

Prvni ¢len v (32) muZeme interpretovat jako modifikované opatrné fizeni,
druhy ¢len pak jako budici slozku fizeni.

3.4 Implementace SIDPS pro jednouchy systém

Budici slozka v (32) zavisi pouze na 8. I to nas vede k tomu, Ze Fizeni budeme
hledat ve tvaru

w =~ (3, (33)

Volime tedy H, = f; a optimalizujeme v(2).

Dle popisu (a nasledné transformace) systému (9) je pro vypocet optimélniho
VNt(Q) tfeba diskretizovat (kladnou) ¢ast 1-dimenzionalniho prostoru proménné
Hy.

Implementace vSech ¢asti algoritmu byla provedena v souladu s oddilem
2. Konkrétni nastaveni parametrua algoritmu zachycuje tabulka 1. Mimo body
diskretizace byla pouzita linedrni interpolace. Pro porovnani kandidéti na fizeni
byl navic implementovan RSSS algoritmus, coz vedlo k drobnému zlepseni vysled-
ného fzeni (sniZeni ztraty o cca 1% a stabilngjsi kovergence ;).

Otéazkou zustava, jak volit ~éc) = 1. Ackoliv predpokladame, Ze Vt(2) na

fI(()C) nezavisi, skute¢nost muze byt jina. V tom piipadé je zfejmé vhodné volit
~(gc) tak, aby co nejvice odpovidala stavu, ve kterém se bude systém skutecné
nachézet. Jako vhodny se proto jevi navrh ny = 0. Opodstatnéni volby spociva v
tom, Z%e v piipadé usp&sného Fizeni bude systém v okoli optimalni (tedy nulové)
hodnoty.

Optimalni zésah 1/(()2) byl poc¢itdn pro hodnoty

Hy = o = {0.0001 4+ 0.75 x j|j = 0,...,9}. (34)

Vysledné fizeni se pak dalo s tispéchem pouZit pro Sirokou kalu hodnot (bg, Py, yo, o)
bez nutnosti opakovat vlastni vypocet. Veskeré experimenty tak byly provadény



s Tizenim ziskanym pi#i tomto jediném vypocétu. Poznamenejme, Ze v piipadé
klasického SIDP by to z divodu lokalni povahy algoritmu nebylo mozné.

Vypocet za danych parametri trval v fadech jednotek vtefin (cca 5). Charak-
ter konvergence 7; je diskutovan dale.

4 Srovnani jednotlivych pristupi

4.1 Kvantitativni srovnani

Rizenf bylo testovano vzhledem k riznym hodnotdm pocateé¢niho odhadu 6,
tedy k riznym hodnotam (g, Pp). Ridici horizont byl vidy N = 100, rozptyl
Sumu o = 1. Kazda simulace byla opakovana 1000x, uvedené hodnoty celkové
ztraty jsou pramérem pies jednotlivé realizace.

Pro kazdé jednotlivé opakovani simulace byla skuteéna hodnota parametru
0 pro pocate¢ni hodnoty (éo, Py) zvolena jako prvni nenulové realizace ndhodné
veli¢iny s rozdélenim N (éo, Py). Tedy apriorni informace odpovida skuteénosti.
Pro takto vygenerovanou hodnotu 6 byly postupné aplikovany jednotlivé ridici
algoritmy. Pro sniZen{ vlivu ndhodnosti pfi porovnani kvality fizeni byly vSechny
realizace Sumu (v ramci jednoho opakovani simulace) v prab&hu fizeni jed-
notlivymi algoritmy voleny stejné.

Na obrézku 1 jsou zachyceny vysledky pro rtizné hodnoty apriorni infor-
mace (éo, Py). Hodnoty ztraty jsou uvedeny relativné k pramérné ztraté, které
bylo ve stejné situaci dosazeno pomoci DP regulatoru. Dle obdrzenych vysledki
tak v praméru novy algoritmus uspésné konkuruje DP fizeni, jehoz vypocet je

mnohondasobné slozité&jsi (dle informaci v ¢lanku o SIDP je ¢asova slozitost cca
100000 vySsi).

Pro ilustraci zavislosti vysledkt na rozptylu Sumu ¢ a pocateénim stavu yg
byl zopakovan vysSe uvedeny pokus pro o = 10 a poté jesté pro yo = 100. Bylo
pouzito stejné fizeni, jako prve. Vysledky byly velmi podobné t&m na obrazku 1.
Celkové vykazovalo fizeni pomoci popsaného algoritmu v primeéru srovnatelné
kvalitni fizeni jako DP regulator a to pro vSechny testované (éO,PO,yO,a) se
zanedbatelnymi vypocetnimi naroky.

4.2 Kvalitativni srovnani

P1i kvalitativnim srovnéni byly zkoumény ¢etnosti konkrétnich realizaci ztraty.
Obrazky 2, 3, 4 udavaji Cetnosti realizaci relativnich ztrat, kterych bylo nabyto
pii pouziti konkrétniho regulatoru pro rizné hodnoty 0o (Py = 10 a 1000
opakovani). Referenéni hodnotou byla pramérné ztrata DP regulatoru. Ostatn{
nastaveni bylo stejné jako v pfipadé kvantitativniho srovnani. Uvedené histr-
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Obréazek 1: Kvantitativni porovnani regulatort pro rizné hodnoty (éo, Py) - Na
ose y jsou relativni hodnoty pramérné ztraty, které dosahly uvedené algoritmy
(osa ). Referen¢ni hodnotou byly priimérné ztraty, kterych dosahl DP regulator
pro tytéz parametry.

gramy dokumentuji, ze kvalitativné je fizeni ziskané novym algoritmem velmi
odobné jako fizeni DP regulatorem.

5 Charaketr konvergence SIDPS

Obrazek 5 dava predstavu o charakteru konvergence m;. Prvni ¢ast obrazku
zachycuje jednotlivé iterace m; (hodnoty uéQ) v zavislosti na (). Druha pak
relativni pramérnou ztratu p¥i Fizeni za pouziti 7; (primeér pres 1000 opakovani).
P#i simulacich bylo (ég, Py) = (1,10), ostatni parametry zistaly stejné jako v
predeslé sekci. Referen¢ni hodnotou byla opét prumérna ztrata DP regulatoru.

6 Zavér

Na zékladé provedenych pokusi se fizeni ziskané pomoci SIDPS jevi jako velmi
dobré. Dava srovnatelné vysledky s DP regulatorem, navic v zanedbatelném
¢ase. Nevyhodou algoritmu SIDPS je nutnost vybrat veli¢iny, které budou tvorit
H,, predepsat ugl) a zvolit ﬁéc). Dimenze Hy mé vliv zejména na narocnost
vypodtu, ugl) a fféc) pak ovliviuji kvalitu vysledného fizeni. Volba vyse uve-
denych komponent algoritmu by méla vychazet z rozboru konkrétniho systému,
pro ktery méa byt algoritmus SIDPS implementovan.
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Obrazek 2: Kvalitativni porovnéani regulatord pro 0y = 0 - Na ose x jsou hodnoty
relativni ztraty (referenéni hodnotou je primérna ztrata DP regulatoru), na
osa y pak Cetnosti relativni ztraty z 1000 opakovani. Zvyraznéna je hodnota
priumérné ztraty (Cervend) a medidnu (zelend).
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Obréazek 3: Kvalitativni porovnéani regulétori pro éo = 1- Na ose x jsou hodnoty
relativni ztraty (referenéni hodnotou je primérna ztrata DP regulatoru), na
osa y pak Cetnosti relativni ztraty z 1000 opakovani.Zvyraznéna je hodnota
prameérné ztraty (Gervena) a medianu (zelena).
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Obrazek 4: Kvalitativni porovnéani regulatord pro éo = 0 - Na ose z jsou hodnoty
relativni ztraty (referen¢ni hodnotou je prameérna ztrata DP regulatoru), na osa
y pak Cetnosti relativni ztraty z 1000 opakovani.Zvyraznény jsou pak hodnoty
pramérné ztraty (¢ervena) a medidnu (zelena).
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Obrazek 5: Charakter konvergence SIDPS - Prubéh 7; (prvni ¢ast) a relativni
priumérna ztrata, které dosahuje (druhé ¢ast). Pro vypo&et primérné ztraty pii
fizeni bylo (Ay, Py) = (1,10) a jako referen¢ni hodnota byla zvolena primérné
ztrata DP regulatoru. Ostatni parametry simulace viz. sekce 4
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