
PMSM rovnice

March 2, 2011

Odvození rovnic do dq soustavy

Rovnici pro nap¥tí v obvodu statoru synchroního stroje lze zapsat jako

us = Rsis + ui,

tedy sou£et nap¥tí v obvodu (Ohm·v zákon) a indukovaného nap¥tí, p°i£emº
veli£iny jsou uvaºovány komplexní. Vyjá°íme-li indukované nap¥tí, jako zm¥nu
toku v £ase (Faraday·v zákon elektromagnetické indukce) p°ejde rovnice na tvar

us = Rsis +
dψs
dt

.

Pro p°echod do rotujícího sou°adného systému p°edpokládáme obecn¥ rotaci
o úhel ε, kterou provedeme vynásobením v²ech veli£in operátorem rotace v
komplexních £íslech ejε, kde j zna£í komplexní jednotku. Tedy

use
jε = Rsise

jε +
d(ψse

jε)

dt
,

use
jε = Rsise

jε +
dψs
dt

ejε + ψsjωεe
jε,

us = Rsis +
dψs
dt

+ ψsjωε,

kde symbol ωε ozna£uje úhlovou rychlost � zm¥nu úhlu ε, jedná se tedy o derivaci
ωε = dε

dt . Tato úhlová rychlost ωε odpovídá elektrickým otá£kám ωel a lze ji
p°epo£íst na mechanické otá£ky pomocí vztahu ωel = ppωm, kde pp je po£et pár·
pol· rotoru a ωm mechanické otá£ky. Kdyº pro jednoduchost p°edpokládáme
po£et pár· pol· roven 1, je ωe = ωm.

Nyní m·ºeme p°ejít k rovnicím v sou°adném systému dq, který je nato£en
oproti sou°adnému systému statoru (αβ) o úhel ε = ϑ a otá£í se rychlostí ωm.
Osa magnetického toku rotoru je osou d a v tomto sm¥ru uvaºujeme reálnou
sloºku komplexních veli£in, osa q je pak na ní kolmá a bude reprezentovat sloºku
imaginární. Dostáváme tedy

ud + juq=Rs (id + jiq) +
d (ψd + jψq)

dt
+ (ψd + jψq) jωm,
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coº p°i rozepsání po sloºkách (reálná a imaginární) vede na rovnice

ud = Rsid +
dψd
dt

− ωmψq,

uq = Rsiq +
dψq
dt

+ ωmψd.

Dále uvaºujme vztahy pro magnetické toky

ψd = Ldid + ψpm,

ψq = Lqiq.

My ov²em poloºíme Ld = Lq = Ls a po dosazení dostaneme rovnice

ud = Rsid + Ls
did
dt

− ωmLsiq,

uq = Rsiq + Ls
diq
dt

+ ωmLsid + ωmψpm.

Vyd¥lení Ls pak vede na tvar

did
dt

= −Rs
Ls
id + ωmiq +

ud
Ls
,

diq
dt

= −Rs
Ls
iq −

ψpm
Ls

ωm − ωmid +
uq
Ls
.

Toto vyjád°ení je shodné s tím, které dostaneme následn¥.

Odvození rovnic do αβ soustavy

Op¥t vyjdeme z rovnice

us = Rsis +
dψs
dt

.

Magnetický tok ψs vyjád°íme jako tok vytvo°ený cívkami statoru a dále p°i£teme
tok permanentních magnet·, je v²ak t°eba uvaºovat, ºe rotor obsahující perma-
nentní magnety je nato£en obecn¥ pod úhlem ϑ. Tedy v komplexní rovin¥ lze
vyjád°it tok jako

ψs = Lsis + ψpme
jϑ.

Dosadíme nyní do rovnice a rozepí²eme ji po sloºkách

us = Rsis +
d
(
Lsis + ψpme

jϑ
)

dt
,

uα + juβ = Rs (iα + jiβ) +
d

dt
(Ls (iα + jiβ) + ψpm (cosϑ+ j sinϑ)) .

Rozepsaní na dv¥ rovnice je pak následující

uα = Rsiα + Ls
diα
dt

− dϑ

dt
ψpm sinϑ,

uβ = Rsiβ + Ls
diβ
dt

+
dϑ

dt
ψpm cosϑ.
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Vyd¥líme-li rovnice induk£ností Ls, vyjád°íme z nich derivace proud· a derivace
úhlu nato£ení ozna£íme jako dϑ

dt=ω úhlovou rychlost dostaneme následující rovnice
v sou°adné soustav¥ αβ:

diα
dt

= −Rs
Ls
iα +

ψpm
Ls

ω sinϑ+
uα
Ls
,

diβ
dt

= −Rs
Ls
iβ − ψpm

Ls
ω cosϑ+

uβ
Ls
.

Nyní je je²t¥ t°eba p°idat dal²í dv¥ diferenciální rovnice pro otá£ky ω a
polohu ϑ. Rovnice pro ϑ je triviální a uº byla uºita, jedná se o

dϑ

dt
= ω.

Rovnice pro ω získáme následovn¥ ze základních zákon· mechaniky: Pro
to£ivý moment (speciální p°ípad momentu síly pro silovou dvojici, kdy se vek-
tory skládají na nulu, av²ak mají to£ivý ú£inek, v anglické literatu°e ozna£eno
jako torque) platí obecn¥ vztah

τ =
dL

dt
,

kde L ozna£uje moment hybnosti (angular momentum). P°i uvaºování p·sobení
více to£ivých momentu moment· pak

τ1 + . . .+ τn =
∑

τ =
dL

dt
.

Uvaºujeme-li rotaci kolem pevné osy, lze moment hybnosti vyjád°it jako

L = Jωm,

kde J ozna£uje moment setrva£nosti (moment of inertia) a ωm je mechanická
úhlová rychlost. Po dosazení tedy∑

τ =
dL

dt
=
d(Jωm)

dt
= J

dωm
dt

.

To£ivé momenty
∑
τ jsou:

• moment získaný konverzním procesem elektrické energie, který vyjad°uje
hlavní vlastnost to£ivého stroje, a to práv¥ p°evod elektrické energie na
mechanickou, tento mement ozna£íme jako Te

• zát¥ºný moment reprezentující zatíºení stroje, tedy v podstat¥ to, co mo-
tor pohání, je v²ak t°eba uvaºovat, ºe p·sobí v opa£ném sm¥ru a stroj
brzdí, ozna£íme ho tedy −TL

• dále je je²t¥ t°eba uvaºovat ztráty ve stroji v d·sledku t°ení, tento moment
op¥t p·sobí v opa£ném sm¥ru a uvaºujeme jej lineárn¥ závislý na otá£kách
ωm, tedy −Bωm, kde B je koe�cient viskozity (t°ení)
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Rovnice po dosazení tedy p°ejde na tvar

Te − TL −Bωm = J
dωm
dt

.

Nyní je je²t¥ t°eba vyjád°it to£ívý moment Te na základ¥ elektrických veli£in.
Toho lze dosáhnout výpo£tem p°es okamºitý elektrický výkon, pro trojfázový
systém

P = uaia + ubib + ucic.

Po transformaci do systému αβ získáme vyjád°ení

P = kp (uαiα + uβiβ) ,

kde kp ozna£uje Parkovu konstantu s hodnotou kp = 3
2 . Nap¥tí je zde uvaºováno

indukované ui = dψs

dt =
d(Lsis+ψpme

jϑ)
dt = Ls

dis
dt + jωψpme

jϑ a z n¥j vyuºijeme
pouze sloºku bez derivace proudu, protoºe ta slouºí k tvorb¥ samotného magnet-
ického pole stroje a nepodílí se na tvorb¥ výkonu, tedy ωψpmj(cosϑ + j sinϑ).
V systému αβ získáme vyjád°ení

uα = −ωψpm sinϑ,

uβ = ωψpm cosϑ,

tedy po dosazení

P = kp (−iαωψpm sinϑ+ iβωψpm cosϑ) .

Moment Te lze pak ur£it ze vztahu P = ωmTe a tedy

Te =
P

ωm
= kp

iβωψpm cosϑ− iαωψpm sinϑ

ωm
= kpppψpm (iβ cosϑ− iα sinϑ) ,

kde jsme vyuºili vztahu ω
ωm

= pp.
Dosazení do rovnice pro momenty pak vede na tvar

kpppψpm (iβ cosϑ− iα sinϑ) − TL −Bωm = J
dωm
dt

.

Je²t¥ je t°eba upravit rovnici tak, aby v ní nevystupovaly mechanické otá£ky
ωm, ale otá£ky elektrické ω. Toho je moºno snadno dosáhnout násobením celé
rovnice pp. Rovnici je²t¥ vyd¥líme momentem setrva£nosti J a získáme tvar

dω

dt
=
kpp

2
pψpm

J
(iβ cosϑ− iα sinϑ) − TLpp

J
− B

J
ω.

Tedy máme poslední rovnici následující soustavy:
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diα
dt

= −Rs
Ls
iα +

ψpm
Ls

ω sinϑ+
uα
Ls

diβ
dt

= −Rs
Ls
iβ − ψpm

Ls
ω cosϑ+

uβ
Ls

dω

dt
=

kpp
2
pψpm

J
(iβ cosϑ− iα sinϑ) − B

J
ω − pp

J
TL

dϑ

dt
= ω

Diskretizace

Diskretizací pomocí Eulerovy metody s £asovým krokem ∆t získáme následující
diskrétní rovnice:

iα,t+1 =

(
1 − Rs

Ls
∆t

)
iα,t +

ψpm
Ls

ωt sinϑt +
uα,t
Ls

iβ,t+1 =

(
1 − Rs

Ls
∆t

)
iβ,t −

ψpm
Ls

ωt cosϑt +
uβ,t
Ls

ωt+1 =

(
1 − B

J
∆t

)
ωt +

kpp
2
pψpm

J
∆t (iβ,t cosϑt − iα,t sinϑt) −

pp
J
TL∆t

ϑt+1 = ϑt + ωt∆t

Rotace do dq

P°evod do rotující sou°adné soustavy dq pooto£ené o úhel ϑ a rotojící rychlostí
ω: [

xd
xq

]
=

[
cosϑ sinϑ
− sinϑ cosϑ

] [
xα
xβ

]
(nebo stejného efektu lze dosáhnout i pouºítím komplexních sou°adnic a

zápisem xdq = ejϑxαβ , jako v odvození rovnic rovnou do tvaru v dq sou°adnicích)
následn¥ tedy

id =iα cosϑ+ iβ sinϑ

iq =iβ cosϑ− iα sinϑ

a analogicky pro u; naopak pro opa£ný sm¥r transformace

iα =id cosϑ− iq sinϑ

iβ =iq cosϑ+ id sinϑ

a op¥t anoalogicky pro u, coº po dosazení do p·vodních diferenciálních rovnic
vede na
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d(id cosϑ− iq sinϑ)

dt
= −Rs

Ls
(id cosϑ− iq sinϑ) +

ψpm
Ls

ω sinϑ+
ud cosϑ− uq sinϑ

Ls
d(iq cosϑ+ id sinϑ)

dt
= −Rs

Ls
(iq cosϑ+ id sinϑ) − ψpm

Ls
ω cosϑ+

uq cosϑ+ ud sinϑ

Ls

dω

dt
=

kpp
2
pψpm

J
(iq) −

B

J
ω − pp

J
TL

dϑ

dt
= ω

ve t°etí rovnici rovnou dosadíme iq, £tvrtá se nem¥ní a z prvních dvou
vyjád°íme rovnice pro proudy a nap¥tí v d a q, nap°íklad tak, ºe první rovnici
násobíme cosϑ a se£teme s druhou násobenou sinϑ, dále pak první rovnici ná-
sobenou − sinϑ se£teme s druhou násobenou cosϑ, tento postup vede na rovnice

did
dt

− iqω = −Rs
Ls
id +

ud
Ls

diq
dt

+ idω = −Rs
Ls
iq −

ψpm
Ls

ω +
uq
Ls

dω

dt
=

kpp
2
pψpm

J
iq −

B

J
ω − pp

J
TL

dϑ

dt
= ω

otázkou je co se £leny −iqω a idω na levé stran¥ první a druhé rovnice,
protoºe kdyº bychom nejd°íve provedli diskretizaci a aº následn¥ p°evod do
dq sou°adnic, tyto £leny z°ejm¥ nevzniknou, nevzniknou také, kdyº soustavu
dq de�nujeme ne jako pooto£enou o ϑ, ale jako soustavu pooto£enou o n¥jaké
konstantní ε, proto se bude vhodné otestovat, jaký je vliv t¥chto £len·

diskretizovaná verze rovnic v dq je tedy

id,t+1 + (−iq,tωt) =

(
1 − Rs

Ls
∆t

)
id,t +

ud,t
Ls

iq,t+1 + (id,tωt) =

(
1 − Rs

Ls
∆t

)
iq,t −

ψpm
Ls

ωt +
uq,t
Ls

ωt+1 =

(
1 − B

J
∆t

)
ωt + ∆t

kpp
2
pψpm

J
iq,t −

pp
J
TL∆t

ϑt+1 = ϑt + ωt∆t

Vliv £ervených £len·: testováno na simulátoru, který s nimi ale asi
nepo£ítá a tedy je výsledek ²patný, dost se to rozkmitá (i kdyº to teda drºí
tvar k°ivky), °ídící nap¥tí jde na dorazy, prost¥ je to ²patný, jak by to b¥ºelo
na skute£ném motoru je otázka
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