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Predmluva

Tato prace vznikla jako nékolika strankové pojednani o zakladech bayesovského odha-
dovani a tizeni zalozeného na dynamickém programovani. Byla urcena pro studenty vy-
branych projektil katedry aplikované matematiky na Fakulté dopravni CVUT. Postupné
byla doplnovana priklady a rozsitena o specialni tematiku modelt smési distribuci a mo-
delu, vyuzivajicich aproximaci pomoci spline funkci. Tyto aplikace jsou zvlasté vhodné
pro odhadovani a fizeni v dopravé, nebot umoziiuji modelovani vice stavovych systémil
a velicin s hladkymi prubéhy.

Prace podava (doufejme, ze) srozumitelny vyklad zdkladu bayesovského pristupu ke
statistice a ukazuje jejich aplikaci na odhadovani a fizeni s linedrnimi modely. Vyklad je
zalozen na prikladech, demonstrujicich konkrétni teoretické oblasti. Protoze vyklad mé byt
blizky studentim, neni cilem prace podat co nejobecnéjsi teorii i s dukazy predkladanych
tvrzeni, ale spiSe ukazat "k ¢emu to je” a ”jak se to pouzije”. Proto jsou vysledné algoritmy;,
pokud je to mozné, dolozeny ptislusnymi programy v jazyce MATLAB. Predpokladana
znalost matematiky je na tirovni standardniho zakladniho kurzu na technické vysoké skole.
Specidlni oblasti, které dand problematika vyzaduje, jsou poddny bud pifmo v textu nebo
v kapitole Dodatky.

Prvni kapitola prace je motivacni. Na velmi jednoduchém dopravnim piikladé uka-
zuje nékteré zakladni rysy modelovani a odhadu tohoto modelu. Druha kapitola uka-
zuje zakladni pristup k odhadovani a tizeni pro modely bez popisu pomoci hustoty
pravdépodobnosti. Ukazuje se zde podstata metody nejmensich ¢tverci (pro odhad)
a dynamického programovani (pro navrh optimalniho fizeni). Tteti kapitola je vénovana
zakladum bayesovského pohledu na pravdépodobnost a pravdépodobnostniho popisu
diskrétnich i spojitych nahodnych velicin. Tematicky nejdulezitéjsimi jsou kapitoly 4
az 7. Ve ctvrté kapitole je zaveden pravdépodobnostni popis modelu vyjadieny jako
podminéna hustota pravdépodobnosti. Tento obecny popis je potom specifikovan pro
jednotlivé dulezité varianty modelt, a to jak pro diskrétni, tak i pro spojité modelované
veliciny. Kapitola pata pojednava o odhadu modelu z predchozi kapitoly a predpovedi
modelované veli¢iny na zékladé odhadnutého modelu. Sestd a sedmé kapitola je vénovéana
problematice tizeni. Nejdrive jsou uvazovany modely se znamymi parametry, pozdéji se
predpokladaji parametry neznamé. Dalsi ¢ést prace se zabyva specialni, avSsak v doprave
velmi dulezitou, problematikou. Jedna se o popis soustavy pomoci multimodelu a o mo-
dely, které se opiraji o aproximaci modelované veliciny pomoci spline-funkce. V desaté
kapitole je uvedena fada ptikladu, které maji ilustrovat moznosti ne zcela ptimocarého
vyuziti probrané teorie. V posledni kapitole jsou uvedena néktera odvozeni, ktera by svou
délkou narusovala plynulost vykladu v predchozich kapitolach.

I kdyz je tato prace puvodné urcena pro studenty a doktorandy Fakulty dopravni,
muze byt uziteéna i studentum ostatnich vysokych skol nebo technickym pracovnikum,
zajimajicim se o danou problematiku.

Na tomto misté bych rad podékoval vSem, kdo mi s ptipravou této publikace pomohli.
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Kapitola 1

Matematické modely v doprave

Jako motivaci pro nase pojednani o bayesovském odhadovéni a fizeni v dopravé uvedeme
jednoduchy ptiklad. Jeho tkolem je volné nastinit problematiku a ilustrovat zakladni
pojmy, se kterymi se dale budeme setkavat.

1.1 Priklad dopravni ulohy

Uvazujme kiizovatku tvaru T, jejiz schéma je na obrazku [1.1. Automobily do ni piijizdéji

/

Obrazek 1.1: Schéma kiizovatky

po silnici 1 a odboéuji bud doprava do silnice 2, nebo doleva do silnice 3. Na silnicich 2
a 3 méfime intenzitu provozu ¢, tj. pocet vozidel, ktera tudy ze silnice 1 projedou za
jednu minutu. Nasim ikolem je odhadovat podil o vozidel odboéujicich doprava, nebo
jinak Teceno, urcit pravdépodobnost «, ze auto nahodné prtijizdéjici po silnici 1 odboci
doprava. Tuto pravdépodobnost patrné pfesné neurcime, ale budeme se snazit najit co
nejlepsi jeji odhad, ktery ozna¢ime &. Pravdépodobnost o povazujeme za parametr této
ulohy, a mluvime proto dale o odhadu parametr.

Meéireni provadime kazdou celou minutu a casové okamziky méfeni oznacime
prirozenymi ¢isly 1,2, ... ¢. Ziskdme tak data (posloupnost naméfrenych hodnot)

¢ir Pro 1 =23 a 7=1,2,--- 1. (1.1)

Nabizi se nékolik feseni se stejnym vysledkem ale ruznou obecnosti.
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1.2 Zpusoby reSeni dopravni tlohy

Odhad pomoci statistické definice pravdépodobnosti

Nahodnym pokusem je prujezd vozidla kfizovatkou. Pokus m& dva mozné vysledky:
odboceni doprava nebo doleva. Sledovany jev je odboceni doprava. Jeho pravdépodobnost
a je pii velkém poctu pokusu dana podilem poétu priznivych vysledku (poé¢tu odboceni do-
prava) a poctu pokusu (celkového poétu vozidel, kterd kiizovatkou projela). Protoze pocet
automobilt projizdéjicich kfizovatkou mérime prubézné v terminech intenzit, muzeme od-
had poméru vozidel odbocujicich doprava vyjadrit jako nasledujici zlomek

t
= @r (1.2)
T:1<Q2,’T + Q3,T)

o=

Budeme-li tento vypocet opakovat pro dostatecné velky pocet ¢asovych okamziku, budou
se hodnoty & lisit navzajem jen nepatrné a budou ziejmé blizké skutecné hodnoté a.

&  Vzorec (1.2) urluje dobry odhad skute¢ného pomé&ru vozidel odbolujicich na
k¥iZovatce doprava.

Rekurzivni odhad pomoci statistické definice pravdépodobnosti

Abychom si nemuseli pamatovat celé posloupnosti starych dat, zavedeme statistiky
(Castecné soucty intenzit)

/Qi(T):/ﬁli(T—l)—Fqu, i:2,3, T:1,2,...,t, (13)

s pocatecéni hodnotou x;(0) = 0, i = 2,3. Pro takto zavedené statistiky plati

Ri(t) = Z:lqw (1.4)

a pro odhad parametru o dostaneme

K9 (t)

O =00 ()

(1.5)

& Vzorec (1.5) predstavuje stejny odhad jako (1.2), ale zapsany pomoci priib&zn&
poditanych statistik.

Poznamka: Odhady je mozno z priibézné pocitanych statistik pocitat také priubézné.

Pozndamka: Mdme-li ur¢ity (tzv. apriorni) odhad hodnoty parametru «, muzeme jej do
statistik zabudovat tak, ze nezvolime jejich poc¢atec¢ni hodnoty nulové, ale takové, aby vyjadrovaly
nase predstavy o tomto parametru:

r2(0)

——————— vyjadruje nas pocatecni odhad hodnoty parametru a,
k2(0) + k3(0)

® pomeér
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e velikost k2(0) + k3(0) vyjadiuje vahu tohoto poc¢dteéniho odhadu vzhledem k mérenym
datum.

Cviceni: Na nasledujicim piikladé ovéite vliv pocatecnich hodnot statistiky.
Provedli jsme jedno méfeni a obdrzeli data g2 1 = 2, g3.1 = 8. Pocatec¢ni hodnoty volime

1. k2(0) =1, k3(0) =1,
2. k2(0) =100, k3(0) = 100.

Ovérte, ze velké hodnoty pocatecnich podminek maji tendenci se vice prosadit proti prvnim
naméfenym datam.

Odhad pomoci deterministického modelu

Z proudu aut ¢, = g2+ + q3-, prichazejiciho po silnici 1, odboci podil o aut doprava
a vytvori proud ¢s. Plati tedy:

Q2r = Q1 7, T=12..t1. (1.6)

Je ziejmé, ze takovy model je idealizace. Ve skutec¢nosti se bude pomér aut odbocujicich
doprava v kazdém okamziku méteni vzdy trochu lisit a 1ze hovotit pouze o jeho ”idedlni”
hodnoté. Tento nedostatek deterministického modelu lze ftesSit zavedenim poruchové
veli¢iny, kterd popisuje okamzité odchylky od prumérné (”idedlni”) hodnoty. Muzeme
postupovat dvojim zpusobem.

Deterministicky model s poruchou v parametru

Uvazujeme poruchu, kterd pusobi na parametr a a zpusobuje, ze tento parametr je
proménny, tj. kolisd kolem své "idealni” hodnoty. Pro jednoduchost budeme v tomto
pifpadé uvazovat konstantni pifjezd vozidel, tedy ¢, = ¢ pro vsechna 7. Model m4
potom tvar

Q2. = O (1. (1.7)

Odhadovani parametru provedeme takto:
Pro jednotlivé ¢asové okamziky muzeme psat rovnosti

G210 = 141,
22 = Q2qq,

(1.8)
G2t = Q1.

Secteme levé i pravé strany téchto rovnosti a dostaneme

¢ ¢
Z Qor = Z Q. (1.9)
T=1 T=1

Pomoci (1.4) a rovnosti t ¢; = k1(t) = Ka(t) + k3(t) muzeme rovnost (1.9) psat ve tvaru

Iig(t) = ;QZ,T = Z 1OéTt q = 12 OéT<I€2(t> + lig(t)).

=1 t =1
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Odtud dosazenim do (1.5) dostavame

. Ko (t 1<¢

ot LIy (1.10)
Ko(t) + K3(t) t

Vidime, ze:

& Odhad (1.5) udavéd pramé&rnou hodnotu &asov& promé&nného parametru a.
Poznamka: Popsany postup vede k optimalnimu odhadu jen v nejjednodussich pripadech.
Zarucuje totiz jen nulovy prumér odchylek v rovnicich, nikoli nejmensi odchylky. Pouzité
kritérium musi zarucit, aby se s¢itané chyby nemohly navzajem kompenzovat. Proto se jako

kritérium pouzivd soucet ¢tverci nebo absolutnich hodnot odchylek. Soucet ¢tverci ma proti
souctu absolutnich hodnot vyhodu, zZe jej lze derivovat. To je dobré pro hledani minima.

Poznamka: Pristup, pouzivajici proménné parametry modelu, neni obvykly. Prace s ta-
kovym modelem je znac¢né obtiznd, nebot vede na feseni diferenc¢nich rovnic s proménnymi
koeficienty.

Deterministicky model s poruchou v datech

Uvazujeme poruchu v datech. Model (1.6) ma potom tvar
q2,7' - QQI,T + €r, (111)
kde

e- je porucha modelujici skutecnost, ze néktera auta misto odboceni doprava, jak by
v 7idedlnim” ptipadé méla, odboéi doleva,

a je parametr, ktery je v tomto piipadé konstantni.

Odhad parametru muze byt nésledujici: Pro jednotlivé ¢asové okamziky dostavame
rovnice

421 = Qqi1+eq,
22 = Qqi2+ ez, (1.12)
G2t = Qi+ €.

Opét secteme levé a pravé strany rovnic, vyuzijeme (1.4) a dostdavame
t
Ra(t) = alra(t) + K3()] + D er.
T=1

V piipadé, Ze plati ¢_, e, = 0, dostavadme vzorec (1.10), tj.

K9 (t)

ra(t) + s (t)” )

o=

Poznamka: Vidime, Ze kdyZz budou mit rovnice (1.12) v praméru nulovou chybu, bude
vzorec pro odhad & ddn vztahem (1.13), stejné jako drive. Tato tvaha je namisté, jestlize
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predpokladame, Ze skutecné néjaka porucha e,, T = 1,2, ...,t, existuje a vstupuje do zminénych
rovnic.

a porucha e, je pouze fiktivni. Potom lIze predchozi predpoklad o poruse formulovat jako
pozadavek: Urcete odhad parametru « v rovnicich (1.12) tak, aby pro naméfend data méla

porucha v pruméru nulovou chybu. Tento pozadavek je urcitym kritériem, podle néhoz neznamy
parametr urcujeme. Vysledkem je jiz odvozeny vzorec (1.13).

& Vzorec (1.13) je opét stejny jako v (1.5) a ddva odhad, pro n&jz maji rovnice (1.12)
v priméru nulovou poruchu.

Cviceni: Ovéite, ze stejny vysledek dostaneme i pti pouziti daleko kvalitnéjstho kritéria,
kterym je minimum souctu ¢tvercu poruch v jednotlivych rovnicich, tedy

t
min Z el
«
i=1

Névod: v rovnicich vyjadiete odchylky a zapiste kritérium — soucet ¢tverci odchylek. Jeho
minimum vypoctéte tak, ze derivaci kritéria podle a polozite rovnu nule. Odtud vyjadrete a.

Reseni pomoci pravdépodobnostniho modelu

Pravdépodobnost, ze ndhodné vybrané auto odboc¢i doprava, je «, doleva 1 —a. V ¢asovém
okamziku 7 pfijede za jednu minutu ¢, = g2 + g3, aut. Pravdépodobnost, Ze jich g¢a -
odboci doprava a q; ; — g2, = g3 doleva, je ddna binomickym rozdélenim

P(q2,7'7 Q3,T|04) == (qu * q3,‘r> O-/q2"r(1 - Oé)qS’T. (114)
q2,‘r

Tento vztah predstavuje pravdépodobnostni model nasi k¥izovatky v casovém okamziku 7.

Vérohodnostni funkce L;(a): Obsahuje v sobé informaci o hledaném parametru ziskanou

z naméfenych dat — viz (5.5). Je ddna souc¢inem modelu (1.14) v jednotlivych casovych
okamzicich, tj.

. L (gt : ‘
Li(o) = TT Plaar-aarle) =TT ( 377)‘)‘2”‘”%1 S

=1 =1 q2,'r
Oznacéime-li k = [[t_, (q2’;:f?”) a vyuzijeme-li oznaceni (1.4), muzeme vérohodnostni
funkei (likelihood) zapsat ve tvaru
Li(e) = ka0 (1 — )0, (1.15)

kde ¢asovy vyvoj statistik «;(t), = 2,3, je dan vztahem (1.3).

Maximalné vérohodny odhad parametru o: Za odhad se voli nejpravdépodobnéjsi hod-
nota parametru «, tj. maximalizuje se vérohodnostni funkce. Hleda se tedy «, pro které
je splnéna rovnost

dLi (@)
da

:(:]7
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kde L; je vérohodnostni funkce z (1.15). Tato podminka je splnéna pro

I{Q(t)

Fat) + ris(t) 10

o =
& To je opét stejny odhad jako v (1.5).

Cviceni: Oveéite odhad anulovanim derivace vérohodnostni funkce a vypoctem a.

St¥edné& kvadraticky odhad parametru o: Zvolime-li za kritérium stiedni hodnotu kva-
dratického vyrazu (o — &)?, pomoci kterého mérime kvalitu odhadu & parametru «, do-
staneme optimélni odhad (jak pozdéji ukdzeme) jako stiedni hodnotu a podminénou
vSemi namétrenymi daty az do ¢asu t (oznac¢ime je ¢(t)). Jeji hustota pravdépodobnosti
f(alq(t)) je ddna normalizovanou vérohodnostni funkei (tj. vérohodnostni funkei délenou
jejim integralem pres cely definiéni obor), pro kterou z vypocetnich duvodu nyni zvolime

pocéteéni podminku «;(0) = —1. Dostaneme
a//iz(t)fl(l _ a)ng(t)fl
flalg(t)) = [T ama(®-1 ka1 de
0 Q (1 —a)rs da
Pozndamka: Pocdtecni podminka k;(0) = —1. je prozatim zavedena formalné z vypocetnich

diivodii. Jiz ted je ale mozno konstatovat, Ze moznost zavedeni pocdtecnich podminek (tzv. apri-
orni informace) je velikou prednosti bayesovského pravdépodobnostniho pristupu — viz druhou
poznamku ke vzorci (1.3).

Pro odhad « podle (11.3) a (11.5) plati

1 Loaf2®=1(1 — q)rst)—-1 40
& = FElalq(t)] = /0 af(alq(t)) da = fofol oﬁz(t)l(il_ a)fzs(t)l d(l = (1.17)
_ Blra(t) + Ls(t)] _ ralt)
Blra(t), k3(t)] ko(t) + K3(t)

& Odhad je opét stejny jako v (1.5), ale s potate¢ni podminkou x;(0) = —1.

Cviceni: Pokuste se odvodit tvrzeni, ze minimalizaci stfedni hodnoty kvadratického
kritéria dostaneme optimélni odhad parametru « jako stfedni hodnotu.

Navod: Kritérium umocnéte a provedte stiedovani. Uvédomte si, Ze ndhodna veli¢ina je «,
zatimco odhad & je konstanta. (ﬂprava je podobnd odvozeni vypocetniho vzorce pro rozptyl.)

1.3 Typy uloh odhadovani a rizeni

V predchozich odstavcich jsme nastinili problematiku modelovani a odhadu dopravniho
systému. Vidéli jsme, Ze na systému meérime urcité veliciny, tzv. vystupy systému,
a v nékterych pripadech muzeme jiné veli¢iny sami zadavat, tzv. vstupy systému. Systém
je popsédn modelem. To je funkce, kterd umoznuje urcit vystup (nebo jeho statistické cha-
rakteristiky) pomoci parametrit modelu a starsich dat, zméfenych na systému). Ukolem
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odhadovdni je odhadnout hodnoty parametru (nebo jejich charakteristiky) ze zmérenych dat.
Ukolem vizent je urcit vstupni veli¢iny systému na urcity pocet kroku dopiedu, tzv. horizont
fizeni, tak, aby vystupni veli¢ina méla pozadovanou hodnotu.

Pro lepsi orientaci nyni uvedeme zakladni tilohy, kterymi se budeme déle zabyvat.

e Rizeni pro znamé parametry modelu systému
V tomto ne piili§ realistickém piipadé uvazujeme model, jehoz parametry jsou znamé.
Nagim ukolem je uréit hodnoty vstupnich veli¢in tak, aby vystupni veli¢ina byla co nejblize
zadané, nejcastéji konstantni, hodnoté.

e Odhad parametrd systému
Zde se snazime z naméfenych dat urcit parametry modelu systému tak, aby tento model
co nejlépe popisoval vystup systému.

e Predpovéd’ vystupu pro neznamé parametry modelu
Ukolem je nalézt takovy popis systému, ktery by predpovidal budouci hodnotu vystupu
jen na zékladé starsich dat, nikoliv parametru. Takovy popis lze ziskat spojenim modelu
systému s odhadem jeho parametru.

e Rizeni vystupu pro neznamé parametry modelu
Ridici veli¢ina, podobné jako predpovéd vystupu, nesmi zdviset na nezndmych para-
metrech modelu systému. Proto musime syntézu fizeni rovnéz spojit s odhadem. Podle
zpusobu, jakym to provedeme, rozliSujeme duvéfivou a opatrnou strategii fizeni.

— Duvériva strategie rizeni, kdy za neznamé parametry dosazujeme jejich bodové od-
hady.

— Opatrnd strategie rizeni, kdy pfi syntéze uvazujeme popis parametri pomoci jejich
hustot pravdépodobnosti.
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Kapitola 2

Uvod do rizeni a odhadovani

V této kapitole nac¢rtneme prvni pohled na tlohy fizeni a odhadu. Pro za¢atek nebudeme model
systému vyjadiovat pomoci hustoty pravdépodobnosti. Budeme uvazovat deterministicky popis
systému, ve kterém je ndhodnost modelovdna néjakou poruchou. Algoritmy, které pii takto
zjednodu8eném piistupu odvodime, budou piesto dobie ukazovat zakladni mySlenky algoritmu
bayesovského odhadovani a fizeni, kterymi se budeme zabyvat pozdéji. Jako zakladni doplitkovou
literaturu lze doporu¢it napf. [1] pro fizeni a [2] pro odhad metodou nejmensich ¢tvercu.

2.1 Model systému

& Model systému je predstavovdn matematickym vztahem, ktery urluje rozdéleni
pravd&podobnosti vystupu systému na zdklad& ur&itych konstant (parametri modelu),
vstupni veli¢iny, star$ich dat a rozd&leni pravdépodobnosti poruchy (Sumu modelu).

e porucha
U Y
—_— S >
vstup vystup

Obrazek 2.1: Blokové schéma modelu systému

Veli¢iny, které v modelu vystupuji, je mozno znézornit pomoci blokového schématu na
obrazku [2.1. Do systému S vstupuje signal u — vstup a vystupuje signal y — vystup. Vstup
zaddvame my jako operatofi, zpravidla pomoci reguldtoru, ktery jsme urcili a ktery pracuje se
starsimi vstupy a vystupy — v tzv. zpétné vazbé. Do soustavy dale vstupuje porucha e. Hod-
noty této poruchy nemuzeme métit. Jen na ni klademe néjaké predpoklady, jako napt., ze jeji
dlouhodoby pramér je nula, nebo Ze jeji hodnoty jsou nezavislé na minulych datech. Vstup i
vystup soustavy vzorkujeme, tj. mérime jejich hodnoty v ekvidistantnich ¢asovych okamzicich.
Tyto okamziky oznacujeme celymi ¢isly. Méfend data jsou tedy posloupnostmi hodnot jednot-
livych signala, jejich indexy oznacuji okamziky méfeni. V ¢asovém okamziku 7 tedy uvazujeme
t¥i konecné posloupnosti y., u,, e, pro 7 = 1,2, ...,t,..., N. Udaje oznacené indexem 7 bu-
deme pro 7 = t nazyvat "soucasnymi”’, pro 7 < t "starymi”, nebo také ”jiz naméfenymi”, pro
7 > t "budoucimi”. Celkovy pocet ¢asovych okamziki, pro které budeme soustavu odhadovat
(a pripadné fidit), jsme oznacili N.

17
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Regresni model rdadu v

Tento model je nejcastéji pouzivanym popisem systému. Urcuje aktudlni vystup soustavy
jako linedrni kombinaci aktudlniho vstupu u; a starsich vstupu a vystupu (dat). Jako slozka

tvaru

v
Y = bouy + Z(aryth +brus—7) Fcte, t=1,2,.,N, (2.1)

=1
nebo ve vektorovém tvaru
yr=pl0+e, t=1,2,...,N, (2.2)

kde

v je hloubka paméti, tzv. fdd modelu,

a1, a2, ..., ay, by, b1, ba, ..., by, ¢ jsou parametry modelu (konstanty),

yr je vzorkovany vystup (posloupnost ¢isel),

ur je vzorkovany vstup (posloupnost ¢isel, definujici po édstech konstantni vstup),

e, je ndhodnd porucha (posloupnost ¢isel — realizaci ndhodné veli¢iny s nulovou stiedni
hodnotou a konstantnim rozptylem o2),

symbol T oznacuje transpozici,
07 = [bg, a1, b1,...,a,,b,,c| je vektor regresnich parametrii modelu,

oF = [ug, ys—1, U1, .- -, Yt—v, Ut—y, 1] je regresni vektor modelu.

Priklad posloupnosti vzorkovaného vstupu a vystupu je znazornén na obrazku [2.2.

YN
y Ys Ye Y7 e
y4 .................... U
yz T
Y2
Y1
1 y
uz
U1 U9 “ . .
Uus
O 1 2 3 4 5 6 7 |

Obrazek 2.2: Grafy vystupu a vzorkovaného vstupu

Priklad [Regresni model 1. #adu bez Sumu |
Zvolime-li v (21) v =1, by =1, a; = 0.5, by = 0 a poruchu e, = 0 pro vSechna 7, dostaneme
nasledujici tvar regresniho modelu

Yr = 0.5y4—1 + uy. (2.3)

Tento model popisuje deterministicky dynamicky systém. Je-li u, = 0 pro vSechna 7, nazyva se
model autonomni, nebo také nefizeny, a popisuje doznivani po¢ateéni podminky . Je-li u, # 0
pro néjaké 7, pak model popisuje tizeny systém. Napt. pro pocateéni podminku yg = 10 a fizend:
u1 =1, ur =0 pro 7 > 1 je vypocet odezvy tohoto modelu v tabulce
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ur | vypotety | yr

— 10
05x104+1| 6
05x6+0 | 3
05x34+0 | 1.5

W N = ON
c o+~ |

( konec prikladu )

Poznamka: Pro deterministicky systém je mozno pii znamych vstupech w, celou odezvu
predem spocitat a ridit bez zpétné vazby. Stochasticky systém je tireba ridit se zpétnou vazbou.

Priklad [Regresni model 1. fadu se Sumem |

Model ma tvar

yr = 0.5y:—1 + up + ey, (2.4)

kde e; je porucha (Sum), o které predpokldddme, stejné jako v (2.2), ze nijak nesouvisi se
starsimi daty méfenymi na soustavé. Tento model je strukturou shodny s predchozim, ale navic
jsme pfidali poruchu, kterd zptsobuje narusSeni jinak idedlniho prubéhu vystupu generovaného
deterministickym systémem.

Model popisuje stochasticky dynamicky systém. Vypocet jeho odezvy y pro dany vstupni
signal u a jednu vybranou realizaci poruchy e je naznaéen v nasledujici tabulce

T | ur | er vypocet y Yr
0| — — — 10
1 1 [01] 05x10+1+0.1 6.1
2 0 |-03| 05x6.14+0-0.3 | 2.75
310 10205x274+0+0.2]|1.575

( konec prikladu )

Poznamka: Do kazdé dalsi hodnoty vystupu se zapocitava i Sum. Zapojeni, které uvazujeme,
je schematicky zndzornéno na obrazku 2.3).

Obrazek 2.3: Schéma zapojeni modelu se Sumem
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2.2 Zakladni uloha rizeni

Budeme predpokladat, ze uvazovana soustava je popsdana deterministickym regresnim modelem,
tj. modelem (2.1) bez Sumu

v
yr = boug + Z(aTyth + bTuth) +c,

=1
a ze zname potiebné pocatetni podminky
Yo, Y—15---5,U0, U—15 .- .-

Cilem je sestavit plan konecnych vstupa u, na horizontu fizeni N tak, aby tyto vstupy minima-
lizovaly kritérium

i—ii 2 (2.5)
_NTZIyT' '

Ulohu budeme demonstrovat na prikladé. Pfi odvozeni syntézy, stejné jako i pri vypoctech
potfebnych v odhadovani, budeme ¢asto pouzivat doplnéni kvadratického vyrazu na uplny
¢tverec. Tento postup je pripomenut v dodatku [11.1L

Rizeni s deterministickym modelem 1. fadu

Uvazujme horizont pro fizeni N = 3, kritérium (2.5)

T=> ¢} (2.6)

a deterministicky regresnim modelem 1. fadu podle (2.3)), ale s obecnymi koeficienty a, b
Y = ays—1 + buy . (2.7)

Potirebnou pocatectni podminkou je .

Jednordzovd minimalizace kritéria

Protoze se jednd o deterministickou soustavu se zndmymi poc¢ateénimi podminkami, 1ze vechny
hodnoty vystupu, figurujici v kritériu pro zndmé hodnoty vstupu, vyjadiit (predpovidat) pomoci
pocatecnich podminek a fizeni

y1 = ayo+ buy,
ya = ay1 + bug = alayo + buy) + bug = a’yg + abuy + bus,
ys = ayz + bus = a(a® + abuy + buy) + bus = ayo + a®buy + abug + bus.

Dosadime-li tyto predpovidané hodnoty do kritéria (2.6), dostaneme J jako funkci nezndmych
u1,uz, us (pocateéni vystup yo a parametry a, b predpokldddme znamé). Trojice tizeni, kterd
kritérium (2.6) minimalizuje, pfedstavuje fizeni optiméalni.

Poznamka: Jak jsme se jiz zminili, pro deterministicky systém je mozno spocitat hodnoty
optimalniho fizeni pro vsSechny casové okamziky najednou. Neni tifeba cekat na postupné ge-
nerované vystupy a zavadét zpétnou vazbu. Minimalizaci ale miiZeme provadét také postupné.
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Vzhledem k navaznosti na dynamické systémy a prirozené vyzadovanou kauzalitu regulatoru
budeme minimalizovat ”odzadu” proti sméru casu.

Protoze chceme ziskat fizeni kauzdlni, kdy soucasny vstup zdvisi jen na minulych (ni-
koli budoucich) datech, je tfeba pomoci predpovédi eliminovat budouci vystupy, které by
zpusobovaly nekauzalitu akénich zasahii. Neni tfeba eliminovat vSechny vystupy na horizontu
fizeni. Vypocteny akéni zdsah muze zaviset na minulych, a tedy jiz zndmych vystupech. V ¢ase
t = 3 generujeme vstup ug, kterym fidime vystup ys. Tento vystup tedy pro uréeni ug nesmime
pouzit. V kritériu za néj dosadime z rovnice modelu. Dostaneme

J:y% + y% + (ay2+bU3)2.

Tim jsme se zbavili y3, které neni pro vypocet ug k dispozici a dostali jsme kritérium jako funkci
ug a starsich dat. Jeho minimalizaci podle us dostaneme

a
uz = _ng )

a obdobné v ¢asech 7 =2 a 7 = 1 obdrzime us a u;. Je tedy

a

U byT,l pro 7=3,2,1.

Poznamka: Rizenije kauzalni, jak jsme to pozadovali a zajistili pii jeho odvozeni. Pro vypocet
u,; Se pouziva starsi hodnota y._1, ktera je v okamziku generovani akéni veliGiny jiz znama.

Poznamka: Postup minimalizace podle klesajiciho ¢asu zde neni nutny. Nezavislost na sméru
minimalizace je dana tim, Ze v kazdém kroku jsme schopni minimalizovat prislusnou ¢ast kritéria
tak, aby zadny zbytek neprechazel do nasledujiciho kroku sekvenc¢ni minimalizace. Napi. na us
zavisi jen posledni ¢len kritéria. Volbou optimalniho fizeni ug = —(a/b) y2 tuto ¢dst kritéria zcela
anulujeme. Ostatni ¢leny kritéria zustavaji nedotceny. Pouze jejich pocet se postupné zmensuje.

Poznamka: Uvedené kritérium se nazyva kritériem pro minimalni rozptyl. Vypocet op-
timalniho fizeni podle tohoto kritéria je velmi jednoduchy, avSak praktickd kvalita rizeni muze
byt pro nékteré modely Spatnd. Ridici zdkon miize generovat nekonecné velké hodnoty fidici
veli¢iny a fizeni tak miize byt prakticky nerealizovatelné.

Postupnd minimalizace kritéria

Abychom pfedesli nedostatkim, které sebou nese kritérium pro minimalni rozptyl, budeme
uvazovat kritérium, které penalizuje nejenom vystupy, ale také vstupy. Velikost penalizace
vstupu voli prostfednictvim proménné w > 0 uzivatel. Jeho efekt je mozno vyzkouset v pro-
gramu pro optimalni fizeni na str. 31. V naSem pfikladé ma kritérium tvar

3

T =3 (2 +wid). (2.8)

T=1
Dosadime-li z rovnice modelu (2.7) pro ¢as t = 3, lze kritérium (2.8) psét jako soucet tii clenu
T = [yi +wui] + [z +wuz] + [(ays + bug)® + wus].

V tomto piipadé se ndm nepodaii volbou fizeni jednotlivé ¢leny kritéria postupné zcela anulovat.
Minimalizaci za¢neme podle u3 a od posledniho ¢lenu, ktery jediny na ug zavisi. Zbytek po jeho
minimalizaci bude funkci pfedchozich vstupt a vystupi a bude mozné jej sloucit s ostatnimi ¢leny
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kritéria a zahrnout do dalsi minimalizace. Protoze v tomto piipadé se nam volbou optimalniho
tizeni nepodaii jednotlivé Cleny kritéria zcela anulovat, a protoze tyto ¢leny jsou po minimalizaci
vzdy funkcemi predchozich dat, je zde nutné pouzit postup minimalizace ”od posledniho ¢lenu”,
ktery nyni provedeme.

Minimalizace 3. €lenu: Minimalizaci provedeme tak, ze 3. Clen kritéria
T3 = (aya + bug)® + wu3

doplnime na uplny ¢tverec v proménné us. Kvadrat muzeme anulovat volbou us, zbytek po
doplnéni se pripoji k ostatnim ¢lentm.

Tz = (ays + buz)? + wui = ud(b? + w) + 2abyausz + a’ys =

2+ 2 +( ab )2 2_( ab )2 )
ST L T rw) T e 22

2
ab a‘w

2
= (52 + w) [Ui% + 02t yz} + myg-

= (b2 +w) + a2y§ =

Oznac¢ime-li )
ab a‘w aw

ryg = 5— 83 = —5—— = —7T73
2 +w’ b2 + w b 7’
pak optimélnim akénim zasahem wus a zbytkem po minimalizaci tiettho ¢lenu jsou
_ : ~en2
uz = —r3y2, min J3 = S3Ys3-

Kritérium po minimalizaci podle u3 pak mtzeme psat ve tvaru

T = [y} +wul] + [y +wu3] + ssy5 = [yi +wui] + [(1 + s3)y3 + wui).

Minimalizace 2. ¢lenu a zbytku: Akéni zdsah us neovlivni prvniho séitance, takze minima-
lizujeme pouze druhého sc¢itance.

+ s3)a’w 2

To = (14 83)y5 + wus = (1 + s3)(ay + bug)? + wui =
(1+ s3)ab
= (1 + s3)(a®y? + 2abyyus + b*u3) + wul = [(1 + s3)0* + w [u TR Toso o
(1+s3)ab \? , (1+s3)ab \?
+((1+83)b2—|—w e (1+s3)b2 4w vr| + (1t ss)a’yf =
(1
1

2
= [(1 + 53)b2 + w] {UZ i (1 + Sg)ab :| (

(1 +83)b2+wy +33)b2—|—w
Oznacime-li
(14 s3)ab (1+ s3)a’w aw
ro = ) S2 = = T2,
(1—|—83)b2 +w (1—|—33)b2+w b

muzeme optimalni akéni zdsah ue a zbytek po minimalizaci druhého ¢lenu psat ve tvaru
_ . )
U = —T2Y1 , min J2 = s2yi.
Kritérium po minimalizaci podle usg je

T = [y} + wud] + sayf = (1 + s2)yf + wul.
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Minimalizace 1. €lenu a zbytku:
Ji=(1+ s2)yf +wui.

Pro y1 = ayy + buy obdobnymi upravami jako v predchozich krocich s ozna¢enim

(1+ s2)ab aw
ne (14 s2)b2 +w’ e
dojdeme opét k vysledku
up=-—riyo,  minJ = sy,

Vysledky maji formélné stejny tvar, pouze Casovy index klesa. Celou postupnou minimalizaci
lze zapsat v nasledujicim algoritmu.

ALGORITMUS
RizeN{
Generovani fidiciho zakona Generovani fidici veli¢iny
sny+1 =0 Yo - apriorni data
fort=N:-1:1 fort=1:N
(14 s¢q1)ab U=—T1Yt—1
" (14 se41)0% +w end %for t
aw

S=p Tt
end %for t
Jo = s1

Poznamka: Kritérium "minimum variance” dostaneme, polozime-li w = 0. Potom bude

a a .
3 ui:—gyi,l a s;=0, 1=3,2,1,

coz odpovida vysledkum, které jsme jiz pro tento pripad odvodili.

Ty =

Cvigeni: Uvedeny algoritmus naprogramujte v jazyce MATLAB a testujte jeho funkci pro
ruzné penalizace vstupu w pii ruznych pocdteénich podminkéch.
Néavod: program je uveden v odstavci 2.4.

2.3 Zakladni uloha odhadovani

Pro névrh fizeni potfebujeme znat koeficienty modelu fizené soustavy. Ty ale ve vétsiné prak-
tickych piipadi zndmy nejsou. Proto je musime zjistovat z dat méfenych na soustavé. Tento
proces nazyvame odhadovanim. Zakladem odhadovani je minimalizace kritéria

N
T=) ¢ (2.9)
T=1
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kde e;, 7 =1,2,... N, interpretujeme jako chyby, se kterymi je splnéna soustava rovnic (2.1) po
dosazeni namétenych dat a odhadnutych koeficienti. Chyby pro odhady minimalizujici kritérium
se nazyvaji rezidua a koeficienty modelu jsou pak bodové odhady parametri.

Zakladni ulohu budeme nejprve demonstrovat na jednoduché tuloze se statickym modelem.
Pii jejim feSeni budeme pouzivat operator primérovani 7 = (2, z;)/N, jehoz zakladni
vlastnosti jsou popsany v dodatku [11.2.

Odhad statického regresniho modelu

A. Skalarni vyjadvieni

Formulace ulohy pro staticky model: Uvazujme regresni model, kde vystup y; v daném
okamziku t zavisi pouze na veli¢inach u; a e; ve stejném casovém okamziku. Takovy model se
nazyva staticky a je popsan rovnicemi

yr=bus+c+e, t=1,2,...,N. (2.10)

Koeficienty b a ¢ jsou regresni koeficienty modelu. Tento model pro identicky nulové e; popisuje
linedrni zdvislost mezi vstupem wu a vystupem y. Dvojice [ug,y;] lezi na piimce se smérnici
b, jak ukazuje obr. 2.4/ a). Bude-li e; # 0, bude tato linedrni zdvislost "narusena Sumem”, jak
ukazuje obr. 2.4/ b). Skutetné hodnoty vystupu y; nebudou lezet na piimce, ale budou odchyleny
vertikdlné o hodnoty Sumu, které jsme v rovnici oznacili e;. Nasim tkolem je urcit odhady
parametru b, ¢ piimky tak, aby soucet ¢tvercu téchto odchylek byl minimdlni.

¥ ¥
Y3
Yo Y = buy + ¢ b2 Y = buy + ¢+ ¢
Y1 Y3
-1 le
U1 Uo U3 11 Uy Uz U3 11
a) bez Sumu b) se Sumem

Obréazek 2.4: Graf vystupu modelu

Vypotet regresnich koeficientii: Pro model (2.10) a kritérium (2.9) mame odhadnout re-
gresni koeficienty modelu b, ¢ tak, abychom minimalizovali zvolené kritérium (2.9). Budeme
pritom pouzivat operator prumérovani a piislusnou symboliku (viz kapitola 11}, ¢ast 11.2). Sym-
bolem veli¢iny bez indexu ozna¢ime cely vektor hodnot této veli¢iny a pruhem znac¢ime prumeér
hodnot piislusné veli¢iny. Pomoci této symboliky upravime kritérium (2.9) na tvar

1 1 N
- B )y
J=x57 NTZﬂeT -

kde e = [e1,ea,...,en]T. V pifkladé budeme pro piehlednost uvazovat horizont N = 3, (tj.
odhady parametru pocitdme ze tii naméfenych datovych dvojic [y-,u,|, 7 =1,2,3).
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Z rovnice modelu vyjadiime e = y — bu — ¢ a dosadime do kritéria

T=e2=(y—bu—c)?=y2+b2u2+c2— 2byu — 2cy + 2bcu =
= y2 + b*u? + 2 + 2byu — 2¢5 + 2bca.

Tento vyraz budeme dopliiovat na ¢tverec v proménnych b a c. Zatneme proménnou c,

T =c—2c(m—bu) + (7 —bu)? — (7 —bu)? + y2 + b*u2 — 2byu =

= [c— @ — b)) + 42— — 2b(yu — y.u) + b*(u? — 7).
Protoze na c zavisi jen prvni s¢itanec, ktery je nezdporny, dostaneme minimum kritéria jeho
anulovanim, tedy volbou ¢ = ¢ = 7 — bu pro libovolné b. Zbytek kritéria po této minimalizaci

bude
mclnj = S§ - 2bSyu + b2S§a

kde SZ, Syu a 52 jsou druhé vybérové momenty proménnych y a u definované vztahy

Sy = (-9 = -7
Sy = (Y-—YP-1u) = yu-yu, (2.11)
S2 = (u-—m)? = u?—7u.

Zbytek kritéria dale doplnime na ¢tverec v proménné b a budeme minimalizovat

2 2
53[62_2b%+(%> - (%) ]+55:

mbin J

525 S2 , S2
~ St[o- 2] +53- “;2) .
Minimum kritéria je dosazeno pro b = b= Sig Minimélni hodnota kritéria je
n&lcnj =52 (552)2 (2.12)
s odhady regresnich koeficientu
b= % ¢ =7 — bu, (2.13)

kde druhé vybérové momenty jsou definovany v (2.11)).

Cvigeni: Uvedeny algoritmus naprogramujte v jazyce MATLAB a vyzkouSejte jej pro ruzné
disperze Sumu a ruzné posloupnosti vstupu.

Néavod: Nejdiive vypoctéte druhé vybérové momenty, potom urcete odhady regresnich koefi-
cienti. Odhadnutou piimku vykreslete a porovnejte se skute¢nou. (Pro kontrolu je program
uveden v odstavci 2.4).

Uvedené odvozeni je ndzorné, ale nehodi se pro modely vyssich fadu. Nyni uvedeme pro stejny
model vhodnéjsi zpusob odvozeni pomoci maticového poctu.
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B. Maticové vyjadreni

Staticky model z predchoziho piikladu vyjadiime podobné jako v (2.2) pomoci vektoru

1 b
y‘l‘ = [uT ] [ c _|_eT = (pze—i—eT
Pro 7 =1, 2,3 muzZeme sestavit maticovy model
y =00 +e, (2.14)
kde
(1 up 1 o] el b
y=\|w |, ®=|u 1 |=|w |, e=|e |, 92[61-
Y3 uz 1 03 €3
Kritérium je
7 1 2 1 [er ex eg] ° L 7 1 T
jzﬁ;(%zﬁ Zz = N° e:N[y_q)g) (y — 0] =

1
= N[yTy —ylog —0ToTy + 6T o7 00,

Doplnime na uplny ¢tverec, jak jsme uvedli v odstavci/l11.1. Abychom uéinili ipravu prehledné;jsi,
pouzijeme symboliku z odstavce [11.1), a tedy oznac¢ime

PTo =4, dly=w, yly=c
Pak, vyuzijeme-li rovnost (A~ 'w)T A(A~ w) = wT A~ w, je

- 1
j = N[yTy _ yT(I)e . QT@Ty + HT(I)Tq)Q — HTAQ - eTw - ’IUTH + C] _

1
= N[HTAH — 0T AA w — wT AAT + (A w)TA(A w) —wl A7 w4 ] =
1
= 0 - A7 )T A — A7) + ¢ — wl A7),
Minima kritéria dosdhneme volbou
0=0=A"1w=(oT0) a7y, (2.15)
Minimalni hodnota kritéria je
s 1 _ 1 -
memj = N[c —wl A7) = N[yTy —yTo@Td) toTy. (2.16)

Struktura matic: Podivejme se nyni blize na strukturu jednotlivych matic obsazenych v
predchozich vysledcich a porovnejme je s vysledky predchoziho piikladu pro skaldrni odvozeni.

Zakladni prvky
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u? T 1 -7
1 — 1 1
07D = ppT = , (0Tt = -
3 _ 3 S2 _ -
u 1 —-u  u?
Odhady parametri
L -l yu -y
P 1 B
=5 B | = B T
TR ] —Uyu +yu?  —Yuc+yu
Syu
v 5S2 —us 7— (S g ¢
Yoy = Uoyu Y- (57) u

Zbytek kritéria

min J = y2 — 77 7] [ _ bAi ] :?—Byﬁ+y2 —Byﬂ: S2 —I;Syu.
9 y—bu

Vysledky samoziejmé souhlasi s témi, které jsme odvodili pfi pouziti skalarniho zapisu — srv.

(2.13) a (2.12).

Cvigeni: Algoritmus odhadovani naprogramujte v jazyce MATLAB a porovnejte jeho

vysledky s vysledky pfedchoziho algoritmu, odvozeného ve skalarni symbolice.

Névod: Ze simulovanych dat sestavte podle (2.14)) vektor y a datovou matici ®. Z nich podle
(2.15) zkonstruujte odhad parametru 6.

Odhad regresniho modelu obecného radu

V pfedchozim piikladé jsme pouzili maticovou symboliku odvozeni odhadu pro staticky regresni
model. Nyni pouzijeme tuto metodu k odvozeni odhadu pro dynamicky model s jednim vstupem
a jednim vystupem a obecnym fadem v.

Model
Uvazujeme regresni model (2.2)), popsany v okamziku ¢ vztahem
y=pl0+e, t=1,2,...,N, (2.17)
kde SO%T: [ut;ytflautfla"'aytfllautfllal] a HT: [b07a1>b17"'7auvbllac]'
Maticovy model
Pro data naméfend do daného (aktudlniho) okamziku ¢, tj. v okamzicich 7 = 1,2,...,¢ lze

predchozi model zapsat maticove
Y =90+ F, (2.18)

kde
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Y1 up Yo ug ot Yoyl U—pp1 1 o]
y— | ¥ o= uz Y1 ur v Yewy2 Uy 1| ©3
YN UN YN-1 UN-1 *°° YN—p UN—p 1 oN

a podobné je sestaven i vektor sumu F.

Matice ® mé N fadku (pocet naméfenych dat) a 2v + 1 sloupcu (délka regresniho vektoru).

Kritérium
Fe Loy a0 (v —a0) = LS (- T (s — oTE) = )10
=y 20T (Y - )—N;(yz—% )y — i 0) = (2.19)
: - R I
:Jb;<[yl’ 901] [ 91‘|><[yz (Pz] 01 ):
I om [w lyi ©F] | -1 1]\ _
x (T )

10T (L[| e W) ]
COlEIE |

Soucet v kulaté zavorce posledniho vyrazu, ktery oznacime V(t), se nazyvd rozsifend in-
formaéni matice

Yi
V(N):;Vg: b @l _ . (2.20)
=1

i 7P el
Tato matice a pocet zpracovanych vzorku N obsahuji veskerou informaci o odhadovanych para-

metrech, kterou jsme ziskali z naméfenych dat. Jejich hodnoty je mozno poéitat bud jednorazoveé,
jak to ukazuje vztah (2.20), nebo rekurentné pro ¢t =1,2,..., N,

_ L - _ ve | e of]
V() = m(t){( O-vviE-n+| % } (2.21)
k() = k(t)+1, (2.22)

kde nové zavedenou veli¢inu x nazveme pocitadlem vzorku. Rekurzivni vypocet startuje s hod-
notami V(0) = 0, x(0) = 0 (0 znac¢i matici nul), nebo s apriorni informaci vyjadfenou pocatecni
hodnotou V' (0) = Vi, k(0) = kg, kde matice Vj je symetricka a pozitivné definitni a ko vyjadiuje
duvéru k na8i apriorni informaci tak, jako kdyby byla ziskdna z poctu kg vzorku. Tedy, ¢im je
Ko VEtsi, tim vétsi je naSe duvéra v apriorni informaci.

Rozsitend informaéni matice mé blokovou strukturu a pro jeji jednotlivé bloky zavedeme
znaceni

¥ oyl Vy(t) V()
V(t) = = (2.23)
yp W Viyo(t) V(1)

Tak jako jsme doplnénim na ¢tverec ziskali vztahy (2.15) a (2.16), lze postupovat i v tomto
pripadé. Z (2.19) plyne (pro piehlednost vynechame ¢asovy index, ktery muze byt bud prubézny
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t nebo kone¢ny N)

v, V% —1
1 [_1, QT] Y ye
K

=V, —2V,0+6"V,0.
Ve Vo 0

Tento vyraz doplnime na ¢tverec v proménné 0 (viz 11.1) a dostaneme

1 _ _ _ _
E[QTV#]Q - Q‘QTvacp 1Vys0 + (Vga 1Vy<p)TVw<V¢ 1Vy<p) +Vy— V;/J;ovw 1%@] =

1 _ _ _
- EW - Vg& 1%w>TVw(9 - th 1Vw) + Vy - ‘/yj;avcp 1Vy§0]7

kde Vg = V,,, nebot V, je symetrickd matice. Anulovdnim prvni ¢4sti tohoto vyrazu dostdvame
odhady parametru,

0=V, Vy,, (2.24)

zbytek je minimalni hodnota kritéria

L1 _
minJ = [V, - VoV Vel (2.25)

Odvozené vzorce i postup vypoctu shrneme do néasledujictho algoritmu.

ALGORITMUS

ODHAD

Piepocet informaéni matice
Mame: V(t—1),k(t— 1) — stard informa¢ni matice a pocitadlo.
Zm&fime: g, u; — nova data.

Sestavime: ! = [ut,yr—1,0:-1(1:2(v —1)),1]  [viz (2.17)]

— novy regresni vektor (stard data posuneme o 2 kroky doprava, posledni tii vypustime,
na prvni dvé pozice umistime u; a y;—1 a na posledni ddme jednicku).

Prepolteme:

Yt

" e, of] L k(D) =R(E—1) 41 [viz (2:21), (2.22)]

Vt)=V(t—1)+

— nova informac¢ni matice a pocitadlo.
Vypocet odhadua koeficientt
Rozd&lime:

V(t) = [viz (2.23)]. (2.26)
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Odhad parametru:
0r =V (t)Vyu(t)  [viz (2.24)]. (2.27)

Minim&lni hodnota kritéria je:

ﬂzi T —1 :L T vis
0 = wp O = VOV OV 0] = 5 W(0) =0 Vi (0] iz (2:25)]. (2:28)

Cvigeni: Algoritmus odhadovani naprogramujte v jazyce MATLAB a ovéite jeho funkci
pro data simulovand ruznymi modely (tj. ruzného fadu, s ruzné velikym Sumem a ruznym
vstupnim signdlem). Porovnejte simulované a odhadnuté parametry pro piipad shody struktury
simulovaného a odhadovaného modelu. Rozmyslete si, co se pfi odhadovani déje pii neshodé
struktury (napf. neshodé fadu) téchto model.

Navod: Program pro pfipadné experimenty je uveden v nasledujici ¢asti 2.4.

Poznamka: Vsimnéte si, ze pro vypocet bodového odhadu parametri (2.27) je treba provést
inverzi matice V,,, kterd musi byt pozitivné definitni. Tato vlastnost se vlivem numeriky muze
pri postupnych prepoctech ztracet.

Poznamka: Numericky lepsiho feseni je mozno dosahnout pomoci metod rozkladu pozitivné
definitni matice na soucin dvou shodnych (transponovanych) trojihelnikovych matic. Tento
rozklad se pouZije pro informac¢ni matici V' ve vztahu (2.21) a vztah se upravi tak, aby provadél
prepocet primo pro jeden trojihelnik (ktery lze nazvat odmocninou informac¢ni matice). Timto
postupem se zaruci trvala definitnost prepocitavané informacéni matice. Toto pojedndni vsak
prekracuje ramec naseho vykladu a pripadného zdjemce odkazujeme napr. na literaturu [3] nebo
podrobnéjsi pojednani v [4].
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2.4 Programy

Cilem téchto, ale i dalsich, programu je ukazat praktickou realizaci uvedenych algoritmu a dat
tak moznost "pohrat” si s nimi. Dalsim cilem je také zadat urcitou formu zépisu jak pro hlavni
programy, tak i pro podprogramy, pro vytvareny dalsich programu.

Program pro optimalni fizeni soustavy 1. radu

Tento program realizuje algoritmus fizeni ze str. 23.

[
a1l

% Optimdlni ¥izeni deterministické soustavy 1. Fadu
Y
0

clc, clear, clear all

n = 30; % horizont Fizeni

a =0.9; b=0.2; % parametry simulované soustavy
om = 0.1; % penalizace u

y(1)=10; i potatetni y

r=zeros(1l,n+1); s=zeros(l,n+1);

% konstrukce ¥idiciho zdkona (vyjpolet r, s)
for t=n:-1:1
s1 = 1+s(t+1);
r(t)= sil*axb/(sl*b*xb+om);
s(t)= axom/b*r(t);
end
w = zeros(l,n); % zadanad hodnota vystupu (na tu Fidime)

% simulace s Fizenim soustavy
for t=1:n
if t>=10, w(t) 20; end
if t<=20, w(t) = -15; end
u(t+1) = -r(e)*(y(t)-w(t)); % regulator
y(t+1) = axy(t)+b*u(t+1); % soustava
end

% zobrazeni vysledkl

tl = 1:(n+1);

figure(1), plot(tl,u,’o’,tl,y,l:n,w,’:’)

title(’Vstupy (o) a vystupy (-) soustavy pri optimdlnim Fizeni’)

Poznamka: Proménné r(t) a s(t) jsou ve skutecnosti skaldrni koeficienty, které je mozno
priibézné prepocitavat. My jsme je v programu zavedli jako vektory, abychom uchovali jejich
pribézné hodnoty pro pozdéjsi vykresleni. Vypocty téchto koeficientii se provadéji podle algo-
ritmu v zavéru odstavce 2.2.

Poznamka: Zddand hodnota vystupu w je hodnota, na které chceme udrzovat vystupni
velicinu y. K této iiloze prejdeme tak, ze misto kritéria (2.5), kde se penalizuje vystup y? pe-
nalizujeme odchylku vystupu od Zidané hodnoty (y, — w)?. Logicky, jestlize prvni kritérium
zarucuje blizkost vystupu k nule, zarucuje druhé kritérium blizkost vystupu k zadané hodnoté
Zadana hodnota je uklddédna do vektoru rovnéz z diivodu vykreslent.
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Doporucené experimenty

1. Vystup y mé sledovat zddanou hodnotu w. Zména zddané hodnoty v cyklu pro t a sledovani
reakce vystupu je zdkladnim experimentem.

2. Penalizace vstupu zarucuje, ze hodnoty vstupu se nebudou ménit k extrémnim hodnotam
(pro om by optimalni fizeni vyzadovalo nekoneéné hodnoty vstupu). Toto utlumeni hodnot
vstupu mé za néasledek zhorseni kvality fizeni. Pro mensi hodnoty om bude tedy lepsi kvalita
fizeni s vétsimi zménami vstupu a naopak. Ovéite napf. pro om=0.01 a om=0.5

3. Hodnoty koeficientu regulatoru se postupné ustaluji. Tento fakt je mozno pozorovat na
obrazku

figure(1) ,plot(tl(end:-1:1),r,t1(end:-1:1),s)

Program pro odhad statického modelu — pomoci momenta

Tento program ukazuje jednordzovy algoritmus odhadu vyuzivajici jako statistiky momenty
méfenych signdlu. Algoritmus pouziva pouze méfend data, nikoliv apriorni informaci. Moznost
vyuziti apriorni informace ukazeme v dalsim prikladé, ktery pro konstrukci statistiky pouziva
rozsifenou informaéni matici. Tento program pouziva vzorce (2.13)) a (2.12).

% Odhad statického modelu metodou nejmenSich Etvercu
yA (pomoci momentid signald)
/A,
clc, clear, clear all

randn(’seed’,17);

n = 30; % horizont odhadovani
as = 0.9; bs=0.2; % parametry simulované soustavy
ae = 1; % amplituda Sumu simulované soustavy

yy=zeros(1,n); uu=zeros(1l,n);

% simulace a m&feni dat

for t=1:n
e = ae*randn; % 3um s amplitudou sig=1
u=t; % vstup (linedrn& nariustad s Zasem)
y = as*utbs+e; % simulovana soustava
yy(t) = y; % data y
uu(t) = u; % data u
end

% vypolet charakteristik dat

mu = sum(uu)/n; % stfedni hodnota u
my = sum(yy)/n; %, stfedni hodnota y
du = uu-mu; % odchylka u

dy = yy-my; % odchylka y

s2u= dux*du’/n; % rozptyl u

s2y= dy*dy’/n; % rozptyl y

syu= dy*du’/n; % kovariance y,u

% odhad koeficientd regresni pfimky a zbytku kritéria
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a = syu/s2u; % odhad sm&rnice regresni p¥imky
b = my-a*mu; % odhad absolutniho Zlenu regresni pfimky
la= s2y-a*syu; % odhad zbytku kritéria (rozptylu Sumu)

% zobrazeni vysledki

a,b,la % tisk koeficientd a,b a zbytku kritéria
yr = axuutb; % ptredpovidané vystupy
figure(1)

plot(uu,yy,’o’ ,uu,yr) % graf dat a reg. pfimky
title(’M&frené datové dvojice (o) a regresni pfimka (-)’)

Doporucené experimenty

1. Zakladnim experimentem je zména koeficientt simulované soustavy a a b. Pro malé am-
plitudy Sumu ae=0.1 je algoritmus odhadu spolehlivé najde.

2. Cfm vétsi je amplituda Sumu ae, tfm vice budou body [u,y] ze simulované soustavy
"rozhézeny” kolem regresni piimky, tim vétsi bude hodnota odhadu zbytku kriteria la
a tim horsi budou odhady regresnich koeficientu. Ovéite pro ae=5 a ae=50.

3. Vypoctéte rozptyl chyb predikce (ep=yy-yz) a ovéite, ze se rovnd hodnoté la.

Program pro odhad statického modelu — s informacéni matici

Tento piiklad ukazuje bayesovské feSeni odhadu. Generovand data se prubézné ukladaji do
statistiky v, ze které je nakonec mozno vypocitat bodové odhady. Apriorni znalost muze byt
vyjadiena pomoci poc¢atecni hodnoty statistiky. Ta je v nésledujicim programu nastavena jako
nulové (v=zeros(3)), a tedy zadnd. V tomto stavu dava program stejné vysledky jako predchozi
varianta, pouzivajici momenty. Srovnejte!

Program pouziva algoritmus odhadovani ze strany 29, upraveny pro piipad statického mo-
delu, tj. modelu fadu 0.

% Odhad statického modelu metodou nejmenSich Etvercu
yA (pomoci informaZni matice)
/A
clc, clear, clear all

randn(’seed’,17);

n = 30; % horizont

a = .9; % parametry simulované soustavy

b = .2; % parametry simulované soustavy

ae = 1; % amplituda Sumu simulované soustavy

yg=zeros(1l,n); ug=zeros(l,n); v=zeros(3);

for t=1:n
% simulace a m&Feni dat
e = aexrandn; % Sum s amplitudou ae
u=t; % vstup (linedrn& narustd s Casem)
y = axutb+te; % simulovand soustava
yg(t) = vy; % y pro graf

ug(t) = u; % u pro graf
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% prfepolet informa&ni matice v (nenormované)
v =v+ly u 11’*[y u 1];
end

% normovani informacni matice
v=v/n;

% rozd&leni informa&ni matice
vd =v(1,1);

vdf=v(2:3,1);

vf =v(2:3,2:3);

% vypoZet bodovych odhadu
th = inv(vi)*vdf; % odhady parametru
la = vd-th’x*vdf; % odhad zbytku kritéria

% zobrazeni vysledki

th,la,v % tisk vysledku
yr = th(1)*ug+th(2); % predpovidané vystupy (na regresni p¥imce)
figure(1)

plot(ug,yg,’0’ ,ug,yr)
title(’M&¥ené datové dvojice (o) a regresni p¥imka (-)’)

Apriorni informaci je mozno zavést prostfednictvim nenulové apriorni statistiky. Zkuste ji
demonstrovat tak, ze zvysite amplitudu Sumu v simulované soustavé, ¢imz se zhorsi kvalita
bodovych odhadu, a ”vnutite” algoritmu spravné (nebo piiblizné) hodnoty téchto odhadi.

Bezprostiedni otazka je, jaké hodnoty se maji do apriorni statistiky zadat, aby odpovidaly
apriornim odhadiim parametru. K tomu je nejlépe pouzit tzv. metodu fiktivnich regresnich
vektoru. Pii ni dosadime do rovnice odhadovaného modelu apriorni hodnoty parametru a nu-
lovy, nebo témér nulovy, Sum. Z této rovnice generujeme data, a pouzivame je pro apriorni
identifikaci, tj. pfed pouzitim méfenych dat. Mnozstvi takto pouzitych fiktivnich dat, vzhledem
k délce datového vzorku, urcuje vahu apriorni informace. Zkuste upravit program sami. Pro
kontrolu je dale uvedena zménéna ¢ast programu od zacatku az do cyklu pro ¢as for t=1:n.

% Odhad statického modelu metodou nejmeniich &tvercu

% (pomoci informa¢ni matice)

Y
clc, clear, clear all

randn(’seed’,17);

n0 = 100; % apriorni horizont

n = 300; % horizont

a = .9; % parametry simulované soustavy

b = .2; % parametry simulované soustavy

ae = 20; % amplituda 3umu simulované soustavy

yg=zeros(1l,n); ug=zeros(l,n); v=zeros(3);

a0 = 1; b0 = .5; % apriorni parametry
for i=1:n0
u = randn;
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fi = [a0*u+b0 u 1];
v = v+fi’*fi;
end

Daéle nasleduje vlastni odhadovani s méfenymi daty.

Doporucené experimenty

1. Stejné jako v pfedchozim piikladé je mozno experimentovat s hodnotami parametru si-
mulované soustavy a porovnavat je s bodovymi odhady

2. Ovéite vliv apriorni informace pro riuzné poméry n0 a n pii velkych a malych amplituddch
Sumu ae.

Program pro odhad parametra soustavy radu m

Tento program pouziva algoritmus odhadovéani ze strany 29 pro obecny fad odhadovaného mo-
delu.

% 0dhad metodou nejmensich Ctvercu

% skalarni regresni model ¥adu m
Y
clc, clear, clear all

randn(’seed’,17);

% zadani simulace

n=300; % horizont odhadovani
m=2; % tad simulované soustavy
ae=.1; % amplituda Sumu simulované soustavy

a=[.9 -.11; b=[.5 -.3 .1]; c=1; % parametry simulované soustavy

% sestaveni vektoru parametrui simulované soustavy
% odpovidajici struktufe regresniho vektoru:
% fi = [ut) y(t-1) u(t-1) y(t-2) u(t-2) 1]
th=b(1);
for i=1:m
th=[th; a(i); b(i+1)];
end
th=[th; cl;

% deklarace pomocnyjch vektoru a matic

yg=zeros(1l,n); % vektor vystupu pro graf
mv=2*m+2; fi=zeros(mv,1); % regresni vektor odhadovaného modelu
mvl=mv+1; v=le-8*eye(mvl); % roz3ifena informaZni matice

% simulaZni smyZka + sb&r dat

for t=1:n
% simulace
e=ae*randn; % generovani Sumu
u=.2*randn; % generovani vstupu

fi=[u; fi(1:2*m); 1]; % prepolet regresniho vektoru
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y=th’*xfi+te; % simulace vystupu

% sbér dat do statistiky

v=v+ly; fil*[y; fil’; % ptepotet roziifené informalini matice
fi=[y; fi(1:2*xm); 1]; % ptepoZet regresniho vektoru
yg(t)=y; % y pro graf

end

% normovani rozsi¥ené informacni matice
v=v/n;

% rozd&leni informa&ni matice
vd =v(1,1);

vdf=v(2:mv1,1);

vE =v(2:mv1,2:mvl);

% vypolet odhadu parametrd a zbytku kritéria
theta =inv(vf)x*vdf; % odhad parametri
lambda=vd-theta’*vdf; % odhad rozptylu Sumu

% zobrazeni vysledku

figure(1), plot(yg)

title(’Datovy vzorek pouZity pro odhad’)
disp(’Simulované (th) a odhadnuté (theta) parametry’)

disp(’ )
disp(’ th theta’)
disp([th, thetal) % tisk simulovanych (th)

% a odhadnutych (theta) parametru

Doporucené experimenty

1. Odhad parametru pro ruzné fady modelu (ten je zde spolecny jak pro simulovanou sou-
stavu tak i pro odhadovany model).

2. Odhad parametru pro odlisné fady simulované struktury a odhadovaného modelu — tzv ne-
shoda struktury. V tomto piipadé je algoritmus odhadovani nucen aproximovat. Program
je tfeba upravit — odlisit fady simulace a odhadovéni.



Kapitola 3

Pravdépodobnost

V této kapitole pfipomeneme nékteré pojmy a tvrzeni teorie pravdépodobnosti, které budeme
déle pouzivat pii vytvareni pravdépodobnostnich modelu a pfi praci s nimi. Pro zdkladni in-
formaci o klasickém pojeti pravdépodobnosti se ¢tend muze obratit napft. na literaturu [2], [5]
nebo [6], pfipadné na jinou klasickou ucebnici.

V dalgich dvahach se budeme setkavat se dvéma typy nahodnych veli¢in. Prvnim typem
jsou signaly v danych ¢asovych okamzicich (napft. vstup uy, resp. vystup y; daného systému).
Tyto ndhodné veli¢iny jsou blizké klasickému pojeti pravdépodobnosti. Jejich naméfené hodnoty
tvori datovy vybér. Nahodnost v hodnotach mérenych dat je mozno interpretovat jako vliv urcité
poruchy, napf. jako chyby méfeni.

Dalsim typem nahodné veli¢iny jsou neznamé parametry systému. Tady se jiz jednd
o Cisté bayesovskou interpretaci ndhodnosti, kterd je zpusobena neznalosti piislusnych para-
metru. Vime sice, ze parametry jsou konstanty, ale jejich presné hodnoty nezndme a popisujeme
je — podle Bayesova pristupu — tak, ze specifikujeme vSechny jejich mozné hodnoty a jejich
pravdépodobnostni rozdéleni. Tim dostavaji charakter ndhodné veli¢iny.

V dalsim vykladu této kapitoly budeme mit na mysli pfedevsim signaly jako reprezentanty
nédhodnych veli¢in. Ty jsou totiz pro osvétleni zdkladnich pojmu snazsi.

3.1 Zakladni pojmy

Ndhodny pokus

Je to experiment, ktery pii opakovani i za relativné stalych podminek dava ruzné vysledky.
V diskutované tloze odhadu a fizeni spocivd v méfeni datového signdlu v ur¢itém casovém
okamziku. Napf. v ¢ase 7 zméfime vystup a obdrzime hodnotu y,. Tato naméfend hodnota je
vysledek ndhodného pokusu.

Ndhodnd veli¢ina (nv) X

Je to proménna, jejiz hodnoty jsou pfitazeny vysledkiim nahodného pokusu. Protoze vysledky
naseho pokusu jsou éiselné povahy, muzeme hodnoty ndhodné veli¢iny s témito vysledky piimo
ztotoznit. Hodnoty ndhodné veli¢iny jsou tedy pifmo naméiené hodnoty signélu.

Poznamka: Podle toho, zda je mnozina hodnot ndhodné veli¢iny spocetnd (konecna) nebo
nespocetnd, délime nahodné veliciny na diskrétni nebo spojité. U diskrétni nv X ma smysl
mluvit o pravdépodobnosti jeji libovolné hodnoty z. Mame tim na mysli pravdépodobnost, s
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niz tato ndhodna veli¢ina X nabyva hodnotu x. Pro spojitou nv jsou pravdépodobnosti jejich
jednotlivych hodnot vzdy nulové, a proto mluvime zpravidla o pravdépodobnosti daného in-
tervalu. Mame tim na mysli pravdépodobnost, s niz tato nahodna veli¢ina nabyva hodnotu z
uvazovaného intervalu.

Priklady

Néhodné pokusy:
hazent minci — vysledek: padl rub, padl lic;
prijezd aut kriZovatkou — vysledek: odboceni doprava, jizda rovné, odboceni doleva;

doba ¢ekdni na dopravni prostredek — vysledek: nezdporné reilné ¢islo (doba ¢ekéni).

Prifazeni hodnot ndhodné veli¢iny vysledkiim pokusu:
padl rub — 0, padl lic — 1,
odboéent doprava — 1, jizda rovné — 0, odboceni doleva — -1,

doba ¢ekdani — nezdporné redlné cislo.

Rozdéleni nahodné veliciny

Nédhodné veli¢ina svym oborem hodnot vymezuje mnozinu vSech moznych vysledkiu. Tato
mnozina vysledkt vSak sama nefikd nic o tom, jak jsou jednotlivé vysledky pravdépodobné
— tj. nepopisuje ndhodny pokus, pouze vymezuje ”prostor, ve kterém se budeme pohybovat”.
Nahodny pokus je plné popsan definici ndhodné veli¢iny a jejiho rozdéleni. Toto rozdéleni
u diskrétni ndhodné veli¢iny je zaddno uréenim pravdépodobnosti vSech jednotlivych hodnot,
u spojité ndhodné veli¢iny uréenim pravdépodobnosti véech moznych intervali hodnot. V nasem
piipadé budeme rozdéleni diskrétni nahodné veliciny zadavat pomoci pravdépodobnostni
funkce, rozdéleni spojité ndhodné veli¢iny pomoci hustoty pravdépodobnosti. V dalsim
textu budeme pro oba typy rozdéleni pouzivat ndzev hustota pravdépodobnosti a zkracovat jej
hp. Definici hp uvedeme déle.

& Ndhodn3 veli¢ina a jeji rozdéleni jsou Gplnym popisem ndhodného pokusu.

Distribucéni funkce

Distribuéni funkce F'x ndhodné veli¢iny X je redlné funkce definovana na celé realné ose vztahem

Fx(z) = P(X < 2), (3.1)

tj. hodnota distribuéni funkce v bodé x udavé pravdépodobnost P(-), s niz nv X nabude hodnot
mensich nebo rovnych ¢islu z. Je to tedy pravdépodobnost intervalu (—oo; ).

Poznamka: Z divodu jednoduchosti zapisu budeme tam, kde nemuze dojit k omylu, vy-
nechavat index x. Nahodna velicina bude potom urcena pomoci své realizace v argumentu
distribu¢ni funkce.
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Hustota pravdépodobnosti

Pro diskrétni nv se také nazyva pravdépodobnostni funkce a je definovana pomoci distribuéni
funkce Fy nv X, a to jako redlnd funkce f(x), pro kterou plati

JZo f(&)dE  pro spojitou nv,
FX (J:‘) =
Yi<e f(i)  pro diskrétni nv.

Poznamka: Pomoci definice distribuc¢ni funkce a definice hp miiZeme pravdépodobnost inter-
valu (a,b) vyjadrit takto:

b a b
P(X € (a,b)) = P(X < b)—P(X < a) = F(b)—F(a) = /m f(x)dx—/ﬁoo Flz)de = / F(z)da.
Vidime tedy, Ze plati:

& Pravdépodobnost intervalu (a, b) hodnot spojité ndhodné veli€iny je ddna integralem
f:f(x)dx z hp ptes tento interval.

Poznamka: Obdobné tvrzeni plati i pro pravdépodobnost mnoziny hodnot diskrétni nahodné
veliciny:

& Pravdépodobnost mnoZiny M hodnot diskrétni ndhodné veli¢iny je ddna souétem
> zem f(x) pravdépodobnosti téchto hodnot.

SdruzZend distribucéni funkce

Pro dvouprvkovy ndhodny vektor [X,Y], kde X a Y jsou néjaké nv, je tato funkce definovana
vztahem

Fxy(x,y) = P((X <) A (Y <)).

Sdruzend hustota pravdépodobnosti

Je pro dvouprvkovy ndhodny vektor [X, Y] definovdana pomoci jeho sdruzené distribuéni funkce
jako funkce f(x,y) dvou redlnych proménnych, vyhovujici vztahu

JZo [P f(&m)dE dn pro spojité nv,
Fxy(z,y) =
Di<a 2j<y f(157) pro diskrétni nv.

& Pravdé&podobnost, Ze ndhodny vektor nabude hodnoty z dané mnoZiny v rovinég je
dana dvojnym integralem ze sdruZené hp p¥es tuto mnoZzinu.

Margindlni hustota pravdépodobnosti

Je definovéna pro sdruzenou hp f(z,y) vztahem

2, f(z,y)dy pro spojitou nv,
flz)=
Y yey f(z,y) pro diskrétni nv.
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& Predstavime-li si sdruzenou hp f(z,y) jako kopelek pisku, pak vytvofeni margindini
hp si mZeme predstavit tak, Ze jsme pisek rovnomérné nahrnuli do jedné z os soustavy
soufadnic rovnobézné s druhou osou.

Podminénd hustota pravdépodobnosti

Je to funkce jedné redlné proménné x s parametrem y, definovand vztahem

fely) = 558

Podminéna hp je imérna sdruzené. Jmenovatel v predchozi definici, ktery nezavisi na proménné
x, predstavuje jen normovani na integral (soucet) roven jedné.

&  Ptedstavime-li si sdruZenou hp f(z,y) jako kopelek pisku, pak podmin&nou hp
f(z|yo) si mizeme ptedstavit jako Yez povrchu kopetku rovinou kolmou k podstavé,
rovnobé&Znou s osou x a protinajici osu y v bodé& 3. Tento ¥ez urluje profil, ktery je
jesté nutno normalizovat na jednotkovy integral.

3.2 Diskrétni rozdéleni

Na prikladech ukazeme zakladni néastroje a jejich vnitini strukturu pro popis diskrétnich
nahodnych velic¢in.

Jednorozmeérna nahodna veli¢ina

Popis: Diskrétni nv mé za obor hodnot koneénou (spocetnou) mnozinu nezapornych realnych
¢isel. Jeji rozdéleni (hp) je proto dédno posloupnosti hodnot a posloupnosti odpovidajicich prav-
dépodobnosti. Hodnoty pravdépodobnosti lze zadat tabulkou, grafem nebo jako posloupnost
predpisem. Uvedeme piiklady jednotlivych zadani.

Tabulkou

x ‘1‘1 T2 I3
f(x)‘pl P2 DPs3.

Grafem, jako napf. na obr. [3.1.

f(z)

b2 O

ps3
y41

T i) x3 T

Obrazek 3.1: Graf diskrétniho rozdéleni
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Piedpisem, jako napi. alternativni rozdéleni f(z) = p*(1 —p)'=%, = € {0,1}.
Vyznam: Diskrétni hp fx(x) udava pravdépodobnosti jednotlivych hodnot diskrétni
nahodné veliciny X, tj. f(x;) = fx(z;) = P(X = z;) = p;.

Plati: >, p; = 1.
Dvourozmérna nahodna velic¢ina

Popis: Dvourozmérnd diskrétni nv [X, Y], nebo také dvourozmeérny diskrétni ndhodny vektor
[X, Y], je usporddand dvojice diskrétnich ndhodnych veli¢in X a Y. Dvourozmérna diskrétni hp
je funkce dvou promeénnych, kterd kazdé usporadané dvojici (z,y), kde x € X ay € Y, pfifazuje
redlné ¢islo z intervalu (0,1). Toto ¢islo udavé pravdépodobnost, s niz pii soucasné realizaci
obou nv X, Y nabude nv X hodnotu z a nv Y hodnotu y. Tuto funkci 1ze reprezentovat matici,
pomoci tabulky, pomoci grafu nebo néjakym analytickym piredpisem.

Tabulkou

(z,9) |y w

T P11 P12
X2 P21 P22
r3 P31 P32

Grafem, jako napf. na obr. [3.2.

flz,y) 4

Ty1 T T2 T3
n
Y2 V
/ f(9537 92) = P32
Yy

Obrézek 3.2: Graf dvourozmérného diskrétniho rozdéleni

Ptedpisem, jako napf. rozdéleni beta

1
B(z,y)

kde B(z,y) je funkce beta, definovana v (11.3)).

flz,y) = az_l(l—a)y_l, z,y € N, «ae€(0,1),

Vyznam: Je dén pifmo definici f(z,y) = P(X = z) A (Y = y)).
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Margindlni pravdépodobnosti ndhodného vektoru [X,Y]

Jsou to pravdépodobnosti hodnot jednotlivych slozek tohoto vektoru, které dostaneme jako
soucty ve sloupcich nebo fadcich matice reprezentujici piislusnou sdruzenou hp, tj.

fly;) = me- pro vSechna j, nebo f(x;) = Zpi,j pro vsechna i.
i J

Podminéné pravdépodobnosti ndhodného vektoru [X,Y]

Jsou to pravdépodobnosti hodnot jedné slozky za predpokladu, Ze je pevné zvolena hodnota
druhé slozky. Muzeme je pocitat jako normalizované fezy sdruzenou hp, tedy jako normalizované
sloupce nebo fadky piislusné matice reprezentujici sdruzenou hp, tj.

pivj S 3 pla] S 3
f(z;|Y =y;) = ==— pro vSechna i, nebo f(y;|X = x;) = =—— pro v8echna j.
' ! > Di ! ' Zj Pij

3.3 Spojité rozdéleni

Podobné, jako jsme to ucinili pro diskrétni nv, ukazeme nyni strukturu zakladnich nastroju také
pro spojité nv.

Jednorozmeérna nahodna veli¢ina

Popis:
Spojitd nv muze nabyvat libovolnych redlnych hodnot. Jeji rozdéleni je zpravidla zaddno pomoci
hp, coz je redlna funkce jedné redlné proménné. Tu je mozno zadat funkénim pfedpisem nebo
grafem.

Predpisem, napt. normélni rozdéleni

1<m—u)2

. =

f(w):ﬁie2 o , v€X, wo€eR >0
o

nebo exponencialni rozdéleni

x
fx) = eg, x>0 6€R, §>0.

SR

Grafem, jako je napf. pro normalni rozdéleni na¢rtnut na obr. [3.3.

Vyznam: Pomoci hp lze urcit pravdépodobnost, se kterou pii realizaci nahodné veli¢iny bude
jeji hodnota lezet v daném intervalu (a, b)

P(angb):/bf(:c)dx.

Specidlné pro a = —oo dostaneme pravdépodobnost, kterd se rovnad hodnoté distribu¢ni funkce
v bodé b

b
P(—00 < X <b) = /_OO f(z)dz = F(b).

Plati:  [°0 f(z)dz =1.
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-4 -2 0 2 4 x

Obrazek 3.3: Graf normaélniho rozdéleni

Dvourozmérna nahodna velicina

Popis: Dvourozmérnd spojita nv [X, Y], nebo také dvourozmérny spojity ndhodny vektor
[X,Y], je usporddand dvojice spojitych ndhodnych veli¢cin X a Y. Dvourozmérna spojita hp je
funkce dvou proménnych, ktera kazdé usporadané dvojici (z,y), kde z € X a y € Y, pfitazuje
nezaporné ¢islo. Zadavé se zpravidla analytickym funkénim pfedpisem. Napt. dvourozmeérné
rovnomérné rozdéleni je zaddno na obdélnikové oblasti (a,b) X (¢, d) predpisem

1
flz,y) = mX(a,b)x(c,d)(%y),

kde funkce x s je indikator mnoziny M, tj.
) 1 pro a€ M,
XM(CL)_{ 0 pro a¢ M.

Vyznam: Pomoci hp lze uréit pravdépodobnost obdélnikové podoblasti («, 3) x (7, d)
8 8
PlasX<prt =y <o) = [ [ fwydyde
a Jy

Obecné lze pomoci hp uréit pravdépodobnost libovolné ("rozumné”) mnoziny M C R?

P([z,yl € M) = //f(wvy) dz dy.
M

Plati:

/_O:o/_o:of(xay)dmdy: 1.

Marginalni a podminéna hp: Pro tyto hp plati integralni defini¢ni vztahy z ivodu kapitoly
(viz str. 39). Casto jsme ale v situaci, kdy zndme marginalni hp f(y) a podminénou hp f(z|y),
a potfebujeme vypocitat druhou margindlni hp f(z) a druhou podminénou hp f(y|z). K tomu
lze v obecném vzorci pouzit tzv. Fetézové pravidlo f(z,y) = f(x|y)f(y). Dostaneme pak
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marginalni hp podminéna hp

f(=[y) f(y)
J2o Fly) fy) dy

/ f(xly) f(y) dy, fylz) =

Poznamka: Vztah pro vypocet podminéné hp se nazyva Bayesiiv vzorec.

Praktickd moznost, jak ze sdruzené hp dostat marginalni a podminénou hp, je rozlozit
sdruzenou hp na soucin dvou ¢lent tak, aby prvni ¢len zévisel jen na jedné proménné a mél
jednotkovy integral. Tento ¢len potom piedstavuje marginalni hp, zbyvajici ¢len je podminénd
hp. V pfipadé normélniho rozdéleni, kdy v exponentu je kvadratickd forma, lze pro rozklad
pouzit doplnéni na ¢tverec (viz [11.1). Tuto situaci ilustrujeme na nasledujicim piikladé.

Priklad [Dpvourozmérné normalni rozdsleni |

SdruzZend hustota pravdépodobnosti

Sdruzenou hp je zvykem psit ve dvojim ruzném vyjadieni: skalarné a vektorové. Protoze
normalni rozdéleni je velmi ¢asté a oba zapisy hp se podle okolnosti uzivaji, uvedeme obé verze.

Vektorovy zapis:

kde

z:[x], p=FElz] =

)

o
ty |’
07 =E[(X — p2)?], 0] = E[(Y — p1))?] jsou rozptyly X a Y,

Ozy =FE[(X — pz)(Y — py)] je kovariance nv X a Y,

2
o; o : R
R =D[z]=| _* 7% | je kovarian¢ni matice,
Ory O

|R| = 030 — (04y)* je determinant kovarianéni matice R.

Skalarni zapis:

B 1 “1 (@) @)y ) ()
J(z) = 2ropoyy/ 1 — P> P { 2(1 - p?) [ o3 —2 Ox0y o 05 y } ’

kde p = % je korelaéni koeficient, ktery je vzdy v intervalu (—1,1).
20y

Névod k odvozeni:

1 1 P
) _ il _
02 oy _ 1 o2 050y
Oy 05 1—p2 | __°P i
OL0y 05

( konec prikladu )

Cviceni: Oveérit inverzi a souvislost obou vyjadieni hp.
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Margindlni a podminénd hustota pravdépodobnosti

Sdruzend hp:
x 0'926 (e
f(xay):N(MaR>v N_[Z ‘|7R_l P Qy‘|'

y poLoy O,
Marginalni hp:
f(x) :N(,leaa-i)a f(y) :N(ﬂyaaz)'

Podminéna hp:
Og

f(zly) =N<ux+p (Y — 1), 03(1—02)>,

ay
flylz) =N (uy + p%(fv — pta), 01— pg)) :

CviZeni: Napsat hustoty a ovérit jejich tvar.

Néavod: doplnit na ¢tverec (viz [11.1), nejdiive zkusit pro p = 0.

3.4 Kombinované rozdéleni

Sdruzené rozdéleni dvou ndhodnych veli¢in, kde jedna nv je diskrétni a druha spojita, nazyvame

kombinovanym rozdélenim. Hp je potom funkce dvou proménnych, z nichz jedna je diskrétni
a druha spojita. Priklad takové hp s prvni nv diskrétni a druhou spojitou je uveden na obr. [3.4.

f(z,y)

. Lrnazx

Y2 V

Y

Obrézek 3.4: Graf sdruzeného kombinovaného rozdéleni

Opét musi platit zdkladni podminka o normovani pravdépodobnosti. Ta mé pro hp na obrizku
nasledujici tvar:

Tmazx

Z / f(z,y)dz = 1.

0
ye{y1,y2}

3.5 Operace s hustotami pravdépodobnosti

Uvedeme ty operace s hp, které budou déle zdkladnim pracovnim néastrojem pii odvozeni al-
goritmu bayesovského odhadu a fizeni. Proto se jimi budeme zabyvat ponékud podrobnéji, nez
byvéa zvykem. Budeme se snazit nejen formulovat jejich matematicky smysl, ale také demon-
strovat jejich praktickou interpretaci. Tu ukazeme na velmi jednoduchych redlnych situacich.
Nejprve poukazeme na jednotlivé pojmy, které se k takovym operacim vztahuji.
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Tyto pojmy budeme demonstrovat na néasledujici situaci:

Md4m jet z Prahy do Brna. Vim, Ze do Brna pojede bud fidi¢ Hondy, nebo fidi¢ Fiata (nékdo
urcité pojede, ale nepojedou souc¢asné). Pfitom obé moznosti jsou stejné pravdépodobné. Pojede-
li fidi¢ Hondy, zastavi se pro mé s pravdépodobnosti 0.4, fidi¢ Fiata s pravdépodobnosti 0.3. Je
tedy mozné, Zze ani jeden z fidi¢u se pro mne nezastavi.

Otdzka A
S jakou pravdépodobnosti pojedu do Brna s fidicem Hondy?

Otdzka B
S jakou pravdépodobnosti pojedu do Brna?

Otazka C
Pied domem se pro mé zastavilo auto. S jakou pravdépodobnosti to byl fidi¢ Hondy?

Reseni A
Kdybych védél uréité, ze do Brna pojede fidic Hondy, byla by mira mého ocekavani v cestu
Hondou rovna pravdépodobnosti 0.4. Avsak pravdépodobnost, Zze pojede Honda jen polovina
(0.5), takze i mira mého ocekavani je polovicéni, a tedy hledana pravdépodobnost je 0.4 x 0.5 =
0.2.

Reseni B
Na rozdil od predchoziho pripadu nas nyni zajima, jakd je moznost, ze mé nékdo viubec vezme,
at uz Honda, nebo Fiat. Protoze pojede pravé jeden z fidi¢ti, bude moje mira diuvéry v tspéch
pfi stopu déna mirou duvéry v uspéch pii stopu od Hondy plus mirou duveéry v uspéch pii stopu
od Fiata. Hledané pravdépodobnost je tedy 0.4 x 0.5 4+ 0.3 x 0.5 = 0.35.

Reseni C
Moje ocekavani tispésného stopu od Hondy a od Fiata je v poméru 0.4 :0.3. Protoze jsem tspéch
pfi stopu jiz dosahl, musi byt celkova mira dspésného stopu rovna jedné. Proto musi platit, ze
k tspéchu pii stopu mi Fidi¢ Hondy prispél s pravdépodobnosti 0.4/(0.4 + 0.3) a fidi¢ Fiata
s pravdépodobnosti 0.3/(0.4 + 0.3). Toto feseni vyhovuje, nebof pomér pravdépodobnosti je
spravny a jejich soucet je jedna.

& Bayesovsky pFistup chape pravdépodobnost jevu jako miru divéry vlioZzené do splnéni
jevu (z celkového mnoZstvi jednotkové divéry). Divéru ¢erpdme ze dvou zdroji:

1. z prvotni (apriorni) znalosti zkoumaného problému a

2. z dat, namé&Fenych p¥i experimentu.

Pravdépodobnosti kombinujeme s uZitim pravidel pro hp.

V nasem piikladé pravdépodobnosti jizdy jednotlivych idi¢t, i pravdépodobnosti ispésného
stopu od jednotlivych fidi¢u vyjadiuji nasi apriorni znalost. Zjisténi, Zze nékteré z aut jelo,
predstavuje naméieni dat.

Prvni a druhd iloha je jen kombinaci apriorni znalosti, treti iloha jiz vyuziva informaci o
naméfenych datech (dspéch pii stopu).

Nyni ukdzeme pravdépodobnostni interpretaci jednotlivych pojmu. Definujeme jevy:

A = prijede fidi¢ auta ..., A € {h = fidi¢ Hondy, f = fidi¢ Fiata},
V = vysledek stopu, V € {u = spésny stop, n = neuspésny stop},
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pravdépodobnosti jevi, které jsme zavedli jsou
P(A=h)=P(h)=0.5, P(A=f)=P(f)=0.5.

Pravdépodobnosti hodnot jevu V' zatim nezname, nebyly zadany. O pravdépodobnostech
aspésného stopu se vSak v zadani hovoii. Pojede-li #idi¢ Hondy, bude stop uspésny s
pravdépodobnosti 0.4, atd. To jsou pravdépodobnosti vazané na splnéni urcité podminky. Tato
podminka je formulovdna za pomoci jevu A. Jedna se o podminéné pravdépodobnosti, a ty se
vztahuji na podminéné jevy — ”jestlize jede ridi¢ Hondy, uspéch pfi stopu bude ...”.

Definujeme podminéné jevy:

V|A = vysledek stopovani za podminky, ze zndme fidice; V|A € {u = dspésny stop,n =
neuspésny stop}.

Napt. (V = u)|(A = h) znamend: vysledek stopovani bude dspéch pii stopu, jestlize vim, ze
jede Fidi¢ Hondy.

Pravdépodobnosti podminénijch jevu jsou zadany
P(V=ulA=h)=P(ulh) =04, PV =ulA=f)=P(ulf)=0.3,
P(V=n|A=h)=P(nlh) =06, PV =n|A=f)=P(nl|f)=0.1.

Ve vyse uvedenych otazkach a pii jejich teSeni se vyskytovaly dalsi pojmy. Je to predevsim
vyrok ”uspéchu pii stopovani bude dosazeno od Hondy”. Pozor! Nezaménit s vyrokem ”bude
uspéch pti stopovani, jestlize vim, ze jede tidi¢ Hondy”. Ve druhém vyroku vime, ze fidi¢
Hondy jede, a pfedmétem zkoumani je jen to, zda pfinesl pfi stopu uspéch nebo netspéch.
V prvnim vyroku nevime ani jedno, ani druhé, a zajiméd nas, zda obé tyto skuteCnosti na-
staly soucasné. Vyrok "uspéchu pii stopovani bude dosazeno od Hondy” je jednim z moznych
vysledki sdruzeného jevu (V, A) a jeho pravdépodobnost je sdruzend pravdépodobnost.
Vyrok ”bude tspéch pfi stopovani, jestlize vim, ze jede fidi¢ Hondy”, je vyrokem podminénym.

Dalsim vyrokem je vyrok ”bude dosazeno tspéchu pii stopovani”, a je ndm jedno, s ¢ pomoci.
Tento vyrok je vysledkem margindlniho jevu V' (vzhledem k pfedchozimu sdruzenému jevu
(V,A)). Z tohoto hlediska je margindlnim jevem také jev A.

Nakonec se objevuje vyrok ”jede fidi¢ Hondy, jestlize jsem dosahl uspéchu pii stopovani”. To
je opét vysledek podminéného jevu, ale opaéného k podminénému jevu, jehoz pravdépodobnost
je zaddna v piikladé. Tento jev oznac¢ime A|V. Tyké se pouze jména auta, protoze vysledek jevu
”1spéch pri stopovani” je znam.

Jednotlivé otazky a jimi formulované tlohy jsou interpretacemi zakladnich vztaht Bayesovské
statistiky.

A. Retézové pravidlo

P(V,A) = P(V|A)P(A), (3.2)

tj. pravdépodobnost tspéchu pii stopovani s pomoci daného fidice = pravdépodobnost tispéchu
pii stopovani, jestlize jede dany fidi¢ x pravdépodobnost, ze jede dany Tidic.

Naptiklad P(u,h) = P(u|h)P(h) udavéa pravdépodobnost ispéchu pii stopovani od Hondy a
je dana jako soucin pravdépodobnosti tispéchu pii stopovani za pfedpokladu, ze jede fidi¢ Hondy
x pravdépodobnost, ze jede tidi¢ Hondy.
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B. ﬁplnd pravdépodobnost

P(V) =4 P(VIA)P(A), | nebo podrobngji P(V) =3 P(V|A=a)P(A=a) (3.3)
acA

znamenad: pravdépodobnost uspéchu pii stopovani = pravdépodobnost tspéchu pfi stopovani,
jede-li dany tidi¢ x pravdépodobnost, Ze jede tento dany fidi¢, a to seteno pres vSechny mozné
ridice.

Pro konkrétni hodnoty m4 vzorec (3.3) tvar
P(u) = P(ulh)P(h) + P(ulf)P(f), (3.4)
a zfejmé udava pravdépodobnost dspésného stopovani.

Poznamka: Predchozi vypocet je ve skutecnosti vypoctem marginalni pravdépodobnosti
P(V) =>4 P(V,A). Jestlize sdruzenou pravdépodobnost jesté rozlozime podle retézového pra-
vidla, dostaneme vztah, ktery se nazyva pravidlem uplné pravdépodobnosti.

C. Bayesuv vzorec

_ _PWV]A)P(A)

Tento vzorec udava pravdépodobnost, ze jede dany fidi¢, jestlize vime, jaky byl tspéch pfi
stopovani. Pro vypocet se pouzivaji opacné podminéné pravdépodobnosti, tj. pravdépodobnosti
aspéchu pii stopovani za predpokladu, ze jede dany fidi¢ a pravdépodobnosti jizdy danych
ridicu.

Pro konkrétni hodnoty mé vzorec (3.5) tvar

P(ulh)P(h)
(ulh) P(h) + P(ul f)P(f)

P(hlu) = - (3.6)

Poznamka: Jmenovatel Bayesova vzorce je vlastné marginalni pravdépodobnost. Odvozeni
Bayesova vzorce v tomto tvaru je zvlasté jednoduché. Staci dvojim zpiisobem rozlozit sdruzenou
pravdépodobnost

P(AIV)P(V) = P(A,V) = P(V, A) = P(V|A)P(A),
a vyjadrit pozadovanou podminénou pravdépodobnost.

Priklad | operace s hp ]

Na vybraném misté silnicni komunikace byla sledovana rychlost projizdéjicich vozidel. Bylo
zjisténo, ze 30% projizdéjicich vozidel ma cizi SPZ a zbytek nasi. Z cizich vozidel ptrekrocilo
povolenou rychlost 20% vozidel, z nasich 25%. Urcete:

A Pravdépodobnost, ze pravé projizdéjici vozidlo je cizi a prekracuje povolenou rychlost.
B Pravdépodobnost, ze pravé projizdéjici vozidlo piekracuje povolenou rychlost.

C Zjistili jsme, ze pravé projizdéjici vozidlo prekracuje povolenou rychlost. Jaka je pravdépo-
dobnost, ze je to cizi vozidlo?
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Oznacime jevy a jejich hodnoty:
Z = vozidlo ma Znacku ..., Z € {c¢ = cizi,n = nasi}
R = vozidlo jede Rychlosti ..., R € {v = vyssi, s = spravnou}.

Pravdépodobnosti hodnot jevu Z jsou
P(c) =0.3, P(n) =0.7.
Podminény jev je R|Z a pravdépodobnosti jeho hodnot jsou
P(v|c) = 0.2, P(v|n) = 0.25,
P(s|lc) = 0.8, P(s|n) = 0.75.

Reseni A
Ptame se na sdruzenou pravdépodobnost P(Z = ¢, R = v), kterd je ddna Fetézovym pravidlem

P(Z,R) = P(R|Z)P(Z).
Po dosazeni hodnot a jejich pravdépodobnosti dostaneme
P(c,v) = P(v|c)P(c) = 0.2 x 0.3 = 0.06.

Reseni B
Hleddme marginalni pravdépodobnost pomoci vzorce pro tplnou pravdépodobnost

P(R) =) _P(R|Z)P(Z).
z
Po dosazeni
P(v) = P(v|c)P(c) + P(v|n)P(n) = 0.2 x 0.3 4+ 0.25 x 0.7 = 0.235.

Reseni C
Mame urcit obracené podminénou pravdépodobnost a k tomu pouzijeme Bayesuv vzorec

P(R|Z)P(Z)
P(Z|IR) = .
IR) = < PlRIZ)P(2)
Dosadime a dostaneme
P(v|c)P(c) ~ 0.2x03+0.250.7

P(clv) = = 0.255.

P(vle)P(c) + P(v|n)P(n) 0.2 x 0.3+ 0.250.7

( konec prikladu )

Strukturu predchozich operaci budeme jesté ilustrovat pomoci grafickych schémat. Pouzijeme
dvoji vyjadieni, vhodné pro demonstraci podminéné pravdépodobnosti a operaci s ni spo-
jenych. Jednd se o znazornéni pravdépodobnosti pomoci obdélnikového schématu a pomoci
pravdépodobnostniho stromu.
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P(c) =0.3 P(n)=0.7

I I11
P(s|n) =0.75
P(slc) =0.8 [P(s, ¢) P(s, n)
v P(v. 1)
, 11 =0.
Ple)=02 [t -, v P(v|n) = 0.25

Obrazek 3.5: Ilustrace operaci s pravdépodobnostmi

Obdélnikové schéma

Pti tomto zobrazeni vychazime z Fetézového pravidla, které iika, ze sdruzend pravdépo-
dobnost je dana jako sou¢in podminéné a marginalni pravdépodobnosti. Zobrazime-li
tedy podminénou a marginalni pravdépodobnost jako strany obdélniku, bude jeho plocha
predstavovat sdruzenou pravdépodobnost. Zakladni prostor pro sdruzenou pravdépodobnost
bude ¢tverec o strané jedna. V tomto zdkladnim ¢étverci lze zobrazovat jednotlivé typy prav-
dépodobnosti a demonstrovat operace mezi nimi.

V naSem piikladé na vodorovné strany nandsime pravdépodobnost (marginalniho) jevu Z
- znaCka a na svislé strany nandsime pravdépodobnosti podminéného jevu R|Z - rychlost
podminénd znackou. Dostavame schéma nacrtnuté na obr. 3.5, Zékladni ¢tverec se tim rozdéli
na ¢tyfi obdélniky I. az I'V., jejichz plo§né obsahy udavaji piislusné sdruzené pravdépodobnosti.
Skutecné, pro plosné obsahy jednotlivych obdélniku dostavame

I. pro jev "cizi auto nepiekrocilo rychlost”  P(s,c) = P(s|c)P(c);

II. pro jev ”cizi auto piekrocilo rychlost”  P(v,c) = P(v|c)P(c);

III. pro jev "nase auto nepfekrocilo rychlost”  P(s,n) = P(s|n)P(n);

IV. pro jev "nase auto piekroéilo rychlost”  P(v,n) = P(v|n)P(n).

7 téchto pravdépodobnosti muzeme vystavét libovolnou pravdépodobnost, tykajici se jevua

Z a R. Na tomto misté bych rad citoval vétu svého skolitele a pfedniho odbornika v oblasti
bayesovské teorie fizeni u nas Ing. V. Peterky, DrSc:

& Zndme-li (tj. umime-li zkonstruovat) sdruzenou pravd&podobnost, zndme viechno
potfebné pro llohy odhadu a F¥izeni.

Marginalni pravdépodobnost napf. pro jev R = v je ddna sou¢tem ploch vSsech obdélniku
s boc¢ni stranou odpovidajici hodnoté v. Jsou to obdélniky II. a IV. Vyjadiime-li jejich plochy
jako souciny stran a seCteme je, dostavame vzorec pro uplnou pravdépodobnost.

Obracend podminéna pravdépodobnost napi. jevu Z|R = c|v se odvodi takto: Protoze
jev R = v nastal, musi mit pravdépodobnost 1. To znamend, ze musime definovat novy zakladni
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¢tverec pro jevy Z|R = v € {c|v, n|v}, a pFitom pomér pravdépodobnosti hodnot c|v a n|v
by meél byt ddn pomeérem piislusnych sdruzenych pravdépodobnosti jeva (c,v) a (n,v). Tedy
P(c|v) : P(n|v) = P(v,c) : P(v,n) =0.06 : 0.175. Tento pomeér je dan obsahy dolnich obdélniku.
Stac¢i tedy jejich obsahy normovat tak, aby soucet byl jedna a obdrzime pfislusné podminéné
pravdépodobnosti. Ta, kterou zjistujeme, je ddna levym obdélnikem. Jeji normovani provedeme
tak, ze plochu tohoto obdélniku délime souctem ploch obou dolnich obdélniku. Tomu pii
vyjadieni ploch sou¢inem stran obdélnikt odpovidd Bayesuv vztah.

P(s|n) =0.75 }:j(R =v,Z ::C)

Obrazek 3.6: Pravdépodobnostni strom

Pravdépodobnostni strom

Jinym néstrojem nejen pro popis, ale i pro vypocet sdruzenych pravdépodobnosti pomoci pod-
minénych a margindlnich je pravdépodobnostni strom. Je také zalozen na fetézovém pravidlu
a je dokonce vhodny i pro jeho vicendsobné pouziti. Strom zacina v jednom bodé a postupné se
vétvi podle hodnot jednotlivych jevi. Hodnoty pfedchozich jevu pii vétveni se pfitom dostavaji
do podminek nésledujicich jevi.

V nasem piikladé bude strom velmi jednoduchy. Prvni vétveni je podle hodnot jevu Z na
vétev Z = ¢ a Z = n. K vétvim zdroven pripisujeme pravdépodobnosti téchto jevu. Na konci
obou vétvi dojde k dalsimu vétveni, podle hodnot jevu R. Protoze ale konci horni vétve ptislusi
Z = ¢, budou dalsi vétve z tohoto mista pfisluset podminénym jevum R|(Z = c¢). Podobné
vétveni ze spodniho bodu bude reprezentovat podminéné jevy R|(Z = n). Na konci dostavame
4 body — konce vétveni. Kazdému bodu prifadime pravdépodobnost rovnu soucinu jednotlivych
pravdépodobnosti od zac¢atku vétveni. Podle fetézového pravidla konce vétveni odpovidaji jed-
notlivym hodnotam pravdépodobnosti sdruzeného jevu (Z, R). A podobné jako v pfedchozim
pripadé: zname-li sdruzené pravdépodobnosti, zname vsechno.
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Kapitola 4

Model jako hustota
pravdépodobnosti

Bayesovsky pristup k odhadovani a fizeni je zalozen na modelu soustavy, ktery
predstavuje zakladni prvek pro popis chovéani modelované veliciny [3]. Umoznuje uré¢it hustotu
pravdépodobnosti (dale jen hp) vystupu soustavy y; na zdkladé zndmych velic¢in (starsich dat)
a konstant (parametrtt modelu). Pfedpovéd je potom zdkladem pro dalsi odhadovéni i fizeni.

Nejcastéji pouzivany linedrni model je regresni model (2.2). Ten se sklddd ze dvou
zékladnich ¢asti. Prvni ¢ast je deterministickd. Ta je ddna skalarnim souc¢inem regresniho vek-
toru, ktery obsahuje znama data, a vektoru regresnich koeficientti. Druha ¢ast predstavuje
nahodnou ¢ast modelu. Je to ndhodn4 veli¢ina se specifikovanym rozdélenim (vétsinou se uvazuje
normalni rozdéleni), kterd se nazyva Sum. Parametry této ndhodné veli¢iny (vétsinou je to roz-
ptyl) spolu s regresnimi koeficienty tvoii parametry regresniho modelu. Regresni model
tedy predstavuje jakysi idedlni deterministicky model, ktery je pod vlivem poruch (Sumu), jak
je naznaceno na obrazku 2.3.

To, co jsme pravé uvedli, plati vSak pouze tehdy, jestlize zndme parametry modelu. Tento
predpoklad vsak vétSinou neni splnén a parametry je tfeba odhadovat z apriorni znalosti
a z méfenych dat, viz odstavec 5.3l

Model tedy obecné obsahuje dva neurcité prvky — Sum a nezndmé parametry. Oba tyto ob-
jekty bayesovskd statistika chéape jako ndhodné veli¢iny, které jsou popsany svymi hp. Pritom
mohou byt bud’ diskrétn{ (tj. s koneénym /spocetnym poctem hodnot), nebo spojité (s redlnymi
hodnotami). Ackoliv rozdil ve vyjadieni takovych modela je dén jen rozdilem ve vyjadieni hp
diskrétni a spojité ndhodné veli¢iny, nékteré z téchto modeli mohou pusobit nezvykle. Proto
ukéazeme na piikladech jednotlivé typy modeli a v dalsi kapitole také jejich pouziti pro odha-
dovani a déle pro fizeni.

Znacent

I v této kapitole budeme pouzivat symbolické znaceni pro pravdépodobnosti. Tak napf. pro
pravdépodobnost daného ndhodného jevu X misto podrobného oznaceni P(X = z) budeme
pisujici signaly nebo parametry. Takova jednodussi symbolika je v literatuie bézné pouzivana,
zvySuje pirehlednost, ale nékdy muze vést k nedorozuméni. ZjednoduSeni spocivé v tom, ze ve
znaceni prestaneme rozliSovat mezi ndhodnou veli¢inou X a jeji hodnotou x. Budeme pouzivat
maléd pismena pro signdly a mald nebo velkd feckd pismena pro parametry. Zaroven u hp ne-
budeme vyznacovat indexem nahodnou veli¢inu a bude se rozumét, ze hp nélezi té nahodné

23
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veli¢ing, jejiz hodnota se vyskytuje v argumentu. Tedy napf. symbolem f(y:|u;) nahrazujeme
komplikovanéjsi symbol fy, |y, (y¢|ue)-

Poznamka: Signaly jsou nahodné posloupnosti, tedy indexované nahodné veli¢iny. Proto se v
nasich uivahéach u nahodnych veli¢in popisujicich signaly vyskytuji indexy.

4.1 Regresni model

Rovnice modelu

V obecném tvaru je rovnice regresniho modelu souc¢tem dvou ¢lenu - deterministického (m) a
stochastického (e)

Yt = m(gpt, 9) + €, (41)

kde

y; je modelovana veli¢ina — vystup soustavy,

Ot = [ty Y1, Ut—1, s Yt—v> Uty 1]T je regresni vektor, obsahujici aktudlni ¥idici velicinu g,
data zpozdéna az do v kroku zpét (v je fad modelu) a jednicku pro respektovani konstanty
modelu,

0 = [bo, a1, b1, ...,ay,b,,c]T je vektor regresnich koeficientii (zndmé nebo odhadnuté konstanty),
jejichz poradi koresponduje s pofadim dat v regresnim vektoru,

m(pt, 6) je funkce dat z regresniho vektoru ¢; a parametru 6, kterd pro zndmé parametry
predstavuje deterministickou transformaci dat z regresniho vektoru na modelovany vystup
soustavy. Tato funkce je nejcastéji linedrni m(py, 0) = bous+a1yp—1+brug—1+...+apyr—p +
byut—, + c. Pak dostaneme linearni regresni model ve tvaru

yr = {0+ e, (4.2)

e; je ndhodnd veli¢ina (Sum), o které predpokladame, Ze pro vSechna t plati

e je nekorelovand se svymi zpozdénymi hodnotami Elei|le;—;] = Ele] proi = 1,2,... a's
daty obsazenymi v regresnim vektoru ¢y, tj. Elei|¢i] = Ele],

e m4 nulovou stfedni hodnotu E[e;] = 0 a konstantn{ rozptyl D[e;] = 0 = konst.,

Symbolem © oznaime souhrn vsech parametri modelu, tj. symbolicky piseme
0 ={6,0%}.

Tento zépis budeme chépat ve smyslu cell-vektoru, zavedeného toolboxem MATLAB, pro vektor
(strukturu) s prvky nestejného typu.

Hp modelu

Z rovnice modelu (4.1) vidime, ze y; zavisi na regresnim vektoru ¢y, regresnich koeficientech 6
a rozptylu sumu o2, takze i rozdéleni ndhodné veli¢iny y; bude ddno podminénou hp

f(elee, ©). (4.3)
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Jde skuteéné o podminénou hp, protoze jediné pii znalosti veli¢in ¢y a © jsme schopni rovnici
(4.1) pro predpovéd vystupu y; vyuzit. Pro regresni vektor ¢; a parametry § umime vypocitat
hodnotu funkce m(py, 8). Hp vystupu y; je pak ddna posunutim hp ndhodné veli¢iny e; (Sumu)
do nové stredni hodnoty dané hodnotou funkce m(¢, 6).

Poznamka: Tato transformace odpovida zakladni transformaci nahodné veli¢iny do normo-
vaného tvaru Z — X pomoci transformac¢ni rovnice

X=p+oZ

T —p

ktera spociva v tom, ze v hp nahodné veli¢iny dosadime za proménnou z podil , jak plyne

z transformacni rovnice, a celou hp vyndasobime Jakobidnem 1/o této transformace.

Charakteristiky modelu

Hp modelu urcuje charakteristiky vystupu y;. Tyto charakteristiky jsou rovnéz podminéné,
protoze jsou urcéeny pomoci podminéné hp modelu.

Stfedni hodnota y;:

Elytles, ©] = Elm(pr, 0)|pr, ©] + Elet|pr, ©] = m(py, 0). (4.4)

Rozptyl y;:

Dlyile, ©] = Dlye|©] = o”. (4.5)

Druhy obecny moment y;:

Ely?|et, ©] = (Elyiler, ©]) + D[y ©] = (m(pr,0))* + o> (4.6)

Poznamka: Uvedené charakteristiky jsou podminéné. Samozrejmé existuji i nepodminéné, ty
ale nejsme schopni urcit jen pomoci modelu, a musime je konstruovat jinak. Na prvni pohled je
napr. ziejmé, ze pri jejich konstrukci bude zapotiebi odhadovat parametry, tj. provadét tlohu
odhadu. Model vyzaduje znalost parametri, ty ale v praxi vétsinou znamé nejsou.

Typy regresnich modeli

Uvedené vztahy pro rovnici modelu a jeho charakteristiky jsou zcela obecné. Model je kon-
struovan jako soucet deterministické funkce a ndhodné veliCiny, pricemz se predpokladé, ze
nahodnd veli¢ina e; je nekorelovana s daty obsazenymi v regresnim vektoru ¢;. Takto defino-
vany model se nazyva obecny regresni model. Podle konkrétni specifikace funkce m, pripadné
rozdéleni ndhodné velic¢iny e;, dostavame néktery z nésledujicich typua regresnich modelu.

e Je-li funkce m linedrni vzhledem k parametrum, potom ma model tvar (4.2), srv. téz
(2.2), a nazyva se linedrni regresni model. V piipadé, ze m neni linedrni, nazyva se
nelinearni regresni model.

o Jestlize regresni vektor obsahuje také zpozdéné modelované veli¢iny, tj. yi—1, y¢—2, ..., jde
o dynamicky regresni model. V opa¢ném pripadé, je-li napf. vystup modelovan jako
konstanta plus Sum, nebo fizeni plus Sum, jde o staticky regresni model.
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e Ma3-li ndhodné veli¢ina e; normalni rozdéleni, nazyvame model norméalnim regresnim
modelem. M4a-li jiné rozdéleni, je jméno modelu odvozeno podle jména rozdéleni. Napf.
rovnomeérny regresni model, nebo také regresni model s rovnomérnym Sumem.

e Model muze pracovat se spojitymi, diskrétnimi nebo kombinovanymi veli¢inami. V pripadé
spojitych veli¢in nazyvame model spojitym regresnim modelem, jinak diskrétnim
regresnim modelem.

e Jsou-li parametry 6 konstanty, nazyvame tento model regresni model s konstantnimi
koeficienty. Jsou-li funkcemi casu, jde o regresni model s proménnymi koeficienty.

e Jsou-li signdly, se kterymi model pracuje, vicerozmérné, tj. v kazdém casovém okamziku
tvori vektor, nazyva se takovy model mnohorozmérny regresni model. Jsou-li signély
skalarni veli¢iny, nazyva se skalarni regresni model.

My se budeme zabyvat skalarnimi linedrnimi regresnimi modely s konstantnimi koeficienty.

4.1.1 Dynamicky regresni model s normalnim Sumem

Jde o skalarni linearni dynamicky regresni model fadu v s konstantnimi koeficienty a normalnim
rozdélenim Sumu (4.2). Pfi studiu linedrnich modelu je takovy model pouzivan nejcastéji.
Vyjadieni stiedni hodnoty pomoci linearni funkce a normaélni rozdéleni Sumu pokryva mnoho
praktickych tloh a ma i zna¢né vyhody z hlediska jeho pouziti pro odhad a pfi fizeni. Je to
stochasticka obdoba diferen¢ni rovnice.

Rovnice modelu

ye = ©1 0+ ey, (4.7)
kde
ol = [ug, ye—1,%-1, - - Yt Us_v, 1] je regresni vektor,
67 = [bo,a1,b1,... ,a,,b,,c] jsou regresni koeficienty,

er je skaldrnf ndhodnd veli¢ina s rozdélenim N(0,02), tj.

1 e?
f(et) - \/ﬁ exp _ﬁ )

kde exp{z} = e znaci exponencidlni funkeci.

Model lze rovnéz rozepsat do tvaru diferenéni rovnice

yr = bour + ar1yr—1 +brus 1+ ... + apyr_p + byur_y, + c+ ey (4.8)

Momenty modelu

Model umoznuje najit rozdéleni, nebo, je-li tfeba, charakteristiky modelovaného vystupu ;.
Stfedni hodnota a rozptyl:

Elyile:,©] = [0,  Dlyilpr, 0] = o°. (4.9)

Druhy obecny moment:

E[yi|or, ©] = Elyelpr, O + Dlyelor, ©] = (¢ 0)* + 0. (4.10)
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Hp modelu

M4 stejny tvar jako hp sumu, ale se stiedni hodnotou ¢! 6. Je tedy

Flunler ©) = <=5 exp { = — o)} (.11)

1
Voro?

Poznamka: Prakticky transformaci provedeme tak, ze z rovnice modelu vyjadiime e; a do-
sadime do hp sumu. Jakobian transformace je v tomto pripadé roven jedné.

4.1.2 Staticky regresni model s normalnim Sumem
A. Rizeny systém

Staticky model je specidlnim piipadem dynamického regresniho modelu (4.1), kdy regresni vektor
neobsahuje zddné zpozdéné vystupy. Regresni vektor muze tedy obsahovat pouze #idici veli¢inu
a ptipadné jednicku pro respektovani konstanty.

Nejprve budeme uvazovat model bez konstanty, kde modelovand veli¢ina je tmérnd fidici

veli¢iné s neznamym koeficientem imérnosti — nezndmym parametrem modelu 6. Pro u;, = 1
pro vSechna t dostaneme specidlni piipad odhadovani stfedni hodnoty.

Navic budeme piedpokldadat znamy rozptyl Sumu, napt. o2 = 1. Tento model bude mit tedy
jediny vstup u; a jediny nezndmy parametr 6, tj. © = {6}.

Rovnice modelu

Yt = Oug + e, (4.12)
kde

0 je konstantni skalarni parametr,
Yt, TESP. Us je vystup, resp. vstup soustavy,

e; je ndhodna veli¢ina s normalnim rozdélenim s nulovou stfedni hodnotou a jednotkovym
rozptylem, nezavisla na wuy.

Poznamka: Neni-li ddno rozdéleni ndhodnych veli¢in ey, pak (4.12) nepopisuje situaci iplné.

Momenty modelu

Jsou to stfedni hodnota u;, rozptyl 1 a druhy obecny moment 6%u? + 1.

Hp modelu

fyelue, 0) = exp {— (yt2 — 20yus + qu%) =

\/7
_ 1 =160 ([w] e w [ -1 (4.13)
= P2 i o | (

Exponent prvniho vyjadfeni hp piimo ukazuje, jaké budou statistiky pro odhadovani. Budou
to kvadraty y?, u? a souciny yus pro t na éasovém intervalu odhadovani. Druhé vyjadieni
reprezentuje model jako funkci neznamych parametra a je vhodné pro konstrukci vérohodnostni
funkce (5.5).
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B. Nefizeny systém
Jesté jednodussi variantou tohoto modelu je model netfizeného systému, ktery obdrzime, jestlize

v pfedchozim modelu (4.12) polozime u; = 1 pro vSechna ¢.

Rovnice modelu
Yt :0+6t7 €tNN(0,O'2). (414)

Hp modelu

Pro zndmy rozptyl, napi. o2 =1, je

exp{—;(w-—ef}. (4.15)

f(yel0) = Lexp {_1(%2 — 20y, + 02)} =

1
Vo 2 V2T

Poznéamka: V piipadé, kdy by rozptyl sumu o nebyl znam, mél by sum rozdéleni N (0, c?)
a hp modelu by byla

Fl®) = = exp { o (w— . (416)

1
V2oro?

Nezndmé parametry v tomto pripadé tvori dvojici © = {6, 0%},

4.1.3 Staticky regresni model s rovnomérnym Sumem

Pro vyjadfeni hp rovnomérného rozdéleni budeme pouzivat tzv. indikator yx; intervalu
I = (a,b) C R (srovnej str. 43)

)] 1 pro ze€l,
Xl(x)_{ 0 pro =z ¢1,

kde argument z, pokud nemuze dojit k omylu, budeme vynechédvat.

Rovnice modelu

yr =0+ e, (4.17)
kde

0 je nezndmy spojity parametr,

e; je ndhodnd veli¢ina s rovnomérnym rozdélenim s hp

fler) = %X(—m)(et)-

Poznamka: Projednoduchost uvazujeme hp Sumu se znamymi mezemi od -1 do 1. Pokud meze
pro hp nebudou jednotkové, ale budou znamé, je situace obdobna. Slozitéjsi model dostaneme
v pripadé, kdy tyto meze nejsou znamé a predstavuji dalsi parametry, které je tfeba odhadovat.
Tim ziskdme analogii pripadu s nezndmou smérodatnou odchylkou.
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Hp modelu
M3 také rovnomérné rozdéleni, které opét dostaneme transformaci hp Sumu
1
Fyel0) = 5x-1041) (W), ve € R. (4.18)

' f(y-10)

11/2

0—1 0 041 Yr

Obréazek 4.1: Graf rovnomérného rozdéleni

4.1.4 Staticky regresni model s diskrétnim Sumem

V tomto odstavci se budeme zabyvat modely, popisujicimi diskrétni signély, tj. signaly, které
mohou nabyvat jen koneé¢ného poctu hodnot. Typickym ptikladem takového signélu je vysledek
pokusu pii hodu minci nebo kostkou, ale patii sem napi. také intenzita dopravniho proudu
(pocet vozidel za jednotku ¢asu) nebo ¢islo Fidiciho pldnu svételné signalizace v dané mikrooblasti
(v Praze se pouzivaji plany ¢. 1, 2, ..., 10). Parametry takového modelu byvaji obvykle spojité.
Modely s diskrétnimi parametry se budeme pro ukézku zabyvat v ¢asti 4.2l

Zde uvedeme model diskrétniho signdlu s dvéma moznymi hodnotami pro znamé a neznamé
parametry modelu.

A. Znamy parametr modelu

Jednd se snad o nejjednodussi statisticky model, popisujici napt. hazeni minci. Abychom tento
piiklad udélali trochu zajimavéjsi, uvazujeme poskozenou minci, kde pravdépodobnost padnuti
rubu se nerovna pravdépodobnosti padnuti lice. Pfedpokladame ale, ze pravdépodobnost padnuti

vvvvvv

a 1 — 6y pro lic.
Uvazujeme posloupnost nezavislych hodu v ¢asech 7 = 1,2,...,¢, s vysledky V; = R (rub)
nebo V; = L (lic). V okamzicich 7 definujeme ndhodné veli¢iny y, predpisem

) 0 proV; =R,
=31 pro V, = L.

S timto oznac¢enim dostavame nasledujici model.

Rovnice modelu

Je trivialni
Yt = €, (4.19)
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kde hp Sumu formélné zapiSeme ve tvaru alternativniho rozdéleni s parametrem 6y, t;j.
fle) = 6057 (1 — o)

pro e; € {0,1}.

Hp modelu

Je shodnd s hp Sumu
flw) = 05" (1= o) (4.20)

pro y; € {0,1}.

Poznamka: V tomto pripadé je ziejmé zbytecné zavadét model jako rovnici. Lépe je o modelu
rovnou hovorit jako o prislusné hp.

B. Neznamy parametr modelu

Tento model je obdobny jako predchozi, ale predpokladame, ze pravdépodobnost padnuti rubu
(a tedy i lice) neni zndma. Takovy model m& velmi dobrou dopravni interpretaci, kterou jsme
se zabyvali v ivodnim pftikladu [1.1. Pfi ni uvazujeme kfizovatku ve tvaru T, do které prijizdéji
automobily a odboéuji bud vpravo nebo vlevo. Evidujeme poéty vozidel a zjisfujeme procento
automobilu odbocujicich do jednotlivych sméri. Na zékladé takto nameéfenych dat potom odha-
dujeme skute¢ny podil odbocujicich vozidel. Jedna se o nejjednodussi verzi odhadu smérovych
vztahu na kfizovatce.

Rovnice modelu

Je shodnd s rovnici z predchoziho piikladu. Jak jsme jiz uvedli, v takto jednoduchém piikladé
neni zajimava.

Hp modelu
Je to podminénd hp s alternativnim rozdélenim. Zavisi na jednom neznamém parametru
0 € (0, 1) a mé tvar

Fyel@) =0 (1 —0)",  y €{0,1}. (4.21)

Odtud f(0|0) = P(y, = 0]0) =0, f(110) = P(y, = 1|0) = 1 — 0, takze pravdépodobnost, s
niz padne rub (y; = 0), je € a pravdépodobnost, s niz padne lic (y; = 1), je 1 — 6.

4.1.5 Mnohorozmérny regresni model

Mnohorozmérnym odhadem a fizenim se zde podrobné nezabyvame. Protoze vSak ve vétsiné
praktickych tloh je tfeba modelovat nékolik veli¢in, a protoze mnohorozmérny model je mozno
prevést na soustavu tzv. jednorozmeérnych faktori, uvedeme pro uplnost také zapis mnoho-
rozmérného regresniho modelu. Pro hlubsi studium algoritmt s mnohorozmérnymi regresnimi
modely lze doporucit napt. [3].

Uvazujeme model s n,, vstupy a n, vystupy, tj. vstup, vystup i sum jsou vektory odpovidajici
délky

UtT = [ul,t7u2,t7 --Unu,tL .%:T = [yl,tayQ,ta --yny,t], 6’? = [61,t7€2,t7 --eny,t]-
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Rovnice modelu

Ma obdobny vektorovy tvar jako rovnice skaldrnitho modelu, pouze poradi parametru 6 a re-
gresniho vektoru ¢; musime ve skaldrnim soucinu formalné piehodit, abychom modelovany
vystup obdrzeli jako sloupcovy vektor

ye = 0" 01 + e, (4.22)
kde 67 = [bg,a1,b1,...,a,,b,,c], kde
a;, ¢ jsou matice typu (n, X ny) a b; jsou matice typu (n, x ny),

ol = [ul, ytT_l,u:{_l, ooyl ul 1] je vektor délky ny, + v (ny +ny) + 1,

et je ny-rozmérna ndhodna veli¢ina s rozdélenim s nulovou stiedni hodnotou
a kovarian¢ni matici R.

Stfedni hodnota modelu je vektor p, = 67 o, a neurcitost vyjadiuje kovarianéni matice R.

Hp modelu

Je to hp mnohorozmérného normalniho rozdéleni se stfedni hodnotou p a kovarianéni matici R

Fuler,©) = (2m) " F R exp {0~ 7o) TR - 60| (023)

Priklad [ Rovnice modelu pro ny =2, n, =1, C=0, v=1]

Modelujeme 2 veli¢iny méfené na soustavé s jednim vstupem pomoci dynamického modelu fadu

1. Rovnice modelu je
a1 a2l Y1,t—1 b1.1 e1,t
+ Up—1 +
as1;1  G22:1 Y261 b2 €2t

[yl?t]:lbl;oluﬁ
Y2,t b2.0

Parametry a regresni vektor

Ut
o7 — bi,o a1 aizn b o = Y1,t-1
ba.o @211 a2 boy | Y2,4-1
Ut—1
Stredni hodnota a kovarianéni matice Sumu
0 T ol o
1 12
Elet] = ) Ele; ef] = 5 | =R
0 g12 (o

( konec prikladu )

4.2 Modely s diskrétnimi parametry

Neznamé parametry modelu povazujeme za ndhodné veli¢iny popsané svymi hp. Pokud tyto
nahodné veli¢iny mohou nabyvat jen koneéného poc¢tu predem specifikovanych hodnot, jedna se
o diskrétni ndhodné velic¢iny — viz str. 40. Odpovidajici model nazveme modelem s diskrétnimi
parametry.



62 KAPITOLA 4. MODEL JAKO HUSTOTA PRAVDEPODOBNOSTI

V dalsim vykladu budeme uvazovat staticky regresni model (viz str. 55 — typy modelu)
popsany pomoci hp sumu f(e) a parametru f(6), které predpokldddme zndmé. Na zakladé
znalosti modelu v daném ¢ase provedeme piedpovéd vystupu, a po zméfeni skuteéné hodnoty
vystupu pirepoc¢teme hodnotu odhadovaného parametru. Protoze se zabyvame jen jednim krokem
odhadovéani, nebudeme u signalu uvadét ¢asovy index.

A. Diskrétni parametr a diskrétni signal

Rovnice modelu

y=0+e, (4.24)
kde hp f(e) a f(0) jsou dany tabulkami, viz ¢dst 3.2

e | -1 1 0 |2 0 2
fle)] 04 06 ° f(6)]02 05 03

Obé ndhodné veli¢iny jsou nezavislé.

Hp modelu

Je to funkce f(y|f) zadana opét pomoci tabulky, viz druhy odstavec v ¢asti 3.2. Ve sloupcich
tabulky jsou modely vzdy pro urc¢itou hodnotu parametru v podmince.

y\o |2 0 2
3104 0 0
-1 /06 04 0 (4.25)
1|0 06 04
300 0 06

Tuto tabulku sestavime z tabulek pro f(e) a f(f) takto: Nejdiive uréime vsechny mozné hodnoty
vystupu y tak, ze pro danou hodnotu 6 dosazujeme do rovnice modelu jednotlivé hodnoty
e. Potom ur¢ime pravdépodobnosti tak, ze pro dané hodnoty 6 a y nalezneme pomoci (4.24)
hodnotu e, a vezmeme jeji pravdépodobnost. Pravdépodobnosti hodnot 6 se neuplatni. Pro¢? 1

Ve sloupcich tabulky wudavajici hp modelu jsou jednotlivé hp vystupu (jejichz
pravdépodobnosti se rovnaji pravdépodobnostem Sumu) vzdy pro jednu konkrétni hodnotu 6
v podmince, tedy vektory f(y|0 = —2), f(y|0 =0) a f(y|0 = 2), piipadné doplnéné nulami.

B. Diskrétni parametr a spojity signal

Rovnice modelu

M4 opét tvar
y==0+e, (4.26)

kde 6 je diskrétni a e spojitd ndhodnd veli¢ina s rozdélenimi — viz (3.2l a (3.3)

0 -2 0 2 1 1
f®) 02 05 03 f“)zvﬁw@m{_zg}'

'Protoze modelem je hp podminéns parametrem 6. Ten zde tedy vystupuji ne jako ndhodné veli¢ina,
ale prostfednictvim svych hodnot, jako by byly znamé. Proto model nezdvisi na pravdépodobnostech
téchto hodnot.
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Hp modelu

f(yl0)

X

0 2

Obrazek 4.2: Hustota kombinovaného modelu

Dostaneme ji jako transformaci nv e na nv y

fylo) =

Ver

exp {

f%(y _ 9)2} 0 {-2,02}.

63

(4.27)

Tento kombinovany model muZeme interpretovat jako tii spojité modely pro jednotlivé hodnoty

parametru 6

fylo = -2)
f(ylo =0)
f(ylo =2)

[e]

o}

T
—N
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Kapitola 5

Predpovidani a odhadovani

5.1 Uvodni poznamky a oznaceni

V této kapitole se budeme vénovat odhadovani pravdépodobnostnich modela. Ta je tésné spjata,
podobné jako i fizeni, s pfedpovédi budouciho vystupu soustavy. Pojedndme tedy o predpovédi
a odhadovani spole¢né. Zakladni literaturou k této oblasti je [3].

Nejdiive uvedeme dvé dilezité poznamky, na které se budeme v dalsim textu casto od-
volavat.

Znaceni integrali a datové historie

Bayesovska statistika pracuje se sdruzenymi, margindlnimi a podminénymi hp. P#i vypoctech
s nimi se ¢asto pouziva integrace — viz str. 39. Jedna se o integraci pres cely obor hodnot
nadhodné veli¢iny nebo nahodnych veli¢in, které pfislusna hp popisuje. Jsou to tedy integraly
urc¢ité. Pro lepsi prehlednost nebudeme vyznacovat jejich meze a zavedeme nasledujici dohodu:
Nejsou-li vyznaceny meze integrace a neni-li uvedeno jinak, méme na mysli integraci ptes cely
obor hodnot ndhodné veli¢iny. Napf. pro normalni rozdéleni je to celd reilnd osa, nebo pro
sdruzenou hp pro n ndhodnych veli¢in je to cely prostor R".

Protoze pomoci podminénych hp popisujeme zpravidla kauzalni zavislosti, vyskytuje se casto
v podmince vSechna historickd data, tj. data zmérend od zac¢dtku odhadovéni (fizeni) az do
soucasného nebo minulého okamziku. Do téchto dat zahrnujeme i apriorni informaci, napi. ve
formé apriornich dat. Pro tuto datovou historii, zahrnujici data do ¢asu 7 zavedeme znaceni:

d; = [yr,u;]" jsou data (datové dvojice vstupu a vystupu) v case 7,

D(r,---,t) ={ds,dr41,--,d;} je mnozina datovych dvojic po¢inaje indexem 7 az do t.
Potom

D(t) = {dy, di1,ds_s,...} (5.1)

zna¢i souhrn vsech datovych dvojic az do (soucasného) okamziku s casovym indexem ¢,
D(t — 1) zahrnuje vSechna data minuld. Symbol D(0) oznacuje apriorni data (vsechna data,
nameéfend pred zaCitkem fizeni). Data D(t), ziskand az do okamziku t, lze rozdélit takto:
D(t) = D(1,---,t) U D(0), tj na data apriorni a data ziskand v prubéhu fizeni az do Casu
t.

65
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Prirozené podminky rizeni

Odhady parametri © modelu soustavy fizené ve zpétné vazbé prostiednictvim Fidici veli¢iny
uy predpokldddme platnost tzv. prirozenych podminek fizeni (p.p.f.). Ty jsou vyjadieny
nasledujicimi vztahy

flud D(t = 1),0) = f(ue| D(t - 1)), (5.2)

f(®lut, D(t — 1)) = f(B]D(t - 1)), (5-3)

které jsou navzajem svazany Bayesovym vzorcem. Tyto podminky vychézeji ze skutec¢nosti, ze
fidici veli¢ina smi byt konstruovana jen na zdkladé dat D(t — 1), a tedy nezndmé parametry
neovliviuji pravidlo (5.2) jejiho generovani.

Objekty a vzorce v predpovédi a odhadovani

Ulohu predpovédi a odhadovani budeme déle demonstrovat na piikladech pro jednotlivé druhy
modelu, diskutované v predchozi kapitole. Jsou to spojité modely s normalnim 4.1.1' a[4.1.2 rov-
nomérnym [4.1.3/ a diskrétnim Sumem 4.1.4 a diskrétni modely 4.2. V téchto piikladech budeme
sledovat vzdy stejné schéma s nasledujicimi prvky:

Model

Y = @7 0 + e nebo jeho hp I (yelept, ©) (5.4)

podle (4.2), kde ¢ je regresni vektor, 6 je vektor regresnich koeficientt, e; je Sum
s nulovou stfedni hodnotou a rozptylem o2 a © = {6,0%} je vektor (struktura)
oznacujici souhrn v8ech parametri modelu.

Vérohodnostni funkce

Li(©) = [] f(y-ler. ©) (5.5)

T=1
je soucin hp modelu s dosazenymi hodnotami namérenych dat y, a regresnich
vektoru ¢, proT=1,2,...,t.

Apriorni hp

0
fe1D) < [ flurle-,0©) (5.6)

T=—KQ
je hp parametru, konstruovand jen na zakladé apriorni znalosti kterd je zde
vyjadiena symbolem D(0) - jako data ziskand do zac¢dtku vlastniho odhadovéni.

Aposteriorni hp

fOID(@)) o< f(yiler, ©)F(OD(t — 1)) o< Ly(©)£(01D(0)) (5.7)
je hp parametru, ve které je zahrnuta jednak apriorni znalost, jednak infor-

mace obsazena v datech zméfenych béhem odhadovani, tj. pro casové okamziky
T=1,2,...,t. Tato data, véetné apriornich, oznacujeme symbolem D(t).

Hp f(©|D(t — 1)) nékdy oznacujeme jako apriorni z minulého kroku.
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Hp predpovédi

Flue D =1) = [ ol Dt~ 1), 0)5OID( - 1)dO'  (58)
p-p.I.
je to hp vystupu, podminénd vstupem a starSimi daty. Je podobnd hp modelu,

ale nema v podmince parametry a zavisi na vSech minulych datech, nikoli jen na
regresnim vektoru.

Bodovy odhad
O, = E[O©|D(t —1)]. (5.9)

Bodovd predpovéd’

Ut = Elyt|us, D(t — 1)]. (5.10)

5.2 Bodova predpovéd a bodové odhady

Pro motivaci rekurzivniho odhadovani parametru vyjdeme z praktické tlohy — bodové
piedpovédi vystupu, coz je pifmé predpovéd budoucich hodnot vystupu soustavy. Nejdifve
budeme specifikovat, co mame na mysli optimalnim bodovym odhadem, at uz je to odhad
vystupu, kterému ifkame piedpovéd, nebo bodovy odhad nezndmého parametru.

Rekneme, Zze odhad je optimalni, jestlize minimalizuje zvolené kritérium optimality. Z hle-
diska vypocetniho je nejzajimavéjsi kritérium kvadratické, které pro piedpovéd vystupu 7y, resp.
odhad parametri ©; m4 tvar

Jpre = E[(gt - yt)2]? resp‘ Jodh = E[(ét - @t)Q]

Tento typ kritéria vede na bodové odhady ve formé stfedni hodnoty, podminéné minulymi daty.
Piedpovéd vystupu, resp. bodovy odhad parametru je

Je = Elyiur, D(t—1)],  resp. ©; = E[O|D(t - 1)], (5.11)

kde ve vyjadieni bodového odhadu parametri jsou vyuzity pfirozené podminky fizeni, zminéné
na zacCatku této kapitoly. Odvozeni téchto vysledku je ponechdno ¢tendri jako cviceni. V piipadé
nouze je uvedeno v kapitole s dodatky, ¢ast [11.5.

& Optimalni bodové odhady minimalizujici kvadratické kritérium Ize vyjad¥it jako

podminéné stfedni hodnoty. V podmince jsou jen starsi, jiZ namé¥Fena data.

Bodova predpovéd vystupu soustavy

Bodové piedpovéd podle kvadratického kritéria je ddna podminénou stiedni hodnotou podle
(5.11)

[e.9]

w=HMWD@—m=/;wﬂMWD@fm@p

LOznagen{ p.p.F. pfipomina platnost pfirozenych podminek fizeni (5.2) nebo (5.3)
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Pro jeji vypocet potiebujeme hp pfedpovédi f(y;|us, D(t—1)). V piipadé znamych parametru
je tato hp rovna piimo hp modelu a situace je velmi jednoduchéa. Staci dosadit méfeny regresni
vektor do modelu a ”$um poloZit roven nule”. SlozZitéjsi je predpovéd v pripadé, kdy parametry
modelu jsou nezndmé. Obé moznosti ukazeme na piikladé.

Priklad [ Bodova predpov&d’ pro model se znamymi parametry ]

Uvazujme model podle (5.4) ve tvaru

y=¢i0+e shp flyle) oc N(gpf0,07),

kde © = {6, 0?2} zname.

Abychom byli jeSté konkrétnéjsi, zvolme nasledujici ¢iselné zadani modelu
Yy = 0.6y;—1 + 0.1ug + 0.5 4 0.3¢;
kde € ~ N(0,1), e = 0.3¢; a D[e;] = D[0.3¢;] = 0.09.
Hp, odpovidajici tomuto modelu je
F(yelue, ye—1) = f(yeler),
kde ¢ = [ut, yr—1, 1]. ( konec p¥ikladu )

Poznamka: Na tomto ¢iselném zadani je dobre patrné, ze hp modelu v tomto pripadé ne-
obsahuje v podmince parametry. Zadna nahodna veli¢ina popisujici parametry totiZ neexistuje.
Parametry jsou znama cisla.

Bodova predpoved je (5.11))
Ut = Elytluy, D(t — 1)] = /ytf(yt|90t)dyt =0 (5.12)

a protoze jak 0, tak i ¢; zname, lze dosadit a predpovéd vypocitat. To lze provést pro ¢iselné
zadani
g = [2;2.1;1].[0.1;0.6; 0.5]7 = 1.96

& Bodova predpovéd vystupu p¥i zndmych parametrech regresniho modelu je dana

skalarnim soucinem regresniho vektoru s vektorem parametrd.

Priklad [Bodova predpovéd’ pro model s neznamymi parametry |

vvvvvv

protoze parametry modelu nezndme. K vypoctu stfedni hodnoty podle (5.11) potfebujeme hp
predpovédi, podminénou daty a nikoliv parametry. Tu vypocteme takto

fytlug, D(t — 1)) = /f(yt, Oluy, D(t —1))dO = [margindln{ pravdép.]

= /f(yt\ut, D(t—1),0)f(Oluy, D(t—1))d®.  [podminénd pravdeép.]
V poslednim fddku muzeme jesté provést dvé tpravy:

1. f(ye|ue, D(t — 1),0) = f(ye|er, ©), protoze pii danych parametrech zavisi y; jen na ¢; a
ne na starsich datech — viz predpoklad o regresnim modelu (4.1),
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fO|ug, D(t — 1)) = f(O]D(t — 1)), plyne z piirozenych podminek fizeni (5.2)), (5.3).

Je tedy
flatlue Dt = 1) = [ fluler. ©)F(©|D(E - 1) 6. (513)

Poznamka: Interpretace tohoto vysledku je ndzornda a odpovida metodé tplné
pravdépodobnosti (3.3). Mohu pouzit jen model s dosazenymi parametry, pricemz hod-
noty parametri nezndm, znam jen jejich rozdéleni, tj. ”vSechny mozné hodnoty a jejich
pravdépodobnosti”. Vyslednd hp je déna vazenym souctem (integralem) "modeli” s dosa-
zenymi hodnotami parametru v podmince f(yi|pt, ©), vdzenymi ”pravdépodobnostmi hodnot
parametru” f(©|D(t —1)).

Nyni muzeme pfistoupit k vypoctu stfedni hodnoty E[y.|us, D(t—1)], jak je uvedeno v (5.11)).
Pouzijeme pfedchozi vyjadieni hp predpovédi a dostaneme

Elyw, D(t —1)] = ytf(yt|ut, (t—1))dy =
- /y yt/ FWelen©)f(OID(t —1))dOdy, =  [dosazeno z (5.13)]
. /@ { /y e f(ulor.©) due| F(OID(t~1))dO = [zimena integrace]
_ /@ oTOf(0|D(t—1))dO = [dosazeno 7 (5.12)]
— /@ 61(6,0|D(t — 1)) ddo — lintegrovéno pres o]

= ol [0reID(t—1)d0 = {00,

kde ét_l znaéf bodovy odhad 6 v éasovém okamziku t — 1. ProtoZe bodova predpovéd se rovnd
této stfedni hodnoté, dostavame

e =01 0. (5.14)

( konec prikladu )

& Bodova predpovéd vystupu v &ase t p¥i nezndmych parametrech regresniho modelu
je dana skaldrnim souinem regresniho vektoru v €ase t s vektorem bodovych odhadi
parametr(i z ¢asu t — 1.

5.3 Predpovidani a odhadovani

Podobné, jako jsme u modelu soustavy uvaZzovali jeho dvoji mozné vyjadieni, a to bud pomoci hp
(4.3)), nebo rovnici (4.1), miuzeme takové dvé pomyslné linie sledovat i pfi vytvafeni algoritmu
predpovédi a odhadovéani. Prvni linie poc¢ita s obecnymi hustotami pravdépodobnosti, druha
tyto hustoty konkretizuje a pocita se specidlnim rozdélenim a jeho statistikami, tj. méfena data
akumuluje do statistik a z nich pfipadné jako vysledky pocitda odhady. Prvni cesta je obecna,
druha dava praktické vysledky.

Vlastni odhad ¢asto neni cilem, ale jen prostfedkem k dosazeni jiného cile. V pifedchozim
odstavci jsme jako cil postavili predpovéd vystupu pro model s nezndmymi parametry. Jako
podiloha, kterd vznikla pii feSeni tohoto problému, se objevil pravé odhad. Protoze jsme ale
pozadovali bodovou predpovéd, potfebovali jsme jako vysledek odhadu také bodové odhady
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parametru (5.14). Vezmeme-li ale za cilovou tilohu napt. optimalni fizeni s pravdépodobnostnim
modelem, minimalizujici stfedni hodnotu kritéria penalizujictho kvadraty vstupu a vystupu (tak,
jak jej budeme uvazovat na konci této kapitoly), dostaneme také jako podilohu odhad pa-
rametru. V tomto piipadé se ale iloha odhadovani neomezi jen na pouhy vypocet bodovych
odhadu a jejich dosazeni za neznamé parametry. Pracuje se zde s celymi hp parametria po-
moci pravidla o uplné pravdépodobnosti — viz pozndmka ke vztahu (5.13). Volné fec¢eno, misto
vybéru jedné hodnoty odhadovaného parametru se pracuje se vSemi moznymi hodnotami a je-
jich pravdépodobnostmi. Tim se zachova informace nejen o hodnoté parametru, ale také o jeho
neurcitosti. Pravé neurcitost odhadnutého parametru se pfi dosazeni bodového odhadu ztraci.

& MozZnost vyjadfeni veskeré informace o odhadovaném parametru véetné jeho
neurditosti je velkou prednosti bayesovského ptistupu.

Konstrukce hp predpovédi

Jak jsme ukdzali v pfedchozi ¢asti (viz (5.13)), lze hp predpovédi (5.8) konstruovat podle vzorce
pro tplnou pravdépodobnost (3.3)) v integralni podobé

f(yilue, D(t = 1)) = [ f(yeler, ©)f(O]D(t — 1)) dO. (5.15)

Prvni hp na pravé strané je hp definovand modelem s danymi parametry a druh4 je hp parametru,
podminénd znalosti dat az do okamziku ¢ — 1. Tuto hp parametri nezndme a musime ji postupné
napocitavat s méfenymi daty pomoci odhadu, jak ukazeme ihned v nésledujicim textu.

& Konstrukce hp predpovédi probiha podle vzorce pro tplnou pravdépodobnost. Vstu-
puje do ni model soustavy a hp parametr( kterou nezndme a kterou musime postupné
napoditavat z dat a apriorni hp v odhadu.

Poznamka: Hp predpovédi je mozno pocitat prubézné, jak jsme to zatim ukadzali, ale také
jednorazové pro vSechna dosud namérena data najednou. Odvozeni této jednordazové predpoveédi
provedeme v dodatku, v odstavcilll.4. Zde pro tplnost vykladu uvedeme jen vysledek

I

f(ytlug, D(t — 1)) = T, (5.16)

kde
Iy = /Lﬁ(@) £(O|D(0))dO prod =1t, t -1,

L(¥) je vérohodnostni funkce (5.5) a f(©|D(0)) je apriorni hp (5.6) z poc¢atku odhadu.

Konstrukce hp parametri

Ve vztahu (5.15) pro hp pfedpovédi jsme pouzili hp parametru f(O|D(t — 1)), kterou piimo
nezname. Jeji konstrukci je mozno provést rekurzivné tak, jak postupné méiime data. Vychazi
z tzv. apriorni hp (5.6), kterd vyjadiuje nase predbézné znalosti parametru, nebo se opird
o predem zmétend data. K této hp je postupné s vyuzitim Bayesova vzorce (3.5) pfiddvéna
informace ziskand z mérenych dat, a tak je apriorni hp prepocitavana na tzv. aposteriorni
hp (5.7). Ta je bud zddanym vysledkem, jako napiiklad pro vypocet piedpovédi (5.8), nebo
jsou z ni pocitany bodové odhady (5.9), tj. hodnoty, které mohou byt za parametry za urcitych
okolnosti dosazeny.
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Pro odvozeni rekurze vyjdeme z ¢asového okamziku ¢ a aposteriorni hp f(0|D(t)) vyjddiime
pomoci aposteriorni hp z minulého kroku f(©|D(t — 1))

fOID(@) = [f(Olys,u, D(t—1)) = (5.17)
_ Sl DE=).O)fOu.DE=1)
F(yelu, Dt = 1)) Y

Pomoci stejné argumentace jako pro piedpoved (5.15) lze z podminky prvni hp v ¢itateli odstra-
nit data starsi nez jsou v regresnim vektoru a z podminky druhé hp v ¢itateli odstranit veli¢inu
ut, jak plyne z ptirozenych podminek fizeni (5.3). Hp ve jmenovateli nezdvisi na ©, predstavuje
tedy jen konstantu, kterd zajistuje jednotkovy integrdl aposteriorni hp, tj. [f(©]|D(t))dO = 1.
7 této podminky ji lze kdykoli dopocitat, nemusime ji tedy uvazovat.

Jmenovatel uvedeného vztahu nezavisi na ©. Pomoci znaménka pro timérnost « lze tento
vztah zapsat takto

f(OID(t)) o f(ytlpe, ©)f(OID(t — 1)). (5.18)
Jednd se o rekurentni vypocet hp parametru, ktery zac¢ina s apriorni hustotou f(©|D(0)) = f(O)
a v jednotlivych ¢asovych okamzicich 7 = 1,2,... ¢ poskytuje pozadovanou (aposteriorni) hp.

Uvedeny postup provadi vypocty postupné (on-line), tj. jak méiime data, tak pfepocitavame
aposteriorn{ hp. Cely vypocet je ale mozno provést i jednorazoveé (off-line) az po naméteni viech
dat. Pak, jak plyne z (5.18),

f(©[D(t)) o< Li(©)f(©), (5.19)

kde L;(©) je vérohodnostni funkce (5.5).

& Konstrukce hp parametri probihd rekurentné podle Bayesova vzorce. Vychazi z
apriorni hp a s pouZitim naméfenych dat ji pfepoditavad na aposteriorni hp.

ALGORITMUS

PREDPOVED VYSTUPU A ODHAD PARAMETRU

Start apriorni hp
f(©1D(0) = f(©)  [viz (5.6)]
forr=1:t¢

predpovéd

Fwelur, D(r = 1)) = [ Fyrlior, ©)£OID(r = D) dr  [viz (.15)

odhad

£(©|D(r)) = f(y?g;fjjfg??_(g); D) iz G:17)

end % for

Poznamka: Uvedeny algoritmus predstavuje rekurzi pro funkce. V tomto tvaru neni prakticky
realizovatelny.
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5.4 Piiklady

V nésledujicich piikladech ukdZeme, jak probiha piedpovéd a odhad na konkrétnich modelech.
Budeme sledovat typy modeli, o nichz jsme hovorili v piikladové casti 4.1 a 4.2 predchozi
kapitoly. Uvidime, ze kone¢ény algoritmus odhadovani je velmi podobny algoritmim pro deter-
ministicky model, uvedenym v kapitole 2.

5.4.1 Regresni model obecného radu

V tomto piikladé navéazeme na piiklad modelu zadaného rovnici (4.7). Budeme pfitom demon-
strovat postup odhadovani pro nejbéznéjsi pripad skaldrniho regresniho modelu obecného Fadu
v, zadaného rovnici

ye =01 0+ e, (5.20)

s hp modelu (4.11), tj.
0) = ! T0)? 5.21
T, ©) = Zm=5exp =5 5 =91 0)7 - (5.21)

Soucéin modeli

Nejprve vyjadiime sou¢in modela od ¢asu 1 do t jako funkci dat i parametru

t

I1 £(srler.©) = (=) exp{—;z > —@Zef}. (522)
o T=1

T=1

Vérohodnostni funkce

Sou¢in modelu, vyjadieny jako funkce parametru, je vérohodnostni funkce (5.5). Zavedeme-li
sloupcové vektory [—1,07]T a [y, of' |7, miizeme piedchozi soué¢in modeli usporadat jako funkci
parametrii 0,02, Jde o stejny postup a znaceni, jako jsme pouzili pii studiu modelu (2.17) (viz

(2.19), (2.20) a (2.21))
[ T ;—Ij] -1
Yo @ )[ ) H (5.23)

Na zac¢dtku odhadovéni volime apriorni hp (5.6) tak, aby méla podobny tvar jako vérohodnostni
funkce (z vypocetnich duvodu potfebujeme, aby se jeji tvar v Bayesové vzorci reprodukoval)

Yr
Pr

t _ T t
L) = (27r02)_§ exp {_%; -1 7] Z (
T=1

Apriorni hp

£(6]D(0)) oco—"é“)exp{_l =161 ) [ 5 H (5.24)

202

kde V(0) je pozitivné definitni symetrickd ¢tvercova matice odpovidajictho stupné a x(0) je
skalar.

Aposteriorni hp

Je to, podle (5.7), normovany sou¢in vérohodnostni funkce a apriorni hp (5.6)

f(©ID(t)) o< Ly(©) f(©]D(0)).



5.4. PRIKLADY 73

Casto nam sta¢i urc¢it jen funkci tmérnou aposteriorni hp, protoze normovani neméni potiebné
charakteristiky hp (napi. extrém). Pro nds model dostaneme

F(61D()) oca”é“exp{—z; =16y [ 5 H (5.25)

kde — viz (2.21), (2.22)

V() = V(E—1)+ Zt ] [yt 9031] _ V(O)—&—zt:( ()yo‘r [Yr QOZ] )7 (5.26)
t —1 T
k() = k(t—-1)+1=r(0)+t (5.27)
Oznacime, viz (2.26)
_ | V) VL)
= [ Veelt) Vi) ] ’ (5:28)

kde V, je skalar, V,, je sloupcovy vektor a V,, je ¢tvercovd matice. Rozméry submatic odpovidaji
rozmérum y a ¢, ze kterych matice V' vznikla. S takto zavedenym oznacenim lze exponent
aposteriorni hp doplnit na ¢tverec v proménné 6

R T T - ) )
g l‘gi(fz?) Vi H 91]:‘zi?[<9‘9t)TV¢(t)(9_9t)+At]’

kde (srv. (2.27) a (2.28))

Ae = V(1) = Vo0V, ()Vie(t), (5.29)
0 = V' (t)Vye(t). (5.30)

Bodové odhady parametri

7 doplnéného tvaru exponentu plyne, ze podminéna stiedni hodnota 6 v case t je ét, coz je
bodovy odhad regresnich koeficientii. Pro uréeni bodového odhadu ¢? miizeme pouzit napf.
derivaci k urceni extrému (prakticky se stejnym vysledkem, jako kdybychom pocitali stFedni
hodnotu) a odhad rozptylu sumu o2 v ¢ase t zavisf na funkci A;. Plat{

0 = ngl(t)VW(t), [odhad regresnich koeficient] (5.31)
62 = Ai/k(1). [odhad rozptylu sumu] (5.32)

Hp predpovédi
Je dédna vztahem (5.15)

F(elug, D(t — 1)) = / Funlon ©) F(OID(E — 1)) dO.

Vysledek integrace, a tedy hp pfedpovédi je

G ) e
Filug, D(t — 1)) = — V2,2 (5.33)
272 qP

kde p je dimenze regresniho vektoru ;.

Poznamka: Vypocet uvedeného integralu je analogicky tomu, které je uvedeno na str. 80 pri
integraci aposteriorni hp.
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Bodovd predpovéd’ vijstupu

Je dana jako stfedni hodnota y;, podminénd starsimi daty (nikoliv parametry). Podle (5.14) je
G = o1 Op-1, (5.34)
kde ét,l je odhad regresnich koeficientii z minulého kroku.
ALGORITMUS
BAYESOVSKE ODHADOVANT{

(REGRESNf MODEL, NORMALN{ SUM)

Pred sbérem dat
Priprav nebo zm&f apriorni data

Yo, U0, Y—1,U—-1,---Y—n, U—n

Sestav apriorni statistiky (napf. pomoci apriornich dat)

K, \%4
Sbér dat
forr=1:1
Generuj vstup a zm&¥ vystup
UT = ..y yT = ...

Sestav roz§ifreny regresni vektor, (4.1)
&7 = [yr, s, - Yr s Ur ]
Proved’ aktualizaci statistik, (5.26), (5.27)
K=r+1, V=V+¢p"

end % for

Po sbéru dat
Rozd&l informaZni matici, (5.28)

Vy=Vii, Ve =Vodimvi, Ve = Vadimvadimv
VypoZti
— zbytek kritéria (5.29)
Ty —1
A=V, =V, ,V, Vi

— odhad parametru (5.30)

==

0=V;"Vy, 6>=

Cvigeni: Naprogramovat a zkusit v MATLABu pro ruzné vstupni signdly a drovné Sumu.
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5.4.2 Staticky regresni model s normalnim Sumem

A. Model se znamym rozptylem

Staticky model (4.14) je velmi jednoduchy. I kdyz samoziejmé i v tomto piipadé plati prave
uvedeny obecny algoritmus odhadu, neni zde tfeba zavadét vektorovou symboliku jako v pripadé
regresniho modelu obecného fadu (4.7) a odvozeni algoritmu odhadovani je pruhlednéjsi. Jak
uvidime, budeme pracovat v podstaté s prvnim a druhym momentem datového vybéru, tj.
s prumérem a rozptylem vybéru.

Pti odvozeni budeme postupovat tak, ze nejprve pomoci hp modelu a aposteriorni hp z mi-
nulého kroku uré¢ime sdruzenou hp pro vystup y; a parametry © a z ni pak doplnénim exponentu
normalniho rozdéleni na ¢tverec uréime vse ostatni — aposteriorni hp i hp predpovédi. Budeme
tedy sledovat nésledujici schéma pro hp v jednom casovém okamziku ¢

fwel0) fOID(t — 1)) = f(y:,0|D(t — 1)) = f(O|D(t) f(ye| D(t—1)), (5.35)
———
model apriorni sdruzend aposteriorni  predpovéd

které nenf nic jiného nez postupné rozepsany Bayesuv vzorec (5.17).

Jednotlivé odvozené vzorce budou predstavovat specidlni piipady vzorcu z predchoziho
piikladu pro obecny regresni model.

Model

Je dén rovnici (4.14), tj.
Y =0+e (5.36)

s hp podle (4.15). Je to model s jedinym nezndmym parametrem 6, protoze uvazujeme znamy
rozptyl 02 = 1. Je tedy © = {0}.

Vérohodnostni funkce

V obecném ¢ase 9 je vérohodnostni funkce (5.5)

9

9
Ly(0) = H f(y-10) = (271-)_% exp {_; Z (y72— — 20y, + 92)} =
T=1

=1 19 1 ) ;
= (27) 2exp {—2 (W —20> yr+ > y3> } : (5.37)

T=1 T=1

Ziejmé exponent souc¢inu modelu lze upravit jako kvadratickou formu v proménné 6. Cely soucin
je urcen statistikami

[ [
2
D N TN N (5.38)
=1 T=1
udavajicimi po fadé pocet dat, soucet dat a soucet kvadratu dat (srv. struktura matic na str. 26).

Apriorni hp

Volime ji podle pfedchoziho vyjadieni sou¢inu modelu a v souladu s regresnim modelem obecného
fadu ve tvaru (5.6)

F(01D(0)) o exp {—; (+(0)6% = 268,1(0) + 55(0))} , (5.39)
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kde £(0), Sy1(0), SZ(0) jsou statistiky této hp (jednicka v indexu druhé statistiky formédlné
oznacuje ¢ = 1).

Poznamka: Je-li apriorni hp ziskdna z apriornich dat mérenych pred zacatkem odhadovani
proT = (—k(0) + 1) : 0, maji uvedené statistiky tento vyznam:

0 0
Sp)= >y oa  SH0)= >
r=—r(0)+1 T=—r(0)+1

Pro apriorni hp s rovnomérnym rozdélenim maji vsechny statistiky hodnotu nula.

Jind volba apriorni hp, pro kterou ovsem musi platit £(0) > 0 a S;(O) > 0, vyjadiuje nasi
subjektivni apriorni informaci.

Dale ukazeme jeden krok prepoctu aposteriorni hp z ¢asu t—1 na ¢as t a zabudovani informace
z dat y; zméfenych v case t. Pro piehlednost budeme uvazovat apriorni statistiky nulové.

Aposteriorni hp prot —1

V case t — 1 m4 tato hp stejny tvar jako apriorni (5.39) se statistikami v piislusném ¢asovém
okamziku, zde t — 1, srv. (5.7)

FOID(E—1)) o exp {_; (w(t — 1)6 — 208,(t — 1) + S2(t - 1))} —  (5.40)

= exp ! k(t—1) 0—0, 1 2+At_1 , (5.41)
{rale-no-0m) 2]}

Sy1(t—1)

kde 0;_1 = D)

a pro £(0) =0 je

t—1 _
Ay =Sp(t—1)— (S((t_l 2;(.% t1)1)>7 Kt—1)=t—1,

Syr(t—1) = Zyﬁ Spt—1) = ZyT, Sy1(0) =0,  S}0)=0

Poznamka: Vsimnéme si, Ze statistika A po vydéleni po¢tem dat k predstavuje rozptyl Sumu.
Tento vysledek jsme odvodili pouZitim vzorce pro vypocetni tvar rozptylu D[z] = E[z%] — E[z]?.

Poznamka: Pri pouziti nenulovych apriornich statistik bychom je museli k uvedenym statis-

tikdm jesté pricist jako v (5.26) a (5.27).

Sdruzend hp

Pro vystup y; a parametr 6 ji konstruujeme podle schématu hp (5.35) tak, ze vyndsobime hp
modelu (4.15) a aposteriorni hp (5.41) pro ¢as ¢t — 1

f(y, 0]D(t — 1)) o
x (2m) % exp {—;(yt - 9)2} (2m) = exp {—; (r(t = 1)(0— 1)+ AH)} — (542

r(t—1)+1

= (2m)" " 2 exp {_; ((yt — 02+ k(t—1)(0—0:1)> + At_l)} : (5.43)
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Upravime exponent tak, ze jej doplnime na ¢tverec v proménné 6 — viz (11.1)

y? — 20y, + 0% + k(t — 1) (6% = 200, 1+ 07,) + Ay =

= (k(t = 1) +1)6% =20 (yr + £t — Di1) + 97 + (t = DOy + A1 =

~ 2 A 2
Y + Kkt — 1)9t1> B (yt + k(= 1)9:5—1)

:(ﬁ(t_1)+1)<0— Sy K(t—1)+1

+yl 4+ Rt =102 |+ Ay =

B N2 K(t—1) R 2
= k(t) (9 - 9t) + OR (?/t - 9t—1) + Ay,
Yt + Kl(t — 1)0t 1 ~
=0
k(t—1)+1 1t
parametru, pro ktery podle (5.30) a (5.29) pti £(0) = 0 plati

kde k(t) = r(t — 1) + 1 je pocet dat, 6; = (¢ — 0:—1) je odhad

b
k(1)

0 1)222 a At:At_1+W(yt—ét_1)2-

Po této upravé exponentu a dosazeni k(t — 1) + 1 = x(¢) bude mit sdruzena hp tvar

810G = 1) o 2) % exp {5 [ty (6-8)"+ ) (3= da)” a0 -

= (27)_@ exp {—;Iﬂ?(t) (9 - ét)z} exp {—;ﬁ(/i(;)l) (yt - ét—1)2} exp {_;At—l} (5.44)

Timto jsme se dostali k hlavnimu bodu celého piikladu, ve kterém jsme provedli prepocet
(5.35). Tento piepocet je dan vyrazy (5.42) — (5.43) — (5.44). V jednotlivych faktorech
vystupuje ¢len s A;—1. Tento ¢len nezavisi ani na ¥y, ani na 6, a predstavuje tedy konstantu.
Urcuje zbytek po minimalizaci kritéria nejmensich ¢tvercu.

Vyraz v (5.42) obsahuje sou¢in dvou exponencidl. Prvni z nich je hp y;, podminéné parametry
0, tj. model soustavy. Druha je imérna hp 6 v case t — 1, tj. neni podminénd vystupem ;.
Soucinem téchto dvou hp dostaneme sdruzenou hp, ktera je vyjadiena v (5.43)). Posledni vyraz
(5.44) dostaneme obracenym rozkladem sdruzené hp. Prvni exponencidla v tomto vyrazu je hp 0
podminénd naméfenymi daty ¢, a az na konstantu predstavuje pfepoctenou hp parametra v ¢ase
t. Druhd exponencidla je imérnda hp vystupu y; a je nezavisld na parametrech 6. Je to margindlni
hp, kterd je funkef starych dat, komprimovanych v odhadu parametri 6,_; a statistice k(t). Ta
odpovida hp predpovédi, kterd odhaduje vystup jen na zakladé starych dat, nikoliv parametri.

Aposteriorni hp pro t

V ¢ase t ma podle predchoziho odvozeni normélni rozdéleni a po normovani ma tvar (5.7)

FOID(t)) = Mexp{—;ﬁ(t) (9—9})2}, (5.45)

coZ je - az na posun ¢asu - formalné stejny tvar, jako méla aposteriorni hp v ¢ase t — 1. Vypocet
tedy probiha rekurentné — krok, ktery jsme provedli, bude stejny ve vSech ¢asech.
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Bodové odhady parametri

Dostaneme je jako podminénou stiedni hodnotu parametru, kterou spo¢teme pomoci aposteri-
orni hp z ¢asu ¢. Vyjadiime je jednak rekurentné (pomoci odhadu z minulého kroku), jednak po-
moci jednorazového vypocétu (ze vSech minulych dat najednou). Obecné pro nenulové pocéatecni
statistiky plati (5.9)

Yr

;s 1 - ~Su(t)  r=—r(0)+1
@—@4+M®@tepﬁ—fﬁ)— O (5.46)

kde éo je apriorni odhad parametru 6 a k(0) je pocatecni statistika, kterd ma vyznam poéctu
apriornich dat, tj. dat, z nichz byla ¢erpana apriorni informace.

Rozptyl odhadu parametru je

1
Ct—%.

& Bodovym odhadem parametru 6 je vybé&rovy primér z y.

& Rozptyl odhadu parametrii jde postupn& k nule. S rostoucim po&tem dat jsme
schopni tento odhad urdit se stale v&tsi pfesnosti.

Vysledek odpovidd zndmému poznatku z klasické statistiky: rozptyl vybérového pruméru (odhad
parametri) je rozptyl zdkladniho souboru (Sumu, zde 1), déleny rozsahem vybéru (po¢tem dat).

Hp predpovédi

Je urcena margindlou ze sdruzené hp (5.43) po doplnéni exponentu na ¢tverec v proménné 6,
podle (5.8). Oddélime podminénou hp a po normovani dostaneme

R S G Gk O (PR SR
ol =) = —— p {35 (=)'} (547
k(t—1)

Cést sdruzené hp (5.44), ktera obsahuje funkci A¢_1, je zahrnuta v konstanté.

Bodovd predpovéd
Je bodovym odhadem budouciho vystupu vzhledem k zméfenym dattim. Je to opét stfedni
hodnota vystupu uréend pomoci hp predpovedi (5.10)

t—1

A 1
=01 = —— Z Yr- (5.48)
H(t o 1) T7=—r(0)+1

& Bodovym odhadem budouciho vystupu je tedy, stejn& jako pro parametr, priimérna
hodnota viech dosud zmé&fenych dat (p¥ipadn& modifikovand potate€nimi statistikami).

Rozptyl bodové piedpoved je
K(t) k(0) + ¢

P k-1 k) +t—1

& Rozptyl bodové predpov&di postupné klesd (&im vice mame dat, tim p¥esn&ji jsme
schopni pfedpovidat) a ustaluje se na jednitce. (S hodn& velkym po&tem dat nariista
jistota ve stfedni hodnoté — tj. odhadovany parametr, a jedind nejistota je zplsobena
Sumem s rozptylem jedna).
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Funkce A\,

Z hlediska prosté metody nejmensich ¢tvercu, kterou jsme se zabyvali v ¢asti2.3] (vztah (2.28)), je
funkce A zbytek kritéria po minimalizaci. Z tohoto pohledu by tato funkce méla byt rovna souctu
kvadratu rezidui. Ukéazeme, ze to tak je. Pro prehlednost pouzijeme znovu nulové pocatecni
podminky. Pomoci oznaceni pouzitého ve vztahu (5.41) muzeme psat

:‘ﬂ?(t) ~ Yr t Y

=tly—9)?2= > (yr—9)° (5.49)

T=1

t 2
Ay = S2(t) — (Sul®)” _ Xt: ,_(aw) ty2 — 1y =

kde § = %Zizl Y- je operatorova symbolika pro vybérovy prumér, Ss(t) =ty2 aSu(t) =ty
jsou statistiky, vyjadiené v operatorové symbolice pro nulové poc¢ateéni podminky.

Protoze regresni primka pro staticky model je konstanta y = 6;, a protoze y; = ét, potvrzuje
predchozi vysledek tvrzeni, ze A; je sou¢tem kvadratu rezidui. V tomto prikladé y, — 0; = é; je
reziduum v bodé 7 pro parametry odhadnuté z dat az do ¢asu t. Tvrzeni ale plati obecné.

& Hodnota funkce A; je rovna souctu kvadrati rezidui linedrni regrese.

Poznamka: Stejny vysledek, opét pro nulové poc¢atecni podminky, Ize snadno a rychle odvodit
ndsledujicim zptusobem.

Exponent modelu je (y, — ). Exponent sou¢inu t modelii je

2(97_9)2 = Z(yr—§+g—9)2:
T=1 T=1
= > -2 (r—DO-7+ D> (0-5)°=
=1 T=1 T=1
= 2 0-9+> (-9
=1 =1

kde prostredni ¢len predposledniho vyrazu je roven nule, protoze 8 — i je vzhledem ke sc¢itani
konstanta a >\ _; y, =t 4.

Prvni ¢len posledniho vyrazu odpovida exponentu aposteriorni hp, druhy ¢len exponentu hp
predpovédi. Exponent této hp tvori hodnota A;.

B. Model s neznamym rozptylem

Protoze rozptyl jako nezndmy parametr ma urcité zvldstnosti proti regresnim koeficientim a

2

predchozi vzorce, ale pro staticky model s nezndmym rozptylem o“ = r. Neznamé parametry

nyni budou © = {6,r}.

Model

Je zadan stejnou rovnici jako v predchozim piikladu (5.36)

yr =0+ e, (5.50)
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ale hp modelu bude jako v (4.16))

f(]©) = exp{—lwf 9y + 92>} (5.51)

1
vV 2mr 2r

s neznamymi parametry © = {6,r}.

Vérohodnostni funkce
Podle (5.5) s modelem (5.51) je (srv. (5.37))

Li(0) x rs exp {_217“ <t92 — 20 zt: Yr + Zt: yZ) } . (5.52)

T=1 T=1

Aposteriorni hp
Podle (5.7) je (srv. (5.45))

FOID()) & 1~ exp {—;T [H(t) (0-6,)" + At} } . (5.53)

Dalsim potiebnym krokem je integrace aposteriorni hp (5.53), kterd je imérna sdruzené hp
(5.43), pres neznamé parametry a jeji normalizace. Tak dostaneme hp pfedpovédi. V predeslém
pripadé se znamym rozptylem méla aposteriorni hp normalni rozdéleni a integraci jsme provedli
"zndmym trikem” pomoci doplnéni exponentu v hp na uplny ¢tverec v proménné, podle které
mame integrovat. Tyto upravy byly provedeny ve vyrazech (5.42) - (5.44). V piipadé neznamého
rozptylu mé hp predpovédi Studentovo rozdéleni a predchozi postup nelze pouzit. Musime tedy
"skutené” integrovat. Nejdiive budeme integrovat podle 6 (to je stejny krok jako v piipadé
zndmého rozptylu), potom podle rozptylu r.

I; — integrace podle 6

A A
b=, r=4
—2[‘7‘2 dr = dz, meze: co a0
r(t)—1
_1 [ AN\ T2 2 (A2
() /o (2z> apial (2z> :
r(t)—1
© FAN T2 2L k-
= H(t)fé/ <2t) 2 25T Zexp{—z}dz =
0

_ Kk(t)—3

= k()3 (ﬁ) D[ e (s da -
0
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Hp predpovédi
Vyjadifme-li A; rekurzivné pomoci A;_1, muzeme hp predpoveédi (5.8) vyjadiit ve formé Stu-
dentova rozdéleni jako funkei proménné y; (srv. (5.47))

_ r(t)—3

Fl DUt — 1)) o m(t)$2°97°T (Fc(t)2— 3) {m(i(;)l) (yt —9}_1)2+At_1} T s

5.4.3 Staticky regresni model s rovhomérnym Sumem

V tomto piikladé ukazeme strukturu vzorci odhadu pro obcas pouzivany uzitetny a realis-
ticky model s rovnomérné rozlozenym Sumem. Pfipomenme, ze rovhomérné rozdéleni se pouziva
tam, kde mnozina realizaci je zdola i shora omezend (patii do kone¢ného intervalu) a na tomto
intervalu nejsou zadné preference, viechny hodnoty jsou stejné pravdépodobné. Rovnomérné
rozdélend apriorni hp modeluje poc¢ateéni neznalost.

Zakladni schéma odhadovani pro hp je stejné jako pro normadlni Sum, konstrukce statistik pro
akumulaci dat je vSak znacné odlisna.

Model
Odhadovanou soustavu popiSseme modelem (4.17)
yr =0+ e
s hp (4.18)
1
B 5 pro y € (0—1,0+1),
FWel0) = 5x0-1,6+1)(yt) = { 0 pro y & {0—1,0+1). (5.55)
Soucin modeli
Pro ¢asové okamziky 7 = 1,2,...,t uréime sou¢in hp modelu tak, abychom odhadli strukturu

apriorni a aposteriorni hp, které s timto sou¢inem musi byt strukturalné shodné. Soucin je

l\DP—‘

t t
H (y-10) = Hf X(0-1; 6+1) (yr)- (5.56)

T=1
Podle (5.55) musi pro 7 =1,2,...,t platit  — 1 <y, <6 +1,
a tedy 0 — 1 < min{y,} < max{y,;} < 60+ 1. Odtud jiz bezprostiedné plyne
max{y;} —1 <6 <min{y,} +1, tj. 6¢€ (max{y,} — 1, min{y,} +1).
Odtud a z (5.56) dostdvame
i 1
H f(y7'|0) = ?Xﬁnax{yT}—l,min{yT}—‘rl)(@)7 (5'57)
=1

protoze soucin konstantnich funkci je opét konstantni funkce.
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Vérohodnostni funkce

Je podle (5.5) a (5.57)

1
Lt(e) = ?X(max{y.,—}—l,min{yf}—ﬁ-l)(@)' (558>

Poznamka: Je-li max{y,} — min{y,} > 2, je L;(6) = 0! Pro¢??

Apriorni hp

Volime ji tak, aby méla strukturu vérohodnostni funkce, tj. rovnomérnou, s apriornimi statisti-
kami B} a BY,
1
f(0) = 736] — Bl X<B§,Bg)(9) : (5.59)

Aposteriorni hp

Dostaneme ji jako soucin apriorni hp a vérohodnostni funkce (5.7)

1
fFOY (@) = WX(B},BE)(@) ; (5.60)

s oznacenim Y (t) = [y, Y11, ...| obdobnym jako pro D(t) a

BF = max{BY; max{y,}._; — 1} = max{BL ; y; — 1}, (5.61)
B/ = min{B{; min{y,}.; + 1} = min{B; y; + 1},

s pocateéni podminkou BY a BY.

Bodovy odhad parametri

Tento odhad muzeme uréit jako stfedni hodnotu s hp (5.60) podle (5.9)

A Bl + BY
b, = E[0)Y ()] = /9f(9|Y(t)) d6 = % (5.62)
Skutecné,
R o9 00 1
0+ = /_OO 0f(01Y(t))do = /_Oo 9@)((35,35)(@) df =
definice dosazeno za hp

1 /B’yede B 1 {192]35 B
~ BY — Bf Jpr ~~ BY —BE 2 |pr
integrace pies 6 ¢

1 1

_ _ B +Bf
- 2BV - Bt '

(B = (BF?] = =

Vysledek je v souladu s o¢ekdvanim. P¥i rovnomérném rozdéleni vyskytu parametru na in-
tervalu [B}, BY] budeme odhadovat jeho spravnou hodnotu uprostied.

2Protoze interval v argumentu indikdtorové funkce v (5.58) je prazdny.
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Hp predpovédi

Je to hp, ktera bude pfedpovidat budouci vystup na zikladé minulych dat. Dostaneme ji podle
obecného schématu (5.8))

o)

flnlY (t—1)) . Flyl0) FO]Y (t—1))do =

N
tplné pravdépodobnost

>~ 1 1
No¥ / o 210+ W) sy (O) 0 =

dosazeno za hp

1 o0
N 2(BY., — BE ) /—oo X<maX{Bth1vyt—l}vmin{BﬂpytHD(6) do =

B lmin{ij_l,yt +1} —max{BF ,y — 1}

2 BY | - Bl

ly+1-BE, L U

— 70 pro vt € (B2 —1; By — 1),

2 B_, - B/,

1

i e (BY,—-1; BE 1
_ 5 pro Yt < t—1 p bilg + >’ (563)

1BY +1—y L U

L~ 7 pro ye € (B2 +1; By +1),

2 B_, - B/,

0 jinak.

Poznamka: Se stejnym vysledkem bychom pocitali i pomoci integrali (5.16), pro které v
tomto pripadé plati

I o 2°(BY — Bf), Ly oc2+=V(BY, — BE ).
Je tedy

I, 1 BY-BF

Y(t-1)) = =5 '
Tyl Y ( ) Ly 2BY,-Bl,

Pouzijeme-li definici mezi aposteriorni hp (5.60), pak ¢itatel predchoziho zlomku je
BY — BE =min{BY |; y; + 1} —max{BL |; y; — 1}.
Tak dostdavame stejny vyraz jako v predchozim odstavci (pred rozepsanim zlomku do jednot-

livych intervalu), a tedy i stejny vysledek.

Bodovd predpovéd viystupu

Je to stfedni hodnota vystupu, podminénd minulymi vystupy (5.10)

= BlulY (¢ = ) = [y (lY (¢ = 1) dys = B, (5.64)

Skute¢né, hodnota predpovidaného vystupu soustavy je ddana podminénou stiedni hodnotou
vystupu

U = /ytf(yt\Y(t — 1)) dyt,
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kde hp predpovedi f(y|Y (¢t — 1)) je (5.63). Tvrzeni (5.64) bychom mohli dokdzat pomoci na-
znacené integrace pies jednotlivé tiseky hp. Integrace je sice piimocard, ale ponékud zdlouhava.
Proto je dokazeme jinak.

Z funkéniho predpisu (5.63) je patrné, ze hp predpovédi je symetrickd funkce se stfedem

Bt +BY
symetrie v bodé m = —t=1 71 Dokdzeme intuitivng ziejmé tvrzeni, ze stiedni hodnotou
nahodné veli¢iny se symetrickou hp je stfed symetrie.

Uvazujme symetrickou hp f(z) se stfedem symetrie v bodé m a integral

/OO (x —m)f(x)dz.

— 00

V integralu provedeme substituci: x — m =t, dax = dt. Dostaneme

/OO tf(t+m)dt.

—0o0

Integrand je nyni lichou funkei, nebot je sou¢inem liché funkce ¢ a sudé funkce f(t+m) (trans-
formaci se stied symetrie hp posunul do poc¢atku). Podle zndmé véty o integraci liché funkce je
tento integrdl roven nule.

Vratime-li se nyni k jeho puvodnimu vyjadieni, dostaneme

/oo(x—m)f(x)dx:/oo zf(x)dz —m =0,

— 00 —00

a tedy
/OO zf(x)dx =m.

—0o0
Stred symetrie m je tedy stfedni hodnotou hp f(x). Pro hp pfedpovédi je stFedni hodnotou,
a tedy bodovou ptedpovédi, hodnota §; = (BY ; + BY ;)/2. Odtud a z (5.62) plyne dokazovana
rovnost (5.64).

Vysledek je opét to, co lze ¢ekat. Vystup je modelovan jako konstanta, na kterou je super-
ponovan Sum s nulovou stfedni hodnotou. Nejlep§im odhadem vystupu je tedy nejlepsi odhad
0;_1 parametru 6.

5.4.4 Staticky regresni model s diskrétnim Sumem

V piikladu se budeme zabyvat ndhodnym pokusem se dvéma moznymi vysledky V', které na-
stanou s pravdépodobnostmi 6 a 1 — 6, kde 6 € (0, 1). Lze si predstavit hdzen{ falesnou korunou,
kde 6 a 1 — 6 jsou pravdépodobnosti padnuti rubu (V = R) a licu (V = L). Pokusu pfifadime
nahodnou veli¢inu y a vysledkim hodnoty y(R) = 0 a y(L) = 1. Budeme-li pokus opakovat
v ¢case T =1,2,...,t, bude

y- €{0,1}, f(0)=P(V,=R)=0 a f(1)=P(V,=L)=1-4,

kde parametr modelu 6 € (0, 1) znaé¢i pravdépodobnost padnuti rubu (R) a f je pravdépodob-
nostni funkce diskrétni nahodné veli¢iny y.

Métend data jsou D(t) = Y (t) = {yt, Ye—1,Yt—2, -}
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Model

Je popsén pomoci hp (4.21). Pro jeji prehlednéjsi vyjadieni a jednodussi rozsireni na ndhodné
veli¢iny s vice nez dvéma hodnotami vyjadiime tuto hp pomoci diskrétniho indikatoru §
(Kroneckerovo delta). Tato funkce je analogii indikdtoru x (5.55) pro mnoziny, pouzitého
v piredchozim prikladé. Je definovan pro diskrétni argument predpisem

.. _J 1 proi=yj,

S takto zavedenym znacenim muzeme hp modelu zapsat ve tvaru

Fy-|0) = 000 (1 — g)oly- 1), (5.66)

Soucin modeli
Hleddme vhodny tvar pro vyjadieni apriorni a aposteriorni hp ve tvaru souc¢inu hp modelu

t
H om0l (1 — 9)°lr1) = 9>, 0yr0) (1 — Q)Zizl (yr,1)

=1

Zavedeme statistiky ro(t) a k1(t), kde ko(t) udava pocet padlych rubu a k1(t) udavé pocet
padlych lici. Pomoci indikatorové funkce je lze vyjadiit takto

t t
Ko(t) = Z (yr,0) a ki(t) = Z d(yr, 1).
=1 =1
Vérohodnostni funkce

S pouzitim zavedenych statistik muzeme souc¢in modeli vyjadfit jako funkci parametri, a tedy
vérohodnostni funkci podle (5.5)

Li(6) = 50®) (1 — g)=1®), (5.67)

Apriorni hp
Volime ji v podobném tvaru jako vérohodnostni funkci
1
£(6) = 7950(0)—1(1 _ 0):@1(0)—1 ’ (5.68)
Ko
kde k0(0) a k1(0) jsou apriorni statistiky a 1/Kj je normaliza¢ni konstanta.

Poznamka: Minus jednicka v exponentech je zavedena formalné pro pozdéjsi vhodné oznaceni
pomoci beta funkce.

Poznamka: Jind moznd volba statistik je napr. pocet padlych rubti kg a poc¢et pokusii t.

Aposteriorni hp
Dostaneme ji vyndsobenim apriorni hp a vérohodnostni funkce a normalizaci (5.7)
1

Ho(t)—l 1— Ii1(t)—1
Ok (1-6) , (5.69)

FOIY () =

kde ko(t) a k1(t) jsou statistiky, pro které plati rekurze
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ko(t) = ko(t — 1) 4+ 6(yt,0), K1(t) = ko(t — 1) + 0(ys, 1) (5.70)
s pocateénimi hodnotami k¢(0) a £1(0); tj. po hodu minci pricteme jednicku k té statistice, jejiz
strana padla a K(t) = [0%®-1(1 — g)"1()-1d9 = B(ky(t),s1(t)), kde B(-,-) je beta funkce,
definovand vztahem (11.3).

Bodovy odhad parametru 0
Podle (5.9)

ko (t)
ko(t) + k1(t)”

Skutecné, za aposteriorni hp dosadime z (5.69) a dostaneme

0, = EOlY (t)] = [ 0£(0]Y (¢))dd = (5.71)

6, - / L0F(01Y (1)) d0 =

. / 6 x gro=1(1 — g)=a(0-1 49 —
t)? K’l
1

= —— [ gl —gO-lqy =
B Iio(t ,/ﬁ;l(t))/o ( )
(

)
)+ 1L,ki(t)  ko(D)
B(ko(t), m1(t))  ro(t) + ri(t)’

kde pii pfechodu z tiet{ na ¢tvrtou rddku jsme vyuzili definici beta funkce B(ko(t) + 1, K1(t))
(11.3) a vlastnosti beta funkce B(x + 1,y)/B(z,y) = x/(x + y) (11.5).

Hp predpovédi

Dostaneme ji integraci sdruzené hp pro vystup a parametr dané pomoci hp modelu a apriorni
hp z kroku ¢ — 1 podle (5.8)

ko(t —1)
ro(t —1) + kit —1)
Ko(t — 11) Fri(t—1) 1—6;1 proy, =1.

= et—l pro yz = 07

Skutecné, pouzijeme opét model (5.66) a aposteriorni hp (5.69) v case t — 1

FlY (= 1) = [ Fulo) Oy (¢ - 1) do =

1 1
— [ ¢50) (1 — g)5(yr.1) gro(t=1)=1(1 _ gyri(t=1)~1 39 —
70 ) o

1
— KO(t 1)+6(y77 ) 1— Hl(t_1)+5(y771)_1 —
B(Ho(t—l) /~€1 t—l / b ( 9) a0

1 ~1)- - ko(t —1)
grot=1=11 _ gyri(t=1) 49 — 0 —0
B(Ho(t—l),m(t—l))/o ( ) ot — 1)+ ralt— 1) pro y; = 0,

1
B(KO(t - 1)7 K1

Kl(t— 1)
Ko(t - 1) + Kl(t — 1)

1
(t—1)) / N pro y; = 1.
- 0
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Bodovd predpovéd’ vijstupu
Je to stfedni hodnota vystupu vypoctend pomoci hp predpovédi podle (5.10)

Ge = Ely|Y(t—1)]=1—0,_,. (5.73)
Jelikoz tato hp je diskrétni, musime misto integrace pouzit sumaci

o _ 1 - /i()(t— 1) Rl(t_ 1) —
Je = Elyp|Y(t—1)] = y;oytf(yty(t_ 1)) =0 ko(t — 1) + ki(t — 1) 1 ko(t—1)+ri(t—1)

ko (t— 1) . . .
= =00 14+1(1—0,1)=1—06;.
ko(t — 1) + ki(t — 1) -1+ 1{1=6e-1) 1

Poznamka: Pokud bychom chtéli, aby predpovéd byla pripustnou hodnotou, mohli bychom
za piedpovéd vzit napt. maximdlné pravdépodobnou hodnotu. Kritérium optimality je v tomto
pripadé argument maxima (tj. modus) hp predpovédi

.} 0 pro ét_l > 0.5,
%= 1  pro6;_1 <0.5.

Vsimnéme si, Ze pro poskozenou minci, kdy skutecné pravdépodobnosti rubu a lice nejsou stejné,
bude odhad 0 trvale bud’ vétsi nebo mensi nez 0.5. Potom piedpovéd bude trvale ta strana, kterd
ma vyssi pravdépodobnost. Tento vysledek konec konct odpovida zdravému rozumu.

5.4.5 Modely s diskrétnimi parametry

Budeme se zabyvat ponékud umélym piikladem modelu s diskrétnim parametrem. O nezndmém
parametru modelu predpokldddame, ze muze nabyvat jen koneény pocet ruznych hodnot. Pied-
pokladame, ze pravdépodobnosti téchto hodnot jsou znamé. Odhadovanim takovych pravdépo-
dobnosti jsme se zabyvali v predchozim ptikladé 5.4.4) vénovaném odhadu spojitého parame-
tru z diskrétnich dat. Zndme tedy rozdéleni pravdépodobnosti parametru (stard aposteriorni
hp) a nasim ukolem je pied zméfenim nového vystupu uréit jeho predpovéd a na zdkladé
zméfeného vystupu provést pirepocet této hp na novou aposteriorni hp. Na jejim zakladé odhad-
neme skute¢nou hodnotu parametru, kterd se podilela na generovani zméreného vystupu.

Abychom dobfe demonstrovali ponékud odlisné struktury hp a praci s nimi, budeme uvazovat
oba modely (4.24) a (4.26), uvedené v ¢asti4.2. Jsou to modely s diskrétnim parametrem, a jak
s diskrétnim, tak i se spojitym signdlem.

A. Diskrétni parametr i signal

Model
Popiseme jej pomoci (4.24), tj.
y=0+e,

s diskrétnim Sumem e i parametrem 6, jejichz rozdéleni je zaddno tabulkami

e | -1 1 o | -2 0 2
fle) ] 04 06 ~ f(6) 02 05 03
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Tento model ma podminénou diskrétni hp (4.25)

f(yl6)
N | -2 0 2
3 (04 0 0
21|06 04 0

1 0 06 04

3 0 0 06

Hp predpovédi

Je to hp vystupu, kterd neni podminénd znalosti parametru (5.8)

fly) = Xof(ylo)f(0) =

= f(ylo=—-2)fo(=2)+ f(y|0 = 0)fe(0) + f(y]0 = 2)fo(2) (5.74)

Poznamka: Z rozepsaného vzorce je dobre vidét princip Bayesovské statistiky. Kdybychom
znali spravnou hodnotu 0, byl by vystup predpovidan jedinou hp. Protoze spravnou hodnotu
0 nezname, je pro nas nahodnou veli¢inou, pro kterou zname pouze mnozinu vSech moznych
hodnot a jejich pravdépodobnosti. Proto vezmeme v tvahu vSechny podminéné hp, vazime je
jejich pravdépodobnostmi f(6) a ze vsech dohromady sestavime predpovéd.

Zavedené hp ve formé tabulek lze vyhodné reprezentovat pomoci vektoru a matic. Toto
vyjadieni chapeme tak, ze (napf. v nasledujicim vyjadfeni) proy =i a 6 = j je f(y|0) = fi;,
kde f je pfislusnd matice.

04 0 O

0.2
06 04 0
0 0 06 '
Potom predchozi vzorce lze vyjadrit jako soucin matice a vektoru
04 0 0
3 0.2
0.6 04 0
;f vo IO =1 o 06 04 8'2 -
0 0 06 '
0.08
0.32
=0.2f(yl0 = =2) = 0.5f(yl0 = 0) = 03f(yl0 =2) = | | 49
0.18

& Pravdépodobnost pfedpovédi je vaZena kombinace jednotlivych modeld (hp), vahy
jsou pravd&podobnosti parametri (tj. pravdépodobnosti jednotlivych modeld).

Bodovd predpovéd’ vijstupu

Podle (5.10) je
0.08
- ~1,1,3 | 032 |
= ny 040 | =04 (5.75)
0.18
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& Bodova predpovéd je vazena kombinace véech hodnot y, vahy jsou pravdépodobnosti
predpovédi.

Poznamka: Kdyby se pozadovalo, aby predpovidana hodnota byla skutec¢né pripustnou hod-
notou, mohli bychom jako predpovéd vzit hodnotu s maximalni pravdépodobnosti

g = argmax f(y) = 1.

Odhad parametru

Méme fesit néasledujici ulohu (kterd odpovida konstrukei aposteriorni hp (5.7)). Namérili jsme
vystup y = —1. Jakd hodnota parametru 0 a s jakou pravdépodobnosti byla realizovéna?
Zndme f(y|0) a f(0). Sdruzend hp je f(y,0) = f(y|0)f(#) a margindlni f(y) =32y f(y[6)f(0).
Sdruzenou hp pocitame tak, ze vzdy cely sloupec hp modelu nasobime pfislusnym prvkem vek-
toru f(6). Hodnoty margindlni hp f(y) dostavdame jako souéty prvku fadkovych vektoru sdruzené

hp f(y,0).

N | 2 0 2 | fy
3 [008 0 0 [0.08
11012 02 0 |0.32
1| 0 03 012042
30 0 018)0.18

Tabulka sdruzené hustoty f(y, )

f(y,0)
f(y)

fadky sdruzené hp, tj. kazdy rddek sdruzené hp délime piislusnym prvkem margindlni hp f(y).
Dostaneme

Protoze hleddme f(fly = —1), sestrojime podminénou hp f(f|y) = tak, ze normujeme

y\o | -2 0 2
3 1 0 0
-1 10375 0.625 0
1| 0 0714 0286
3.1 0 0 1

— [(Oly=-3)
— f(Oly=-1)
—  flOly=1)
—  f(Oly=23)

Tabulka podminéné hustoty f(0]y)
7 druhého fadku tabulky dostavame hledanou podminénou pravdépodobnost

0 | -2 0 2
f(6ly=-1)]0375 0625 0’

a tim i odpovéd na nasi otazku.
& Hodnota vystupu y = —1 vze$la nejpravdépodobngji z hodnoty 6§ = 0 (s pravdé-
podobnosti 0.625), nebo méné& pravdépodobné& z hodnoty # = —2 (s pravd&épodobnosti
0.375),

nebo
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& Na hodnot& y = —1 se 62.5% podilela hodnota § = 0 a 37.5% hodnota 6 = —1.

B. Diskrétni parametr a spojity signal

Dale si v§imneme prace s modelem, ktery ma diskrétni parametr, ale pracuje se spojitymi funk-
cemi. Hp takového modelu je kombinovand, viz obrézek 4.2, v nékterych proménnych diskrétni
a v jinych spojitd. Predstavuje parametrizovany systém spojitych funkci.

Model

Je popsén predpisem (4.26)
y=0+e,

kde diskrétni parametr 6 ma rozdéleni

0 |2 0 2
f(6) 02 05 03"

Model ma podminénou kombinovanou hp (4.27)

fylo) =

exp{—;(y - 9)2} , 0e{-2,0,2}.

1
V2r
Sdruzend hp

Pro jednotlivé hodnoty 6 se tato hp vypocte podle vzorce f(y,0) = f(0)f(y|0) tak, ze kazdou
spojitou hp modelu nésobime piislusnym prvkem vektoru f(6)

0.2f(yld = -2) = ' exp{—(y+2)2} pro 6 = =2,

f(y,0) = 0.5f(yl@=0) = 'exp{—y } pro 6 = 0, (5.76)

03f(yle=2) = exp{—

Hp predpovédi

Je to margindlni hp z piislusné sdruzené (5.8) a muzeme ji urcit podle vzorce pro tplnou
pravdépodobnost

Fly) =D fly.0;) = > f(yl6;)f(6;)-
J J
Dostaneme ji jako soucet prvku z predchoziho vyjadieni sdruzené hp (5.76))

f@):véﬂ@2@m{—;@+aﬁ}+05em{—;f}+03@m{—;@—2ﬁﬂ. (5.77)

Bodovd predpovéd’ vijstupu
Je to opét stfedni hodnota § = Ely] = [°%_ vy f(y) dy podle (5.10)

§=0.2E[y|0 = —2] + 0.5E[y|0 = 0] + 0.3E[y|0 = 2] =
—02x(~2)+05x0+03x2=02. (5.78)
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Aposteriorni hp

Obecné je ddna v (5.7). Zde ji dostaneme ze sdruzené hp podle vzorce f(f|y) = f;%’) tak, ze

hodnoty sdruzené hp délime hodnotou pfislusné margindlni hp f(y). Formalné ji muzeme zapsat
takto (yo je pevné y z podminky)

f(zo) %eXp{_;(yOWLQV} pro 6 = -2
0.
=)= ) T v { -k po 0 = 0, (579
f(@llo) \(;%GXP{_@O - 2)2} pro 6 = 2
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Kapitola 6

Rizeni pri znamych parametrech
modelu

V této kapitole navazeme na 2. kapitolu, v niz jsme se zabyvali zdkladnimi vypocetnimi prin-
cipy optiméalniho fizeni zalozeného na kvadratickém kritériu optimality — viz ¢ast 2.2, Pro vétsi
nazornost jsme tam uvazovali deterministicky model. Zde naznac¢ime odvozeni syntézy fizeni pro
stochasticky model obecného téddu (4.7) se zndmymi parametry. Rizenim s modelem, jehoz para-
metry nezname, se budeme zabyvat v nasledujici kapitole. O problematice fizeni, zalozeného na
dynamickém programovani, kterym se zde zabyvame, dosti podrobné pojednava seridl ¢lanku
[7]. Ten 1ze doporucit pro hlubsi studium.

P1i syntéze fizeni, podobné jako tomu bylo i u odhadovani, je mozno sledovat dvé trovné,
srv. algoritmy na str. [71] a str. [74. Na jedné trovni obdrzime rekurzivni algoritmus pro hustoty
pravdépodobnosti, aniz specifikujeme jejich konkrétni tvar (rozdéleni a jeho statistiky). Takovy
algoritmus je ale prakticky nerealizovatelny, protoze pocitace neuméji pracovat s funkcemi na
drovni proménnych. Proto jsme nuceni nejdiive zadat konkrétni tvar rozdéleni jednotlivych
hustot pravdépodobnosti (zde budeme ptredpoklddat normalni rozdéleni) a pak algoritmus pro
hustoty pravdépodobnosti pfevést na algoritmus pro jejich statistiky. Odvozeni tohoto algoritmu
na druhé drovni je shodné s odvozenim algoritmu fizeni pro deterministicky model, kterym jsme
se zabyvali ve 2. kapitole. Rovnéz vysledky odvozeni jsou pro odpovidajici si modely a kritéria
prakticky shodné. Jedinym rozdilem je, ze zbytek kritéria po minimalizaci je pro stochasticky
model vétsi, nebot je do ného kromé chyb Fizeni zahrnut jesté rozptyl Sumu, ktery nelze fidit.

Vlastni algoritmus sestava ze dvojice krokiu, které se vzdy v kazdém ¢asovém okamziku opa-
kuji. Jsou to kroky

Stredovani, pii némz se pomoci modelu fizené soustavy pocita stifedni hodnota prislusné ¢asti
kritéria (té casti, kterd obsahuje nejnovéjsi data a zbytku kritéria z predchozi minimali-
zace). Tento krok prevadi stochastickou tlohu na deterministickou.

Minimalizace, ktera hledd optimalni hodnotu nejnovéjsiho ¢lenu akéni veli¢iny, pomoci které
soustavu fidime. Tento krok koresponduje s minimalizaci kritéria pro deterministicky mo-
del.

93
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6.1 Odvozeni v integralni formé

Model

Syntézu fizeni odvodime pro stejny tvar modelu, jaky jsme uvazovali v kapitole 4, tj. pro model
(4.7)

Yt = ¢ 70 + e, (6.1)

kde ¢ je vystup modelu a 6 jsou parametry modelu,
Pt = [uta Yt—1,Ut—1," " Yt—v» Utfu]T je regresni vektor,
uy je vstup a e; je porucha modelu (Sum).

Budeme pouzivat konvence pro znaceni integrélu ze strany 65 a datové historie zavedené v (5.1)).

Kritérium
Uvazované kritérium nyni zahrnuje signédly ve formé posloupnosti nahodnych veli¢in a mé tvar
(srv. (2.8)

J=E[2N {y2 +wu} |D(0)], (6.2)

kde FE[e|D(0)] znaci operdtor podminéné stiedni hodnoty definovany pomoci hp, podminéné
apriornimi daty f(e|D(0)). Napf. pro stfedovanou funkei h(x) je

Elh(z /h F(2|D(0)) dz

A. Syntéza Fizeni pro hp

Nasim tkolem je nalézt v obecném piipadé posloupnost hp f(us|D(t — 1)) prot = 1,---, N,
které minimalizuji zvolené kritérium. Postup minimalizace jen naznac¢ime, podobné, jako jsme
to udélali v ¢asti 2.2l na horizontu fizeni N = 3.

Hledame tedy posloupnost hp

f17f27f37 fT:f(uT|D(T_1)) pro 7=1,2,3

tak, aby bylo dosazeno minima

=1

= min B li (2 +wu2) DO )1

3
= min /Z(?/EJFWUE) I (Y3, us, y2, uz, y1, u1| D(0)) d(ys, us, yo, uz, y1,u1),
=1

f1,f2,f3
kde symbol [--- d(ys,us,--,y1,u1) predstavuje integraci pres celé obory hodnot veli¢in
Y3, u3, -, Y1, U1

Minimalizaci zacneme podobné jako v ¢asti 2.2 od konce, tj. pro ¢asovy okamzik t = N = 3.
V kritériu oddélime veli¢iny s indexem 3 a sdruzenou hp rozdélime podle fetézového pravidla

3.2)
2
7= i | [ [ ) + ()
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x f(ys, us|D(2)) d(ys, uz) f(y2,uz, y1,u1|D(0)) d(yz,uz,y1,u1).
Prvni ¢ést integrace se tyka pouze veli¢in v ¢ase ¢ = 3. V souttu (po vyndsobeni zdvorky
v integrandu) muZzeme integrovat kazdy s¢itanec zvlast, a protoze prvni séitanec nezavisi na
veli¢indch v ¢ase 3, zustane po integraci nezménén. Také operaci miny, muzeme pfesunout az
k druhému séitanci, nebot jen v ném je volend hp f(ug|D(2)). Dostaneme

Ji.fa ot

2
J = min / {z (47 +wu?) + min / (43 +wud) f(ys, us| D(2)) d<y3,u3>} x

Xf(?/Q,U2,?/17U1|D(O)) d(?/Q,U%?/lyUl)-

Integral v druhém séitanci ve slozené zavorce oznacime J3, dostavame

Js = [ (3 +w3) S, 01 D2) Al us) =
= // (y§ + wug) f(yslus, D(2))f(u3|D(2)) dys dus =

= /E {y% +wu§|U3,D(2)} f(u3|D(2)) dus,

kde E'[.|us, D(2)] je podminénd stifedni hodnota, kterd je funkei dat z podminky, tedy us a D(2),
t.] veli¢in us, Y2, u2, Y1, u1, Yo, Uo, --- -

Poznamka: Zminény integrdal predstavuje stiedni hodnotu souétu y3 + wu} vzhledem
k ndhodné veli¢iné ys. Pro hp f(ys|us, D(2)), definovanou regresnim modelem y3 = @16 + e3
nebo jeho specidlnim tvarem prvniho fadu (2.7), ktery jsme uvazovali ve 2. kapitole, bude
vysledek stredovani shodny (az na rozptyl Sumu) s dosazenim rovnice deterministického modelu
za nahodnou veli¢inu y3. Tento obrat jsme pouzivali ve |2. kapitole k tomu, abychom veli¢inu
y3 predpovédéli (zbavili se ji jako neznamé veli¢iny), protoze byla v daném okamziku neznama.
V tomto bodé se tedy setkava deterministicka i stochasticka optimalizace a pojmy v nich uzivané:
“dosazeni modelu” a ”stfedovani”. Oba dva pojmy piedstavuji pfedpovéd’, na ni# je Fizeni (po-
dobné jako odhadovani) zalozeno.

Po provedeném stiredovani se dostavame k druhému kroku optimalizace v ¢ase t = 3 a tim
je minimalizace. Mdame urc¢it hp f(us|D(2)) tak, abychom minimalizovali kritérium J. Protoze
z celého kritéria na f(us|D(2)) zdvisi pouze ¢len J3, hleddme minimum tohoto ¢lenu. Toho
dosdhneme tehdy, kdyz nalezneme minimum stfedni hodnoty v integrandu a do ného soustiedime
celou hp f(u3|D(2)) ve formé Diracova impulzu (definovaného vztahem d(x) = 0 pro x # 0
a [0(x)dx =1), tedy

fuz|D(2)) = 6(uz — u3),
kde
uz = arg rr&énE {yg + wu%\u;»,,D(Q)} :

Dosadime-li za hp f(u3|D(2)) Diracovu funkeci 6(us — uj3), predstavuje integrace ve vyrazu J3
pouze dosazeni hodnoty u3 za us do stfedni hodnoty v integrandu. Vysledek minimalizace je
tedy

minJy = E |3 + w(u5)’[u3, D(2)| = J5(D(2)).

Timto je ukoncena minimalizace v ase ¢t = 3. Vyraz J; je zbytek po této minimalizaci a je
funkci dat do ¢asu 2. Dosadime jej zpét do kritéria J a budeme pokracovat minimalizaci v Case
t=2 )

J = }mfn/ <Z(y3 +wu?) + J§> S (Y2, uz, y1,u1|D(0)) d(y2, uz, y1, u).-
LJ2 =1



96 KAPITOLA 6. RIZENI PRI ZNAMYCH PARAMETRECH MODELU

Postup minimalizace kritéria J pro ¢as 2 bude obdobny, jako pro cas 3
1

— i 2 2 2 2 *

J = Jrcrlufri // Lz:l (yT + qu) + (yg + wug) +J3

X f (Y2, u2[ D(1)) f(y1,wa|D(0)) d(yz, ug) d(yr, ur) =

X

= n}in/ {y% + wu? + n}in/ (yg + wu3 + JQ‘) f(y2,u2|D(1)) d(yg,ug)} X
1 2

x f(y1,u1|D(0)) d(y1,u1).

Druhy sc¢itanec v integrandu upravime analogicky k predchozimu kroku
Jo= [ [ (8 +wid + J5) flglus, D)) S (2l D(1)) dyo =

= [ B[4 +wu + Jiluz D) £ sl D) du.

Minima dosdhneme opét volbou f(uz|D(1)) = 6(uz — u3) a minimalizaci stfedni hodnoty. Opét
plati
uy = arg ngL12nE [y% + wu3 + Jj |ug, D(l)}

min J, = B [ + w(us)? + J5(D°(2)) 3, D] = J(D(1).
Zde D*(2) oznacuje data do ¢asu 2, kde za akéni veli¢inu uy je dosazena jeji optimalni hodnota
Po zpétném dosazeni do kritéria J obdrzime

1

J = H}in/ (Z(yz + Wuz) + J;) f(yl; UI‘D(O)) d<y17u1)7

=1

coz je formélné stejny tvar jako na zac¢atku predchoziho kroku postupné minimalizace, jen s tim
rozdilem, ze indexy jsou o jedni¢ku posunuty doli. Stejnymi tpravami bychom tedy dostali

T = /E [ +wid + T3 lur, DO)] f(ua| D(0)) dur,

f(er[ D) = 8(ur —uf),  kde ui = argmin B [y} +wif + J5|ur, D(O)]

minJy = E |y} +w(uf)’ + J3(D*(1))|ur, D(0)| = Ji(D(0)),

coz je hledana vysledna minimalni hodnota kritéria J.

Nyni popiSeme obecny algoritmus minimalizace kritéria pro optimalni fizeni na horizonté
délky N. Tento algoritmus obsahuje obdobné kroky jako levé ¢éast algoritmu fizeni ze str. [23.
Formalni obdoby vSak dosdhneme az po specifikaci modelu pro normélni rozdéleni.
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ALGORITMUS

SYNTEZA OPTIMALNIHO RiZEN{

Start pocdtecni hodnota kritéria
JXTH =0

forr=N:-1:1

stredovdani

By = E g2 +wu + J7yur, D(r = 1)] =

= [ (4w + T24) Hrlur, DT — 1)) dy,

minimalizace
JX =min E, uy = argmin E;
Ur Ur
end %for
Optimalni hodnoty Fizeni U, Uy, Uy
Minimalni hodnota kritéria J=J7

B. Syntéza ¥izeni pro statistiky

Ptedchozi algoritmus ukazuje rekurzivni postup minimalizace kritéria pro hp. Konkrétni tvar
téchto hustot zatim nebyl zaddn ani vyzadovan. V kazdém kroku se pfitom pocita stfedni hod-
nota

E [yz +wu? + JE 4 |ur, D(T — 1)}

a jeji minimalizace podle u,. Jak jsme jiz uvedli, tento algoritmus nelze pifmo realizovat, nebot
jako proménné se v ném vyskytuji funkce (hp ndhodnych veli¢in, pro které se pocitaji stiedni
hodnoty). Teprve kdyz pro zminéné hp zvolime konkrétni tvar rozdéleni, ktery tyto hustoty
popisuje, muzeme pievést uvedeny algoritmus pro hp na algoritmus pro statistiky. Ten jiz misto
s funkcemi (hp) pracuje s ¢iselnymi proménnymi (statistikami hp).

Pouzijeme-li pro definici potiebné hp f(y:|us, D(t — 1)) jiz zavedeny regresni model y, =
©l'0+ ey (4.7), kde e; ~ N(0,0?), miizeme spoéitat stfedni hodnotu kvadrétu vystupu y; (4.10)

E {yf]ut,D(t— 1)} _E [(QT% e, DIt — 1)} _

2
B[t 87+ DO )] = ()

nebot Ele;lus, D(t —1)] =0 a Ele?|ug, D(t —1)] = o2.

Z predchoziho zavéru je vidét, ze vysledek je stejny jako pii dosazeni rovnice deterministického
modelu y; = 07y za vystup 1. Oba vysledky se lisf pouze rozptylem sumu o2, ktery ale vybér
optimalni strategie neovlivni. Pouze zvétsi hodnotu minima kritéria na horizonté délky N o
No2.

Algoritmus minimalizace kritéria pro statistiky hp je tedy formalné shodny s tim, ktery jsme
odvodili na str. 23| pro deterministicky model.
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6.2 Odvozeni v operatorovém vyjadreni

Algoritmus pro hp, ktery jsme uvedli na str. 97, 1ze cely vyjadfit pomoci operdtoru podminéné
stfedni hodnoty. Toto vyjadieni je stru¢né a piehledné, neni ale tak prihledné jako pifi pouziti
integralniho vyjadfeni stfedni hodnoty.

Nejprve ukazeme, jak se v operatorovém tvaru projevi podminénost stfedni hodnoty, kdyz
rozvedeme sdruzené hp (3.1) pomoci fetézového pravidla (3.2)). Uvazujme stfedni hodnotu funkce
h(u,v) dvou ndhodnych veli¢in u a v se sdruzenou hp f(u,v)

://h(u,v)f(u,v)dudvz

- / (/ h(u, v) f(ulv) du) f(v)dv = E[E[h(u,v)[v]].

S pouzitim tohoto pravidla vyjadiime jeden krok minimalizace kritéria. Budeme sledovat mini-
malizaci pro ¢as 2 z pfedchoziho odvozeni na str. 95, protoze tento krok je mozno jiz povazovat
za obecny krok rekurzivni minimalizace (je v ném jiz obsazen zbytek z piedchoziho kroku).
Abychom tuto obecnost vyjadrili, budeme misto ¢asu 2 psat obecny ¢as t. Zaroven budeme hp
akénich zasahu uvazovat ve formé Diracovych impulzu (deterministické akéni zdsahy) tak, jak
jsme to jiz odvodili.

¢
J = o in B LE::l Y2 +wu?) + I | D(0 )1
t—1
- ul:gZIi-I-l-,utE [E TZZI(Z/T +wud) +yf +wuf + T DLt 1)] ’D(O)] =
t—1
- uwg{%?{luHE Lz:_l(yf +wu )+m1nE [yt +wui + I fug, D(1, -t — 1)} ’D(O)] :

Oznacime

Jy=F {yf + wu? + Ji g Jue, D(t — 1)}
a hleddme minimum J; pfes u;

J{ = min Jy, uj = argmin J;.
Ut Ut
Tvar kritéria se po dosazeni minima J; reprodukuje

t—1
J = min E[Z(y7+wu )+ J71D(0 )]

UL, U2, Ut —1
=1

Vysledek, ktery jsme dostali, je shodny s tim, ktery jsme odvodili pomoci integralu a hp.



Kapitola 7

Rizeni pri neznamych parametrech
modelu

Dosud jsme se zabyvali tilohami odhadovani a tizeni vice méné oddélené. Odvodili jsme algo-
ritmy pro odhad parametru modelu fizené soustavy (str. 29, nebo [71 a [74). Odhady parametra
jsme vyjadrili pomoci podminéné hustoty parametru (aposteriorni hp). Déle muzeme pomoci
aposteriorni hp vypocitat bodové odhady parametru. Jejich tvar zavisi na kritériu, podle kterého
je uréujeme. Pro nejcastéji uvazované kvadratické kritérium je bodovym odhadem parametru
jejich podminéna stiedni hodnota (5.11)).

& Odhady parametrii mizeme vyjad¥it bud pomoci aposteriorni hp parametrii nebo
jejich &iselnou hodnotou jako bodové odhady.

Pro syntézu tizeni jsme uvazovali parametry znamé. Optimélni fizeni, minimalizujici kvad-
ratické kritérium, jsme v kazdém kroku fizeni obdrzeli minimalizaci podminéné stfedni hodnoty
souctu piislusné ¢ésti kritéria a zbytku z minimalizace v pfedchozim kroku (str. 23 nebo 97).

& Syntéza Fizeni je odvozena pro zndmé parametry.

Jsou-li parametry soustavy neznamé, je tieba provadét ilohu odhadu i Fizeni soucasné.
Protoze se ale fizeni pocita vzdy od aktudlniho ¢asu pro cely horizont dopiedu, vyzaduje odhady
parametru (coz je obecné aposteriorni hp z Bayesova vztahu (5.18))), které nejsou k dispozici ale
jsou vyjadieny jako funkce je$té neznamych dat. Takovy vypocet je prakticky nerealizovatelny
— misto s hodnotami veli¢in pracuje s celymi funkcemi. To souCasna vypocetni technika zatim
nedovoluje, a numerick4 realizace téchto vypoétu je netinosné dlouhd. Rizeni, pii kterém bychom
optimalné odhadovali i #idili se nazyva dudlni.

& V pripadé optimdlniho Fizeni s modelem soustavy, jehoZ parametry nejsou zndmy a
maji byt pribéZzné odhadovany, je tfeba provést aproximaci, ktera odhadovani a ¥izeni
oddéli.

Nyni ukdzeme dva nejcastéji pouzivané postupy, které umozni provést prakticky realizova-
telnou syntézu fizeni — viz opét [7]. V obou piipadech budeme pii ziskdvani odhadu parametru
pro Tizeni a pii vlastni syntéze fizeni postupovat tzv. metodou klouzavého horizontu. Sta-
novime urc¢ity ¢asovy horizont, tj. pocet krokia odhadovani a fizeni, které sméfuji od souc¢asného
okamziku dopfedu. Pro jednotlivé okamziky tohoto intervalu poc¢itame od konce intervalu piredpis

99
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pro vypocet vstupu, tzv. fidici zdkon, tj. predpis pro generovani vstupu. Tento predpis se po-
stupné ustaluje (jeho koeficienty se méni stdle méné). Vezmeme posledni pfedpis a pouzijeme
jej pro jeden krok fizeni. Parametry modelu soustavy se odhaduji prubézné, tj. s pouzitim vsech
dat, ktera jsme dosud naméfili. Pro konstrukci fidictho zdkona na celém intervalu pouzijeme
jejich aktudlni reprezentaci (bodovou nebo jejich hp). Potom horizont posuneme o jeden krok
dopiedu a celou proceduru opakujeme.

Poznamka: Tento postup je zvlasté vyhodny pro statické modely. Ukazali jsme, Ze pro né
nevznikaji pri postupné minimalizaci kritéria zbytky, které by prechazely do dalsiho kroku mini-
malizace. V disledku toho je rfidici zakon ustalen jiz pri prvnim kroku a postaéi zvolit horizont
délky jedna. Tim se vyhneme nepiijemnym iteracim na horizonté.

7.1 Duveériva strategie rizeni

Nejjednodussi pristup k syntéze fizeni s neznamymi parametry spociva v nahrazeni skute¢nych
parametru jejich bodovymi odhady. Potom celd syntéza zustava tak, jak byla prezentovana
v predeslé kapitole pro znamé parametry. Pii realizaci fidictho zdkona se parametry nahradi
jejich aktudlnimi bodovymi odhady (5.11).

& DiveéFiva strategie znamena bezprostfedni kombinaci odhadovani a ¥izeni se zndmymi
parametry, kdy za parametry modelu pro ¥izeni pouZijeme bodové odhady, ziskané od-
hadovani parametri.

Tuto metodu struéné ilustrujeme na piikladé.
Rizeni s duvérivou strategii
Pro ilustraci zvolime nejjednodussi mozny model, a to staticky (4.12). Stejny model pouzijeme

vvvvvv

by se uvahy staly nepfehlednymi.

Model
Model soustavy bude podle (4.12)

Yyt = Oug + ey, (7.1)

kde e; ~ N(0,0%), o2 je zndm4 konstanta pro vSechna ¢. Za kritérium fizeni volime (srv. (6.2))

J=E S, {( - w)? +wud} D)), (7.2)

kde w je penalizace akéni veli¢iny a w; je zadand zddanad hodnota vystupu, to je hodnota,
kterou ma nabyt fizeny vystup soustavy. (Rizeni je nejlepsi, je-li argument kvadratu nula, pak
je yr = wy.)

Bodové odhady parametru

Obecny vzorec pro aktualizaci aposteriorni hp je uveden v 5. kapitole v poznamce ke vztahu
(5.25)). Jejim rekurentnim vypoctem a maximalizaci jsou dany bodové odhady parametru (5.31).
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Algoritmus vypoc¢tu bodovych odhadt lze vyjadiit pomoci dvou nésledujicich algoritmu. Prvni
algoritmus, ktery se opird piimo o informaéni matici, je jednodussi a pruhlednéjsi, druhy, ve
kterém se prepocitavaji pirimo bodové odhady a jejich charakteristiky, ma lepsi vypocetni vlast-
nosti.

Algoritmus I: Vychdzi z rekurzivniho prepoctu informaéni matice (5.26) a jeji struktury
(5.28). Pti ném se prepocitavaji charakteristiky méfenych dat a v kazdém kroku pocitaji odhady
parametru, piipadné dalsi charakteristiky.

Prepocet submatic informacéni matice:

S2(t) = SE(t—1)+ i,
Sp,(t) = Sp,(t—1)+ yeus, (7.3)
S2(t) = SA(t—1)+ul.

s pocatecni podminkou 5’5(0), Syu(0),S2(0) danymi volbou apriorn{ hp.

Vijpocet odhadu parametri:

5 Syul(t)
R 7.4
Kowvariance odhadu parametri:
1
Cy = 7.5
Algoritmus Il: Zde se rekurzivné prepocitavaji piimo odhady parametru a statistiky k tomu

potfebné. Vyhodou tohoto algoritmu je, ze provadi primy piepocet kovarian¢éni matice odhadu
parametrii a nemusf ji v kazdém kroku znovu poéitat jako inverzi statistiky S2. To se projevi
zejména u dynamickych modelii, kdy S2? je matice. Oznacime.

2
Ci1ug = G

Potom rekurze ma podle (11.10) a (11.9) tvar

~ ~ 1 A
0, = 0,_ —Cy_ — 0 )
¢ i1+ 1+<t0t 1ue(ye — Gr—1ue), (7.6)
1
C, = Cpq1— ——(Cy_quy)?. 7.7
t t—1 1+Ct(tIUt) ( )

Poznamka: Odvozeni vzorci Algoritmu II z Algoritmu I je uvedeno v (11.9) az (11.11).
V obecném pripadé vyzaduje odvozeni téchto vzorcil jemnéjsi uivahy z maticového poctu, ale
postup je obdobny.

Syntéza ¥izeni
Pro urceni vstupu u; mame minimalizovat podminénou stfedni hodnotu — viz algoritmus na
str. 97
min B{(y: — w,)? +wud + iy, D(t — 1)] (7.8)
s koncovou podminkou Jy ; = 0.

Podminéné hp, kterou pro vypocet sttedni hodnoty potiebujeme, je ddna modelem, v némz za
neznamé parametry dosadime jejich bodové odhady (5.30)

F(welue, D) ~ f(yilug, Dy, © = ©;_1) = N(f_1us; 02).
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V minimalizovaném kritérium provedeme naznacené umocnéni a s pouzitim (4.9)), (4.10) dosta-
neme
H}Litn{ef_luf + 02 — 20, 1ugwy + wi + wuf + E[Jf lug, D(t — 1))}

Hleddme minimum, nap#. pomoci derivace. Protoze lze obecné ukazat, ze pro staticky model je
zbytek kritéria J;, | pro vSechny casové okamziky t nezdvisly na wu;, bude derivace jeho stfedni
hodnoty podle u; rovna nule. Optimalni fizeni u; pak musi spliiovat rovnici

. N
07 qu; — 01w +wuy =0,

odkud plyne

br
Uy = ———wy, 7.9
w462 (7.9)
prot=1,2,...,N.

Poznamka: Odvozené zavéry muzeme srovnat s vysledky z prvni ¢asti2. kapitoly, str. |21 az
23. Tam jsme uvazovali vicekrokové rizeni na urc¢itém horizontu, tady je horizont roven jedné.
Zadana hodnota v kapitole |2 byla identicky nulova.

Poznamka: Z vysledku je patrné, ze pro apriorni odhad parametru 6o =0 dojde nutné ke
?katastrofé”. Hodnota vypocteného rizeni bude nula, soustava nebude vybuzena, apriorni odhad
se tedy nezméni a cely systém odhadovani a rizeni se z tohoto stavu nemiize ”vzpamatovat”.

7.2 Opatrna strategie rizeni

Neprekvapuje, ze jednoduchost predeslé strategie je na ukor jeji obecnosti. Skutecné, tato stra-
tegie pouzivd bodové odhady parametru a ”spoléhd na né”, jako by to byly opravdu spravné
parametry (srv. bodové a intervalové odhady). Odtud také plyne jeji ndzev ”duverivd”. Tyto
parametry jsou ale ve skute¢nosti jen odhady. Nemusi, a také jisté nebudou presné souhlasit se
skute¢nou hodnotou parametru. Proto je 1épe reprezentovat odhady parametra jejich aposte-
riornimi hp. V nich je zahrnut nejen bodovy odhad parametru, ale také jeho rozptyl. Syntéza
potom pocitd s tim, ze odhady jsou urcita konkrétni ¢isla, ale jsou to jen bodové odhady s
neurcitosti, kterd je dana jejich rozptylem. Takova syntéza je pii generovani fizeni ”opatrnéjsi”.
Odtud jeji nazev.

Syntéza tizeni, davajici opatrnou strategii, je slozitéjsi. Neni to jen prostd kombinace bo-
dovych odhadu z tlohy odhadovéani a algoritmu fizeni se zndmymi parametry. Naznacime jeji
odvozeni.

Zakladnim krokem pfi postupné minimalizaci kritéria je vypocet stfedni hodnoty

Ji = minE[(yf +wui + Jip)|u, D(t—1)] =
— min [ (57 + i + J7y)f (s, Dt~ 1) dye. (7.10)

Pro vypocet stfedni hodnoty potiebujeme hp predpovedi f(y¢|us, D(t — 1)). Tu vSak piimo
zname jen pro model se zndmymi parametry. Tam se totiz hp predpoveédi piimo rovna hp defino-
vané modelem, nebot v ni parametry jako proménné nevystupuji. Pro model (7.1) s nezndmymi
parametry @ (o2 uvazujeme zndmé) musime hp predpovédi dopoéitat — viz (5.15)

Flur, DGt = 1) = [ Fnle1,©) f(©ID(E ~ 1) d©, (7.1)
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kde prvni hp na pravé strané je ddna modelem a druhd je hp parametru, kterd je vyvijena v
odhadovani (5.17).

Pro jednorazovy vypocet hp piredpovédi je vyhodné pouzit jeji vyjadieni jako podil Baye-
sovych integrélu stejné jako v (5.16)

I

f(ytlug, D(t — 1)) = A (7.12)

Bayesuv integral je

a:/iﬂnﬂmmmm& (7.13)

kde integrujeme pies sou¢in vérohodnostni funkce (5.5) a apriorni hp (5.6). Odvozeni vztahu
pro jednorazovy vypocet hp predpovédi je uvedeno v dodatku (11.4).

Poznamka: Vztah (7.11) pro hp predpovédi je presné tim mistem, kde se setkdavaji odhad
a Fizeni a vytvareji zaklady adaptivniho rizeni. Prvni hp pod integralem predstavuje model se
znamymi parametry, se kterym bychom mohli ridit, pokud bychom parametry znali. Druha hp
prinasi informace o neznamych parametrech.

Protoze odvozeni opatrné fidici strategie je v obecném piipadé dosti obtizné, budeme po-
stup opét demonstrovat na piikladé. Zvolime ten nejjednodussi mozny piiklad, abychom obesli
formalné komplikovany maticovy pocet. I navzdory zna¢né jednoduchosti pouzitého modelu bu-
dou jak struktura odvozeni, tak i jednotlivé vzorce dobfe naznac¢ovat obecny postup.

Rizeni s opatrnou strategii

Model

Volime jej stejny jako pro duveéfivou strategii (7.1))

Y = Ouy + ey,

kde opét e; ~ N(0,02%), o? je zndm4 konstanta. Volime rovnéz stejné kritérium ifzen{ (7.2)

J =0 (g — wi)? 4w,

kde opét w; je zddana hodnota vystupu a w je penalizace vstupu.

Hp predpovédi

Pro konstrukci této hp pouzijeme jednordzovy vypocet (7.12), jehoz zékladem je Bayesuv integral

(7.13). Ten budeme pocitat podle odstavce 5.4.2, kde jsme pro podobny typ modelu uvedli tvar

vérohodnostni funkce (tj. sou¢inu modelu) a pro odpovidajici tvar apriorni hp. Rozdil mezi

obéma modely, tj. (5.36) a nynéjsim modelem, je jen v Fizeni uy, které nynéjsi model obsahuje.
Podle definice vérohodnostni funkce (5.5) a vztahu (5.37), ktery upravime pro nas model

a doplnime na ctverec (11.1)), zjistime, ze vérohodnostni funkce bude

L.(©) = ( )t exp {—2;2[55@)(0 — 0+ At]} , (7.14)

2o

ke (Syu())?
“em ¢ NS0 Tag
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Spt)=>_y7, Spult) =D yrur, Si(t) =) ui.
T=1 T=1

=1

Apriorni hp zvolime pro jednoduchost jako rovnomérnou (coz odpovidé nulové apriorni in-
formaci). Bayesuv integrél je potom umérny piimo integrélu z vérohodnostni funkce

L /(27“172);exp{—;ﬂ[SZ(t)(G—ét)z—i-At]} a0 =

x (27702)7% exp {—%;At} /exp {—202/15%(9 - ét)2} df =

1
x (2mo?)"2 exp {—221\,5} 2n02/S2(t) =
o

t—1 — — 2(¢ — A
x <%m%z(xp{z;Aﬁq}u%@»%mp{zésﬁiwf%w—ﬂbimf},<rw>

kde pii posledni pravé jsme vyuzili rekurentniho vyjadieni vzorce pro A,

S2(t—1 .
A=A+ lis(%(t))(yt - et—lut)Qa

odvozeného v (11.9) az (11.11)) .
Podle (7.12)) je hp pfedpovédi ddna podilem Bayesovych integralu (k je konstanta imérnosti)

f(yelus, D(t — 1)) = Iﬁl _

_ 2(4_ ~
k(2m0?) "7 exp { =gl A1 } (Su(t) T exp { = 5 S (v — 0 1w)?)
k(2m0?) 7% exp {— 5L A1 } (2702) 5 (Su(t — 1)) !

T 202

1 1 X
T VS5 1) {_2a2sg(t)/sg(t sy 9t—1“t)2} ) (7.16)

kde I;_; neobsahuje 3, a tedy tvoil jen normalizaéni konstantu. Dostaneme jej ve vhodném
tvaru jako integral z I pies ;.

Dostali jsme hp s norméalnim rozdélenim se stfedni hodnotou ¢, = ét_lut, coz je bodova
piedpovéd vystupu, a rozptylem o252(t)/S%(t—1). Bodova piedpovéd vystupu g, uréend podle
kvadratického kritéria, se rovna podminéné stfedni hodnoté, a tedy bude

G = Oryus. (7.17)

Je to vlastné rovnice modelu, kde za Sum je dosazena jeho stfedni hodnota, coz je nula, a
za nezndmé parametry jejich bodové odhady. Bodova piedpovéd je tedy stejnd jako vypocet
budouci hodnoty vystupu z deterministického modelu s nahradou 6 za 6.

Poznamka: Bodovou predpovéd vystupu jsme opét uvedli pouze pro tplnost. K odvozeni
ridiciho zakona podle opatrné strategie potifebujeme jen hp predpovédi.
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Syntéza ¥izeni

Pro urceni akénich veli¢in pouzijeme opét obecné kritérium (7.8) jako v piipadé duvérivé stra-
tegie
min B(y; — wr)? + wui + Jjy |ug, D(t — 1))

s koncovou podminkou Jy,; = 0. Podminénd hp, kterou potrebujeme pro vypocet stredni
hodnoty, je nyni hp predpovédi (7.16). Rekurzivni vypocet statistik (7.3) a vztah (7.5) dévaji
rovnost S2(t)/S2(t — 1) = 1 + C;_1u} se kterou dostaneme

F@ilug, De) = N(O—1ue; 0*(1+ Coyuf)).
Podobnym postupem jako pii duvérivé strategii nalezneme minimum
n%itn{éf_lu? + 02 +0%C_u? — 20, _1uswy + w? 4 wu? + E[Jf 1 |ug, D(t —1)]}.
Optimalni fizeni v} je nyni ddno vztahem
éf_luf +02Ch_1 — 0wy + wuy =0,
odkud plyne

011

up = ~ 5 w
w07 +02Ci

prot=1,2,..,N.

Vysledek je podobny vztahu (7.9), ktery jsme obdrzeli pro duvéfivou strategii. Jediny clen,
ktery je tady navic, je 02Cy_1. Ten vnasi do Fizeni vliv rozptylu odhadu parametrii, tedy jejich
nepresnosti.

Poznamka: Budou-li odhady parametri presné rovny skuteénym parametrum (tak, jak se
tvarime pri duverivé strategii), tj. bude-li C;_; = 0, prejde odvozené fizeni na to, které jsme
dostali pri diverivé strategii.

Poznamka: Jak pro duvérivou tak i pro opatrnou strategii jsme obdrzeli tzv. jednokrokové
rizeni (horizont, ktery jsme potiebovali pro ustaleni ridictho zdkona v kazdém kroku byl jedna).
Je to dano pouzitym modelem, ktery je staticky. Tato varianta byla zvolena pro jednoduchost
jinak dosti slozité tilohy, abychom ji mohli prehledné demonstrovat na prikladé. Pii pouziti dyna-
mického modelu bychom v kazdém kroku minimalizace obdrzeli zbytek zavisejici na predchozich
akc¢nich velicinach. Ten by vstupoval do dalsiho kroku stifedovani a minimalizace a vnasel by
dynamiku do vypoctu ridiciho zakona. K jeho ustaleni bychom museli pouzit delSi horizont, coz
tlohu syntézy znac¢né komplikuje. Takovou syntézu jsme ukazali v|6. kapitole.
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Kapitola 8

Odhadovani multimodelu

Na rozdil od pfedchazejicich kapitol, kdy jsme pro popis sledované soustavy uvazovali jediny
regresni model, budeme nyni jako zdklad popisu systému uvazovat celou mnozinu ruznych re-
gresnich modeld, mezi kterymi budeme pfepinat. V raznych okamzicich mohou tedy modelova-
nou veli¢inu popisovat ruzné modely. Tak lze kombinovat modely se stejnou strukturou, lisici
se pouze v parametrech, ale také modely zcela odlisné [8, 9]. Zminénému modelu budeme fikat
multimodel a jeho odhadem se budeme zabyvat v této kapitole.

Vyznam multimodelt se ukazuje v popisu soustav, jejichz dynamickd struktura se béhem
odhadu skokové méni, nebo jako pfiblizeni modelim s proménnymi parametry, kdy misto spojité
zmény parametru uvazujeme skokové se ménici parametry s koneénym poctem ruznych hodnot.

V této kapitole se budeme zabyvat vyhradné odhadem. Budeme proto uvazovat nefizeny
model, ve kterém misto diive uvazovanych signali vystupu y; a vstupu u; vystupuji data d;,
t=1,2,..,N.

8.1 Multimodely a jejich popis

Motivace pro pouziti multimodeli

Mezi realnymi soustavami tvori vyznamnou tifidu soustavy nelinedrni, jejichz chovani lze
priblizné popsat pomoci skupiny linedrnich modelu tak, ze podle polohy pracovniho bodu ne-
linedrni soustavy je v daném okamziku aktivni pravé jeden z uvazovanych linedrnich modelu.

Jako priklad uved me modelovan{ zavislosti intenzity (I) dopravniho toku na jeho hustoté (H)
v jednom misté dopravni komunikace. Tato zavislost méa tvar znamé kiivky podobné parabole,
jak je zndzornéno na obrazku 8.1/ a).

14 I 4

2) 0 b) 0

Obrazek 8.1: Nelinearni model a jeho linearizace

Takovy model je nelinedrni. Muzeme jej ale lokdlné linearizovat tak, ze jej nahradime skupinou
linedrnich modelu (usecek) napft. tak, jak ukazuje obrazek 8.1/b), kde

107
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— rostouci usecka predstavuje oblast volného provozu,
— konstantni tisecka popisuje oblast nasyceni a
— klesajici usecka je obrazem kolabujici dopravni situace.

V kazdém okamziku lezi idedlni pracovni bod [H, I] na nékteré tsecce, a tedy, stav je v kazdém
okamziku popsan nékterym linedrnim modelem.

7 uvedeného piikladu je patrné, ze multimodel je tvofen celou mnozinou modelu, tzv. kom-
ponent multimodelu. V nasledujicim odstavci popiSeme modely jednotlivych komponent,
v dalsim pak veli¢inu, kterd modely svazuje a vytvaii z nich vlastni multimodel.

Modely komponent

Jednotlivé komponenty multimodelu lze vyjadrit jako bézné regresni modely (4.3) ve formé
podminénych hustot pravdépodobnosti (hp) indexovanych poradovym ¢islem komponenty

Ke: f(de|D(t—1),¢,0.) = fo(d|er,Oc), c€{1,2,....,.n} (8.1)
kde
¢ oznacuje pofadové ¢islo, kterym je komponenta indexovana; n znaci pocet komponent
multimodelu,

dy je modelovana veli¢ina v case t,

¢ je regresni vektor, obsahujici data v okamziku t zndmad, na kterych zavisi modelovana
veli¢ina d; a ktery pro jednoduchost uvazujeme spoleény pro vSechny komponenty,

© znadi vektor, obsahujici parametry vSech komponent,

O, je subvektor vektoru ©, ktery obsahuje parametry pfislusejici c-té komponenté.
V kone¢ném tvaru modelu komponenty je vyjadiena podminka nezavislosti modelovanych dat
dy na datech starsich nez je fad modelu a skutec¢nost, ze kazda komponenta c zavisi pouze na
svych parametrech ©..

Pro dalsi praci s modely komponent budeme predpokldadat, ze pati{ do exponencidlni tiidy,
a to obecné, zatim bez dalsi konkretizace. Je tedy

Ke: fe(dilgr, ©c) = exp{ch(@)sc(qbt)}, c=1,2,..,n, (8.2)

kde kazda komponenta mé svou vlastni parametrickou funkci g. a obecné také svou vlastni
datovou funkci s, zavisejici na tzv. rozsiFfeném regresnim vektoru ¢, = [d;, pf |7. Paramet-
rickd funkce g a datova funkce s jsou n rozmérné sloupcové vektory, kde n je dimenze statistiky.
Datové funkce s byva casto spoletna pro vsechny komponenty.

Poznamka: Exponencidlni tiida hp [2,6] je pomérné Sirokd. Kromé rovnomérného sem patii
vSechna rozdéleni, kterymi jsme se zde zabyvali. Vyjadieni hp v uvedeném tvaru exponencialni
tridy umozni prevod funkcionalniho algoritmu ze str. 71 na algoritmus pro statistiky, str. 74,
tedy na algoritmus prakticky realizovatelny.

Snad trochu neobvykle, ale v souladu s dalsim postupem a formdalné velmi vyhodné [10],
vyjaddiime model jedné vybrané komponenty (ve shodé s dalsim ji oznac¢ime symbolem c;)
v nasledujicim souc¢inovém tvaru

n

Ke: fo(dilor, Oc) = ] feldilor, ©c)°) = exp {Z a; (©)sc(d)d(c, ct)}' (8.3)
c=1

c=1

Zde c je opét pouhy index, kterym jsou komponenty oznacovany a
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d(e, ¢t) je Kroneckerova funkce (5.65), definovana predpisem

_J 1 pro c=g¢, "
5(c,ct)—{ 0 pro £ cec (8.4)

Tuto funkci budeme pouzivat i v dalsich modelech a v této kapitole ji budeme nazyvat ukazatel,
protoze index ¢, pro ktery mé tato funkce hodnotu jedna, ukazuje na vybranou komponentu.

Model prepinace

Aby uvedend mnozina modelu (komponent) tvofila multimodel, je tfeba definovat jesté dalsi
veli¢inu. Jeji hodnota ukazuje na komponentu, kterd je v daném cCasovém okamziku aktivni.
Tuto ndhodnou veli¢inu oznac¢ime Cy a budeme ji nazyvat prepinac. Jeji hodnotu v okamziku
t prot=1,2,...,N budeme znacit ¢;. Cislo ¢; udava poradové &islo aktivni komponenty. Stejné
jako pro oby¢ejny index komponenty ¢, plati i pro hodnoty piepinace

¢ €{1,2,....,n}, kde n je pocet komponent multimodelu.

Poznamka: Jetieba dobre rozlisovat mezi indexem komponent c a piepinac¢em C; s hodnotami
¢t. Index ¢ je obyéejné prirozené ¢islo z mnoziny {1,2,...,n}. Rekneme-li ”pro komponentu
c plati”, rikame ”pro libovolnou komponentu plati”. Hodnota piepinace c; se za prvé vztahuje
jen k casovému okamziku t, za druhé oznacuje pravé tu jedinou komponentu, ktera je v case
t aktivni. Jeji hodnoty mohou byt ze stejného intervalu jako hodnoty indexu c, ale nema smysl
psat ¢, = 1,2,...,n. Komponentu ¢ zname, zname-li parametry komponent ©; komponentu
¢; nezname, ani pri znalosti ©, pokud nemame dalsi informaci o tom, ktera komponenta byla
skutec¢né v case t aktivni.

Ve vyjimeénych piipadech, kdy lze aktivity jednotlivych komponent méfit, je tato velicina
znama diskrétni funkce — koneénd posloupnost.

Ve vétsiné pripadu v8ak nevime, kterda komponenta je aktivni, a Cy je posloupnosti ndhodnych
veli¢in s realizacemi ¢;. Pro tyto nahodné veli¢iny volime nasledujici popis

P f(ct|D(t_1)aa):f(Ct‘aCt) = Oy, (8'5)

kde «., je parametr, udavajici pravdépodobnost, s niz prepina¢ nabude hodnotu c;.

Parametry a., c¢=1,2,...,n, tvoii vektor a s n slozkami. Tento vektor muzeme interpretovat
piimo jako vektor pravdépodobnosti toho, ze v Case t je aktivni c-t4 komponenta multimodelu
(za podminky, ze zndme pouze starsi data D (¢ — 1) a nikoliv sou¢asnou hodnotu data d;). Proto
musi platit

a. € (0,1), pro ¢c=1,2,...,n a Zaczl.
V modelu prepinace je vyjadiena podminka nezavislosti nahodné veli¢iny C; na starsich datech

D(t—1).

Soucinovy tvar modelu piepinace je

P fleloe) = [T el (8.6)
c=1

kde d(c, ¢;) je Kroneckerova funkce (8.4).
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Popis multimodelu

V piipadé, kdy nezname aktivity jednotlivych komponent, je multimodel popsan podminénymi
hp obou ndhodnych velicin d; a ¢;. Ty lze pouzitim Tetézového pravidla dale rozlozit a pfi
respektovéani predpokladu v (8.1) a (8.5) dostaneme

M: f(dt7ct‘D(t - 1)7 @cwaa) = f(dt|D(t - 1),0,5, 9ct)f(0t|D(t - 1)7aCt) -
= fCt(dt‘SDtagct)aCt' (8'7>

Prvn{ hp v rozkladu na pravé strané je model komponenty (8.1) a druhd model prepinace (8.5).
Multimodel, popisujici aktivni komponentu v ¢ase t, 1ze pii pouziti vztahu (8.3), (8.6) také

vyjadrit v soucinovém tvaru

M f(dy,ct|D(t —1),0,, ac,) = [ fdi,c| D(t — 1), Oc, )’ ) = (8.8)

c=1
= [T exp {al (©)sc(90)d(c. ) adle.
c=1

Poznamka: Vyjddreni modelu v souc¢inovém tvaru je formalni krok. Presto ma vyznam. Hp
na pravé strané neobsahuji neznamou funkci ¢;. Obsahuji jen indexovou proménnou c za kterou
postupné dosazujeme hodnoty 1,2, ...,n. Funkce ¢; je obsazena jen v ukazateli §(c, c;).

Poznamka: Ukazatel d(c,c;) muzeme chapat jako hp veliciny ¢; jestlize jeji hodnotu zndme,
tj. vime, ktera komponenta je aktivni.

Popis predpovédi dat

Jako u oby¢ejnych modelu (5.8), i u multimodelu je jejich iikolem ptredpovidat data d; bez ohledu
na to, kterd komponenta je zrovna popisuje. Jinymi slovy, potiebujeme z popisu multimodelu
eliminovat veli¢inu ¢;. To 1ze provést vypoétem marginalni hp pomoci (8.7) podle vzorce

f(de|D(t—1),0,a) = zn: f(de, e D(t—1),0,a) =

ct=1

= D faldiler, Oc,)ac,. (8.9)

c=1

Vidime, ze pii volbé rozdéleni pro model piepinace podle (8.5) dostdvame hp predpovédi ve
tvaru linedrni kombinace komponent, kde vahami kombinace jsou pravdépodobnosti jednotlivych
komponent. Takovéto linedrni kombinace se nazyva smés hustot pravdépodobnosti (vice o
smeésich viz napf. [8]).

8.2 Odhad parametri multimodelu

Bayestuv vztah

Dosud jsme se zabyvali matematickym popisem multimodelu. Ten je na obecné urovni dén
podminénou hp (8.7), zdvislou na nezndmych parametrech ©, a. Zékladem pro odhad téchto pa-
rametru je, podobné jako u obyc¢ejnych modelt, Bayesuv vztah (5.17), ktery za pomoci méfrenych
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dat d; prepocitava apriorni hp f(©, a|D(t—1)) na aposteriorni hp f(O, «|D(t)). Bayesuv vzorec
ma v tomto pfipadé tvar

B: f(©,a|lD(t)) x f(di|D(t —1),0,a)f(0,a|D(t — 1)), (8.10)

ktery je rekurzivné pocitan pro t = 1,2,...N, a ktery startuje s apriorni hp f(©,«|D(0)) vybu-
dovanou na zakladé apriorni znalosti.

Aproximace Bayesova vztahu

Princip aproximace: Z piedchoziho vyjadreni Bayesova vztahu (8.10) je patrné, ze pro odhad
je zapottebi nikoliv multimodel, ale jeho margindlni tvar (8.9), ktery jsme nazvali predpovédi
a ktery lze vyjadiit ve tvaru smeési hp. Po dosazeni dostaneme

n
B: [(0,alD(t) x |3 f(di,elD(t ~ 1),0,a)| f(©,alD(t - 1)). (8.11)
c=1
Protoze tento vztah se pocita rekurzivné pro t = 1,2,.., N, dostdvame aposteriorni hp jako
opakované souciny souctu v neuzavieném tvaru (pocet séitancu neustdle narustd). Tento tvar je
pro dalsi pocitani zcela nevhodny a je tieba jej aproximovat.

Navrzenou aproximaci 1ze popsat v nasledujicich dvou krocich:

A. Marginalni hp (8.9) nahradime jedinou ("nejlepsi”) podminénou hp tak, jako kdybychom
znali index aktivni komponenty ¢ = ¢; a misto marginalizace bychom hodnotu tohoto
indexu do podminéné hp prosté dosadili.

B. Vybér "nejlepsi” hp provedeme tak, ze ukazatel aproximujeme jeho optimalnim bodovym od-
hadem. Pro kvadratické kritérium je jim stfedni hodnota, podminéna dosud pozorovanymi
daty (5.11).

Schéma aproximace: Kroky, naznacené v predchozim odstavci, popiseme podrobnéji:

A. V Bayesové vzorci zaménime smés hp jednou s indexem ¢, o které prohldsime, ze "to je ta
nejlepsi”, kterd popisuje aktivni komponentu, a vyjadiime ji v sou¢inovém tvaru (8.3)

n n

Zf(dbc‘D(t - 1),@,0{) - f(dbct‘D(t - 1),@,0&) = H f(dtaC|D(t - 1)76105)5(67&)'

c=1 c=1

B. Ukazatel, obsahujici ve skutec¢nosti neznamou funkci ¢;, nahradime bodovym odhadem op-
timalnim ve smyslu stfedné kvadratické odchylky, kterym je jeho stfedni hodnota

n

d(c,ct) = Elo(c,e)[D(6)] = _d(c,cr) f(ct| D)) = fler = ¢|D(t)), ¢=1,2,....m,
c=1

podminénd vSemi dosud zndmymi daty, véetné soucasnych. Zde, ale i dale, pouzivame
nasledujici znaceni: f(¢; = ¢|D(t)) = P(ct = ¢|D(t)), coz je hp ndhodné veli¢iny c¢;
v bodé ¢. P(.|.) ozna¢uje podminénou pravdépodobnost.

Stfedni hodnotou ukazatele je podminénd hp f(c¢; = ¢|D(t)). Jeji hodnoty pro ¢ = 1,2,...,n
v ¢ase t oznacime w.; a vypocteme je takto

wc,t:f(ct:cm(t))://f(ct:c,@,a|dt,p(t—1))d@dao<
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o //f(dt\D(t “1),6,0,a)f(cr = | D(t — 1)) £(O,a|D(t — 1))dOdar =
= [ [ fuldilr. ©0)act O1D(E ~ 1) f (ol Dit - 1))dOda
= [ Leldiler. ©1(OID( = 1))d [ (el D(t—1)da (812)

proc=1,2,....,n.

V predchozim odvozeni jsme v prvnim fadku pfidali a ihned vyintegrovali parametry ©
a «; pii prechodu na druhy tadek jsme aplikovali Bayesuv vzorec (3.5) a tetézové pravidlo
(3.2) a ve tretim fadku jiz jen pouzili zavedené podminky a znaceni pro jednotlivé hp (8.1)
a (8.5). Vysledkem integrace pro jednu hodnotu ¢ je ¢islo — pravdépodobnost, ze ¢; = ¢, tj., Ze
v Case t je aktivni pravé c-t4 komponenta. Integrace provedeme pro vSechny hodnoty veli¢iny
c=1,2,...,n avysledkem bude vektor pravdépodobnosti aktivity jednotlivych komponent. Tento
vektor ”aktudlnich pravdépodobnosti” jednotlivych komponent jsme oznacili we .

Poznamka: Vsimnéme si, Ze vysledny tvar vyrazu pro vypocet hodnoty w.; je dan soucinem
dvou nam jiz znamych vyrazu. Jedna se o hp predpovédi pro regresni model s normalnim Sumem
(5.33) a stejnou hp ale pro model s diskrétnim sumem (5.72).

Vysledek aproximace: V pfedchozim odstavci jsme pouzili vyjadieni modelu komponenty
v sou¢inovém tvaru a nahradili ukazatel d(c,c;) jeho aproximaci w.¢. Podobné, v sou¢inovém
tvaru (tzv. Dirichletuv tvar) vyjadiime také hp parametru

n

£(©,a|D(t)) = ] f(Oc, ac|D(#)).

c=1

Oznacime-li spole¢né symbolem U.; ukazatel d(c,c;) nebo aproximovany ukazatel we¢, lze
Bayesuv vztah, bez aproximace i aproximovany, psat jednotné takto

n n

B: H f(O¢, ac|D(t)) x H[fc(dt,c|D(t —1),0., a)’t f(O., ac|D(t — 1))]. (8.13)

c=1 c=1

Tento vzorec pirevedeme pozdéji na rekurzi pro statistiky. Prozatim poznamenejme jen to, zZe
aproximaci jsme dosahli svého cile. Zbavili jsme se souctového vyjadireni modelu komponenty,
ktery zpusoboval neuzavienost Bayesova vztahu.

Tvar Bayesova vzorce (8.13) rovnéz ukazuje, ze pro vypoctené vahy we; je jeho vypocet
mozno rozdélit a provadét pro kazdou komponentu ¢ = 1,2, ...,n zvlast. Jen pii vypoétu vah se
komponenty kombinuji.

Bayesuv vztah pro exponencidlni tridu komponent

Bayesuv vztah (8.13), tak jsme jej uvedli v predeslém odstavci, predstavuje funkciondlni rekurzi.
Ukazuje prepocet funkce f(O.,a.|D(t — 1)) na funkci f(O.,a.|D(t)). Protoze takové vypocty
nelze na soucasné vypocetni technice provadét, potfebujeme tuto funkciondlni rekurzi prevést na
¢iselnou. To udéldme podobné jako v piipadé obyéejnych modelu (viz algoritmy na str. (71 a [74)
tak, ze vyjadiime modely v konkrétnim tvaru — piepina¢ s rozdélenim (8.5) a komponenty obecné
v exponencialnim tvaru podle (8.2).

Odpovidajici (konjugovany) tvar hp parametru, viz postup od modelu k aposteriorni hp na
str. 66/ a déle, je

f(Oc, ac| D(t)) = eXp{QZ(@)Sc(t)}aéC(t)_l7 c=12..,n,
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kde ¢, je parametrickd funkce z exponencidlniho vyjadieni modelu a S.(t) je statistika pro odha-
dovéani parametru modelu c-té komponenty a ¢.(t) je statistika pro odhad parametru prepinace.

Po dosazeni exponencialniho tvaru modelu komponent a jemu konjugovaného tvaru hp pa-
rametru a po vypuSténi symbolu pro souc¢in mé Bayesuv vzorec (8.13) néasledujici tvar (pro
jednotlivé komponenty)

B: explal (©)S.(1)a"® o [exp(al (©)sc(én)}ac] ™ explal (€)S.(t — D}ale) =

= exp{ql (0)[sc(¢r)Uey + Se(t — V)]Jalettelt=D e =12 .. .n (8.14)

Porovnanim odpovidajicich si statistik na obou stranach Bayesova vzorce dostavame
nasledujici rekurze, srv. (5.25)

Sc(t) = Sc(t — 1) -+ SC<¢,§)UC¢ (815)
Le(t) te(t —1) + Uey (8.16)

proc=1,2,....n.

Vlastni algoritmus pro odhadovani parametri © a a multimodelu muzeme shrnout takto:

Piiprava odhadu:
sestav apriorni statistiky Sy, ¢q.

Vlastni odhad:
fort=1:N
zmér nova data,
sestav rozsifeny regresni vektor, viz (8.2)),
prepocti statistiky podle (8.15) a (8.16).
end %for
Zavér odhadu:

z napoctenych statistik sestav aposteriorni hp,
piipadné vypocti bodové odhady parametru.

Struktura prostfedni ¢asti uvedeného algoritmu pocitaného v cyklu ¢asu je nésledujici:

e zmér data,

e udélej "pokusny” prepocet statistik (8.15) a (8.16) pro
Us=1, c=1,2,..,n

e vypocti aktudlni vdhy komponent w.; (8.12)
s pravé prepoctenymi statistikami,

e udélej "skuteény” prepocet statistik (8.15) a (8.16)
proUct = wer, ¢c=1,2,...,n.

Komentar k algoritmu:

Prvni prepocet statistik je tieba provést pro vypocet aktudlnich vah (pravdépodobnosti ak-
tivit) jednotlivych komponent. Pii ném se stavime do situace A., kdy predpokldddme znalost
aktivni komponenty. Pfitom kazdou komponentu ¢ = 1,2,...,n poklddame vzdy za zndmou
a zkou$ime, s jakou je pravdépodobnosti namérend data odpovidaji této komponenté. To jsou
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pravé hledané vahy w.;. Korespondenci dat a komponenty je mozno dobie ilustrovat na sta-
tickém modelu, kde nejvétsi pravdépodobnost dat je piimo pod vrcholem hp.

A A
vaha vaha
w model w model
' f "
data data

Obréazek 8.2:

V levé ¢asti obrazku 8.2 lezi data daleko od stfedu, pofadnice pod hp (odrézejici pravdépo-
dobnost, ze data pochazi z tohoto modelu) je mald. Na pravém obrazku lezi data blize stiedu,
poradnice, a tedy i pravdépodobnost prislusnosti dat k modelu, je vétsi.

Pravdépodobnosti, které uré¢ime po prvnim piepoctu statistik, pouzijeme jako vahy w.¢, se
kterymi pfiddvame informaci ze soucasnych dat do statistik jednotlivych komponent. Cim vice
data komponenté odpovidaji, s tim vétsi vahou jsou zabudovéna do jejich statistik.

Bezprostredni dusledek aproximace je nédsledujici: jestlize vime presné, ktera z komponent je
aktivni, pfepocteme jeji statistiky s jednotkovou vahou a ostatni ponechame nedotcené. Pokud si
ale nejsme aktivni komponentou jisti (coz je duvodem k aproximaci), pfidélujeme data do vsech
komponent, do kazdé s takovou vahou, ktera ji vzhledem k naméfenym datam nélezi. Puvodni
ukazatel na aktivni komponentu se tak ”rozstépi” a zméni se na hustotu pravdépodobnosti pro
jednotlivé komponenty. Tato situace je naznacena na obrazku 8.3

8.3 Priklad pro staticky multimodel

Jako piiklad ilustrujici teorii uvedeme odhad multimodelu s dvéma statickymi komponentami
a norméalnim Sumem. Obyc¢ejnym statickym modelem jsme se zabyvali v odstavcil4.1.2 a5.4.2.
Nebudeme proto jiz opakovat odvozeni odhadu pro jednotlivé komponenty naseho multimodelu,
ale vyuzijeme jiz odvozenych vysledku.

Modely komponent
Uvazujeme dvé statické komponenty podle (4.15)

1
Ke: f(d|O) = exp{w(dfzecdt+eg)}, c=1,2.

o2
s parametry 0. a 02 oznacené indexem komponent ¢ a s vektorem parametri
T _ 1o oT T _ 2 T 2
0" =[01,0;], 01 = [bh,01], ©3 = [02,03],

spoleénym regresnim vektorem ¢; = 1 a rozsifenym regresnim vektorem ¢! = [dy, 1].
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de,ep=4)
) 1 2 3 4 5 6 7 8 n c
W
1 2 3 4 > 6 7 8 n c

Obréazek 8.3:

Komponenty tohoto modelu vyjadiime ve tvaru exponencialni tiidy (8.2)

2 2 2
20 lop 20

-1 6, —62 9 T
= meXP{[%‘E’U?’w_IOgJ] |:dt7dt,1:| }:
1
= m eXp {qz(GC)S((bt)} )

1 2 . 2
fdie,) - exp{— Gl L —loga}z

-3
3

kde
qz - [Q1,c7 q2,07 Q3,C]7 SZ - [81,67 32707 83,0]7 c= 17 2

a jednotlivé prvky téchto vektoru jsou dany pfedchozim vztahem.

Protoze aposteriorni hp je, az na normovani, dana sou¢inem modelt, a protoze apriorni hp
musi byt strukturalné stejnd jako aposteriorni, lze podle rovnice modelu, ktery je kvadratickou
funkei parametru navrhnout i strukturu aposteriorni (a podobné i apriorni) hp. Ta bude mit
tvar

FOIDW) o exp{ = (k)62 ~ 250(0)0: + 53.(0) |

kde k¢, Sq1.c a Si . jsou statistiky pro odhad parametrt komponent — viz (5.39) a (5.40).

Model prepinace
Hp pfepinace mé vzdy rozdéleni (8.5), tj.

P flela) =ae, o €{1,2},
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kde

T
o’ =log, ), a,a2>0, o +ap =1

Aposteriorni (jako i apriorni) hp mé stejné jako model piepinace pevnou strukturu

facD(t)) o< a7,

Prepocet statistik

Podle Bayesova vzorce (8.14) pro exponencidlni tfidu komponent, rozepsaného pro jednotlivé
komponenty dostavame piepocet statistik podle (8.15) a (8.16) ve tvaru

Sic(t) = Sic(t—1)+diUey,

Sare(t) = Sare(t —1) +diUcy,
ke(t) = Ke(t—1) 4+ Uey,
te(t) = te(t—1)+Uey,

proc=1,2at=1,2,..., N,

kde
Ue.,: je rovno 1 pro prvni pfepocet statistik a rovnd se w.; pro druhy piepocet statistik,
Sﬁ’C(O), Sa1,¢(0), tc(0) a k:(0) jsou apriorni statistiky,
N je pocet kroku odhadovani.

Vypocet vah w.: se déje obecné podle vztahu (8.12), kde za prvni hp pfedpovédi spojitého
modelu dosadime z (5.54).

8.4 Programovy systém MixTools

Na str. 113! jsme uvedli algoritmus pro odhadovani multimodelu a v ptikladu 8.3 jsme vzorce
pouzivané v tomto algoritmu specifikovali pro staticky regresni model s normélnimi komponen-
tami. Pro obecny pfipad dynamického modelu, pfipadné s jinym nez normalnim rozdélenim
struéné popiSeme zékladni prvky programového systému MixTools, vyvijeného v UTIA AV CR,
ktery slouzi, mimo jiné, k odhadovéni obecné mnohorozmérnych dynamickych multimodelua [11].
Ucebnicovou verzi programového systému MixTools je mozno zdarma ziskat na webové adrese
(pod nazvem)

http://www.utia.cas.cz/AS_dept/ACTIVITY/RECIAS/allexam.htm

(Basic tool for mixture estimation and prediction)

Pomoci tohoto toolboxu lze snadno definovat multimodel, na zdkladé zmétfenych dat urcit
pocet komponent i jejich dynamickou strukturu, vytvofit apriorni statistiky a model odhado-
vat. Zakladnimi prvky, se kterymi pracuje, jsou: faktor, komponenta a smés. Vztah smési a
komponent je ziejmy z teoretického pojednani. Hp popisujici multimodel je linedrni kombinace
hp komponent s vahami kombinace rovnymi pravdépodobnostem jednotlivych komponent. Sou-
vislost komponenty a jejich faktoru je nejlépe patrna opét na hp komponenty. Ukazeme ji pro
dvourozmérny piipad.
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Komponenta a jeji faktory

Budeme uvazovat dvourozmérnou komponentu 1. fadu s konstantou. Ta popisuje dvourozmérnou
nédhodnou veli¢inu y; = [y1., yg;t]T pomoci podminéné hp s vektorem parametra 6. Tuto dvou-
rozmérnou hp lze rozepsat podle fetézového pravidla (3.2) — index komponenty ¢ pro prehlednost
vynechdme

f(yl;tu y2;t|yl;t—1u Y2:t—-1, 9) = f(yQ;t’yl;ta Y1;¢—1, Y251, 0)f(y1;t|y1;t—la Y2;t—1, 0)

Jednorozmérné hp v soucinu jsou faktory. Odtud je ziejmé, Zze model komponenty ve tvaru
hustoty pravdépodobnosti 1ze vyjadiit jako soucin jednorozmérnych hustot pravdépodobnosti
modelu jednotlivych faktoru.

Strukturu faktoru a pfepocet parametri komponenty na parametry faktoru ukdzeme na
vyjadfeni modelu komponenty ve tvaru rovnice

d—1
yig | | a1 a2 Kk Yt
- Y2;t—1 +
Y2t as1 a2 ko 1

T T2 e1;t
0 o9 ext |’
kde ndhodnou ¢ast modelu jsme vyjadiili ve tvaru ”smérodatna odchylka” (matice r) krat ”nor-
movany Sum” (vektor e). Zde smérodatnd odchylka je Choleskyho odmocnina z kovarianéni
matice Sumu a normovany Sum ma rozptyl roven jedné.
Model komponenty déale upravime tak, abychom dostali dva modely s oddélenymi, tj.
vzajemné nekorelovanymi Sumy. Tyto modely budeme nazyvat faktory.

7 matice r vytkneme diagonalni prvky a zbytek invertujeme

ri riz2 | | O 1 rig/ria ,
[ 0 oo 1 = [ 0 ras ] l 0 1 ] (vytknuti),
1 rmaofrma |0 [1 / 1
r1,2/T1,1 _ —T12/T11 | 91,2 :
[ 0 1 ] = [ 0 1 ] = [ 0 1 ] (inverze).

Inverzi g vyndsobime model komponenty a dostaneme

1;t—1
I g1 yie | _ | 1 912 ajn aiz ki ??jzi Ll T 0 et
0 1 Y2:t 0 1 a1 a2 ko ’17 0 roo €2:¢
Po roznésobeni matic a pfevedeni clenu g1 2y2.+ na pravou stranu rovnice lze model upravit do
nésledujiciho tvaru

Y2t
Y | _ | 10 911 4912 413 Yit—1 + T1,1€1:¢
Y2:t 0 @1 @2 @3 | | y2-1 ro €2 |’
1

kde koeficienty ¢ dostaneme z tprav, které jsme provadeéli.

Vysledny model Ize rozepsat na dva modely, kazdy se svym Sumem. To jsou faktory vychozi
dvourozmérné komponenty.

Yt = q1,0Y2¢ T+ q1,1Y1;6-1 + q1,2Y2;¢—1 + @31 + T1,1€15¢
Y2.r = Q2,1Y1t—1 + G2,2Y2;t—1 + G3,2 + T2 2€2:t.

Kazdy faktor modeluje jednu slozku vystupu y, tzv. datovy kanal.
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Zakladni prvky programu

Globdlni promeénné

V MixTools jsou definovany 3 globalni proménné, které, po jejich deklaraci, lze kdekoliv pouzit.
Jsou to proménné

TIME — dynamicky ¢as béhu programu (v teorii znaceny t),
DATA — datova matice, kde data jsou usporddana po fadcich, tj. napi. pro dvourozmérny vystup

a TIME=1,2.3 je

DATA — | Y11 Y12 Y133 7
Y2:1 Y22 Y23

DEBUG — troven dialogu (DEBUG=1,2,3; vyssi ¢islo d& vice informaci pii béhu programu).

Drilezité proménné
Déle jsou zavedena jména fady proménnych. Nejdulezitéjsi jsou
nchn a ndat — pocet kanali (dimenze modelované veli¢iny n,) a pocet datovych vzorkit N.
Plati: [nchn ndat]=size(DATA).
ychns — vektor modelovanych kanali. Napt. ychns=[1 2].

str — struktura faktoru, kterd urcuje veli¢iny a jejich pofadi v regresnim vektoru faktoru. Je
to dvourddkova matice, kde v prvnim fadku je uvedeno ¢islo modelovaného kanalu a na
odpovidajicim misté druhého fadku je jeho zpozdéni. Napf. pro dvé modelované veli¢iny
a faktor
Yt = G1,1Y1;0—1 + a1,2Y2:4—1 + G13Y1;6—2 + a1,4Y2:0—2 + K + e1y

je odpovidajici struktura
[ 12120 ]
str =

11 2 21

tj., regresni vektor bude obsahovat prvni kandl jednou zpozdény, druhy kanal jednou
zpozdény, prvni a druhy kandl dvakrat zpozdény a jednicku pro modelovani konstanty.

dfcs — pocet stupriu volnosti komponent. Po normovani na jednotkovy soucet da pravdépo-
dobnosti komponent.

ncom — pocet komponent multimodelu.

Coms — cell vektor ARX LS komponent. Jeho slozky jsou Coms{i}, i=1,2,....,ncom a obsahuji
informace o komponentach.

Komponenta Coms{.} obsahuje nasledujici proménné: (pro dvourozmérny model s tfemi

parametry)
proménnd nazev typ
ychns modelované kanaly vektor 1xnchn
str struktura matice 2x3
dfm pocet stupritl volnosti parametrii  Cislo
type typ komponenty ¢islo
cove kovarian¢éni matice Sumu matice 2x2
Eth regresni koeficienty matice 2x3

Cth kovariance regresnich koeficientii matice 3x3
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Sim — smés pro simulaci — typ ARX LS. Struktura je nasledujici

proménna nazev typ

Facs faktory cell vektor

coms faktory v komponentdch matice (fad. komp., sl. faktory)
dfcs vektor stupiiil volnosti vektor 1xncom

type typ smési ¢islo

states stavy smési matlabska struktura

Struktura jednoho faktoru Facs{.} je

proménna nazev typ
ychn ¢islo modelovaného kanalu ¢islo
str struktura faktoru matice
dfm stupné volnosti ¢islo
type typ faktoru ¢islo
cove rozptyl Sumu ¢islo
Eth regresni koeficienty vektor
Cth kovariance regresnich, koeficientli matice

Mix — smés pro odhadovani — typ ARX. Jeji struktura je téméf stejnd jako u Sim, misto
parametru cove, Eth a Cth vSak obsahuje odmocniny statistik z rozsifené informacni
matice.

Struktura jednoho faktoru Facs{.} je

proménnd nazev typ
ychn ¢islo modelovaného kanalu ¢islo
str struktura faktoru matice
dfm stupné volnosti ¢islo
type typ faktoru ¢islo
LD odmocnina z informacni matice matice

Poznamka: Symboly znaci:

ARX - autoregresni model s externim signdlem — piislusnd struktura obsahuje matici LD (rozklad
informacni matice);

ARX LS totéz, ale v "least square podobé”; tj. struktura obsahuje prvky Eth, Cth, cove - coz
jsou parametry vypoctené z informac¢ni matice.

Dulezité procedury
Podrobnéjsi popis 1ze ziskat v Matlabu zadanim: help a jméno procedury, vypis celé procedury

(tj. komentare i kédu) piikazem: type a jméno procedury.

Coms{i} = comarxls(ychns, str)
konstrukce ¢ té komponenty.

Mix = mixconst(Coms, dfcs)
konstrukce smési (simuldtoru nebo estimétoru).
Mix = genmixs(ychns, str, dfcs, Pt)

konstrukce smési pro simulaci (i se zaddnim parametru Pt).
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Mix = genmixe(ncom,ychns,str,ndat,diagCth,diagcove,dfm,dfcs)
konstrukce smési pro odhad (i se zaddnim apriornich statistik).

Mixl = mix2mix(Mix, type)
konverze smési na jiny typ

(dulezité typy: 21=ARX, 22=ARX LS, 23=matr ARX, 24=matr ARX LS).

mixsimul(Sim, ndat)
simulace smési.

Mix = mixest(Mix, frg, ndat, niter, opt)
odhad smeési.
Mix = mixstats(Mix, ndat)

prepocet statistik smési (s findlnimi parametry).

Dalsi programy slouzi jako ndvod, jak stavét pomoci prostiedkiu MixTools zékladni tlohy
simulace a odhadovani.

Jednoduchy priklad - staticka verze

hadu. Je to simulace (pfiprava dat), odhad (nalezeni modelu odpovidajiciho ziskanym datim)
a predpovéd (vyuziti odhadnutého modelu pro ptredpoviddni dat). Ve vSech tlohdch se
predpokladé nejjednodussi staticky model.

Simulace tri dvourozmérnijch statickych komponent

prodini, echo off % zahadjeni programu
b

% Komponenta

% lyl(t)| = |Ethl| + |covel covel2]|.|el(t)|

% ly2(e) | |Eth2]| |0 cove2 | |e2(t)|

b

ndat=1000; % poZet kroku simulace

ychns = [1 2]; % modelované kanaly

str = [0;1]; % struktura pro statické faktory
dfcs = [10 15 30]; % vahy komponent

% parametry simulované soustavy uloZené ve struktufe Pt

sd = 1;

Pt{1}.Eth = [0; 0];

Pt{2}.Eth = [5; 0];

Pt{3}.Eth = [3; 8];

Pt{1}.cove = [.1 1; 1 .1]%*sd;

Pt{2}.cove = [1 0; 0 1]*sd;

Pt{3}.cove = [.1 -1; -1 .1]%sd;

Sim = genmixs(ychns, str, dfcs, Pt); J% vytvofeni simuldtoru

DATA

zeros(2,ndat) ; % deklarace datového vzorku
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% SIMULACE
mixsimul (Sim, ndat); % simulace
save simDat Sim DATA % uloZeni dat na disk

% ZOBRAZENI

plot (DATA(1,:),DATA(2,:),’.’, ’MarkerSize’,1)

title(’Simulace dvourozm&rné statické soustavy -- shluky dat [y1(t),y2(t)]’)
axis([-5,10,-5,15])

Poznamka: Bodové odhady regresnich koeficientu srovnejte s hodnotami parametri v simu-
laci.

Doporucené experimenty

1. Zména regresnich koeficientii .Eth znamend zménu polohy shluku. Generujte shluky se
stfedy na diagonale obrizku.

2. Zména kovarianéni matice Sumu .cove znamend: zvétSeni (zmenSené) sd zvétSuje
(zmensuje) sitku shluku — volte napf. sd=5.; zména matice znamena zménu tvaru shluku
— porovnejte kovarianéni matice a tvary jednotlivych komponent, volte podobné zmény.

Odhad tri dvourozmérnych statickych komponent

prodini, echo off % zahdjeni programu
load simDat; % nataZeni dat z pfedchozi simulace

% PRIPRAVA ODHADU

ncom = 3; % pocet komponent v odhadované smé&si
ychns = [1 2]; % modelované kanaly

str = [0;1]; % struktura faktoru (statické)

ndat = 1000; % potet kroku pro odhadovani

% potatetni statistiky
dCt = 1eb; dco = 1e-3; dfm = 10;
dfs = .1*ndat*ones(1,ncom);

% vytvoreni sm&si pro odhad
Mix0 = genmixe(ncom, ychns, str, ndat, dCt, dco, dfm, dfs);

% ODHAD

frg = .99; % exponencidlni zapomindni
Mix = mixest(Mix0O, frg, ndat); % odhadovani smé&si

save simMix % ulozeni odhadnuté sm&si

% VYSLEDKY
M24 = mix2mix(Mix, 24); % odhadnutd sm&s (v maticové formé&)
disp(’Bodové odhady regresnich koeficienti’)
for i=1:ncom
Eth2 = M24.Coms{i}.Eth % stredni hodnoty komponent
end
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set(figure(1),’Position’, [60 100 900 600],’MenuBar’, ’none’)
subplot (121) ,mixplot (Sim)

title(’Simulovand smé&s’)

subplot (122) ,mixplot (Mix)

title(’0dhadnutd smé&s’)

Doporucené experimenty

1. Zména rozsahu datového souboru pro odhadovani ndat — s malym poctem bat budou
odhady horsi. To se projevi v hodnotach bodovych odhadi (pfi srovnéni s hodnotami
simulovanych parametri), a tedy i v poloze odhadnutych shluku.

2. Volba odlisného poc¢tu komponent pro odhadovani vede na aproximaci pii odhadovani.
Volte ncom=1, ncom=5 a ncom=10. Sledujte jak pfedpovidané shluky pokryvaji simulované.

3. Zveétseni dCt a soucasné zmenseni dco tak, aby jejich pomér zustal zachovan, dava od-
hadum vice volnosti, tj. umoznuje jejich vétsi zmény béhem odhadovani. Opaény postup
parametry pridrzuje u jejich poc¢atecnich (apriornich) hodnot. Napf. hodnoty dCt=1e15
a dco=1e-13by mély odhady zcela osvobodit od apriorni informace.

4. Zména koeficientu exponencidlniho zapominani ovliviiuje zachovani nebo zapomenuti
stargich mérenych dat. Pro frg=1 se nezapomin, ¢im je hodnota frg mensi (ale kladnd),
tim vice se zapominda. Bézné hodnoty frg jsou v rozmezi 0.9999 az 0.985. Zapominani se
pouziva predevsim tam, kde je podezieni, Ze parametry soustavy se pomalu méni.

Predpovéd’ tri dvourozmérnijch statickijch komponent

prodini, echo off % zahadjeni programu
load simMix; % nataZeni odhadnuté smési

% PREDPOVED

nstep = 5; % potet kroku pro predpovéd’
pchns = [1 2]; % ptfedpovidané kanaly

cchns = []; % kanaly v podmince hp

pMix = mix2pro(Mix, pchns, cchns); % podmin&nad sm&s

yp = [1; time = [1; ws = [];

% Casova smyZka pro pFedpovad’

for TIME = Mix.states.maxtd+1l:ndat-nstep
[Eths, coves, al, w] = profixn(pMix, [],[],nstep); % pfedpovédi komponent
th = GetTh(Eths);

if 1, ypt = th*w’; % ptedpovéd’ (okamZzité vahy komponent)
else ypt = th*al’; % predpovéd’ (prum&rné viahy komponent)
end
yp=Lyp yptl; time=[time TIME]; ws=[ws w’];

end

% VYSLEDKY

dd = DATA(pchns,time+1); % ptedpovidana data
yp = yp(pchns,:); % ptedpoved’ i
ep = dd-yp; % chyby ptedpovédi
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disp(’Koeficienty chyby predikce’)

SE = sqrt(var(ep’)+mean(ep’)."2)./std(dd’) % koeficient chyby pFedpovédi
disp(’0dhadnuté vahy komponent’)

al % prumé&rné vahy komponent

figure(1)

chn = 2;

plot(time, dd(chn,:),’ob’, ’MarkerSize’,3)

hold on

plot(time, yp(chn,:),’xr’,’MarkerSize’,3)

hold off

title(’Casové pribghy dat (o) a jejich pfedpovddi (x)’)

if length(pchns)>1
figure(2)
subplot (121) ,plot(dd(1,:),dd(2,:),’.’, MarkerSize’,5)
axis([-5 10 -5 10]), title(’Shluky dat’);
subplot (122) ,plot(yp(1,:),yp(2,:),’.’, ’MarkerSize’,5)
axis([-5 10 -5 10]), title(’Predpové&di shlukui dat’);
end

Poznamka: Piikazem load simMix se natdhne z disku odhadnuta smés, kterda tam byla
ulozena pii odhadu. Spolu s ni se ale natahnou i dalsi proménné z programu pro odhad, které
byly v okamziku uklddani smési definovany. Proto neni tieba napi. definovat proménnou ndat,
pokud chceme predpovidat vsechna data. Samoziejmé, lze tuto proménnou zavést a definovat
jiny pocet dat pro predpovéd, ten ale nesmi piekrocit pocet dat, existujicich ze simulace.

Doporucené experimenty

1. Nejzajimavéjsi na predpovédi je sledovat, jak daleko dokazeme slusné predpovidat. Pocet
kroki predpovédi lze ménit parametrem nstep, ktery je nastaven na 5 krokt. Zvétsujte
pocet kroku piedpovédi a sledujte kvalitu pfedpoveédi — koeficient SE.

Pozn.: V pripadé statického modelu, kdy predpoviddame konstantni stfedni hodnotu mo-
delu, neni zhorSeni piedpovédi piilis vyznamné. Tato zavislost je zajimavéjsi v piipadé
dynamickych modelu, kdy pifedpovidana hodnota zavisi na hodnotdch minulych dat.

2. V ¢asové smy¢ce pro vypocet predpovédi je mozno volit bud okamzité (w)nebo prumérné
(al) vahy komponent. Porovnejte vliv téchto vah na vysledek piredpovidani.

Pozn.: Zajimavéjsi opét pro dynamicky model.

Jednoduchy priklad - dynamicka verze
V dalsich tfech programech jsou feSeny stejné tlohy jako v pfedchozich, ale pro dynamicky

model. Volbu fddu modelu je mozno provést volbou struktury faktoru str.

Simulace tr*i dvourozmérnych dynamickych komponent

prodini, echo off % zahadjeni programu
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ndat = 1000; % potet krokd simulace

ychns = [1 2]; % modelované kandly

str = [120;111]; % struktura pro 1. ¥ad modelu
dfcs = [10 15 30]; % véhy komponent pro simulaci

% parametry simulované soustavy

sd = .1;

Pt{1}.Eth = [.9 0 0; O .5 0]; % regresni koeficienty

Pt{2}.Eth = [.7 0 5; 0 .8 0]; % (musi odpovidat struktufe "str")
Pt{3}.Eth = [.6 0 3; 0 .1 8];

Pt{1}.cove = sd; % kovariance Sumu

Pt{2}.cove = sd; %  (je-li zadan skalar, "genmixs"
Pt{3}.cove = sd; /A si sam ur&i spravné dimenze)

Sim = genmixs(ychns, str, dfcs, Pt); % vytvoreni simuldtoru
DATA = zeros(2,ndat); % deklarace datové matice

% SIMULACE
mixsimul (Sim, ndat); % simulace
save simDat3 Sim DATA % uloZeni dat na disk

% ZOBRAZENI
plot (DATA(1,:),DATA(2,:),’.’,’MarkerSize’,1)
title(’Shluky simulovanych dat’)

Doporucené experimenty

1. Stejné experimenty jako pro staticky model.
2. Zména tadu simulované soustavy prostfednictvim proménné stt (pozor! se zménou struk-

tury je tfeba zménit odpovidajicim zptusobem i parametry .Eth).

Odhad t7i dvourozmérnych dynamaickych komponent

prodini, echo off % zahajeni programu
load simDat3; % nataZeni dat ze simulace

% PRIPRAVA ODHADU

ndat = 1000; % potet kroku pro odhadovani

ncom = 3; % poZet komponent odhadovaného modelu
ychns = [1 2]; % modelované kanaly

str = [012;111]; % struktura pro faktory 1. ¥adu

% polatelni statistiky

dCt = 1leb; % kovariance parametri

dco = 1le-3; % kovariance Sumu

dfm = 10; % potitadlo komponent

dfs = .1xndat*ones(1,ncom); % stupn& volnosti komponent

% vytvofeni modelu pro odhad
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Mix0 = genmixe(ncom, ychns, str, ndat, dCt, dco, dfm, dfs);

% ODHAD

frg = .99; % exponencidlni zapomindani

Mix = mixest(MixO, frg, ndat); % odhad smé&si

save simMix3 % ulozeni odhadnuté smé&si

% VYSLEDKY

M24 = mix2mix(Mix, 24); % odhadnutd sm&s v maticové formé&

disp(’Bodové odhady regresnich koeficientl’)
for i=1:ncom

Eth2 = M24.Coms{i}.Eth % stfedni hodnoty komponent
end
Data = DATA; % zapamatovani simulovanych dat
DATA = zeros(size(DATA));
mixsimul (Mix, ndat); % generovani dat z odhadnuté smési

% Porovnani simulace a odhadovani pres datové shluky
figure(1)

subplot(121) ,plot(Data(l,:),Data(2,:),’bx’)
title(’Simulované datové shluky’)

subplot (122) ,plot (DATA(1,:),DATA(2,:),’rx’)
title(’Pfedpovidané datové shluky’)

Doporucené experimenty

1. Stejné experimenty jako pro staticky model. Zejména zména pocatecnich odhadu para-
metra dCt a dco.

2. Odlisny fad modelu pro odhad a simulované soustavy. Odhad provadi aproximaci sou-
stavy. Odhady parametri musi vyjit jiné nez parametry simulace. Kontrola se provede
vyhodnocenim ptedpovédi.

Predpovéd’ tii dvourozmérnijch dynamickiych komponent

prodini, echo off % zahadjeni programu
load simMix; % nataZeni odhadnuté smé&si

% PREDPQOVED

nstep = b; % potet kroki pro predpoved’
pchns = [1 2]; % predpovidané kandly

cchns = []; % kanaly v podmince

pMix = mix2pro(Mix, pchns, cchns); % podmin&nd smé&s

yp = [1; time = [1; ws = [J;

% Tasova smyZka pro pfedpovédi

for TIME = Mix.states.maxtd+l:ndat-nstep
[Eths, coves, al, w] = profixn(pMix, [],[],nstep); % pFfedpovédi komponent
th = GetTh(Eths);
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if 1, ypt = th*w’; % predpovéd’ (okamZzité vahy komponent)
else ypt = th¥al’; % ptedpovéd’ (prumérné vahy komponent)
end

yp=Llyp yptl; time=[time TIME]; ws=[ws w’]; % uchovani spoZtenjch hodnot
end

% VYSLEDKY

dd = DATA(pchns,time+1); % predpovidanad data

yp = yp(pchns, :); % predpovédi

ep = dd-yp; % chyby predpovédi

SE = sqrt(var(ep’)+mean(ep’)."2)./std(dd’) 7% koeficient chyby pTedpovédi
al % prum&rné vahy komponent
figure(1)

chn = 2;

plot(time, dd(chn,:),’ob’, ’MarkerSize’,3)

hold on

plot(time, yp(chn,:),’xr’,’MarkerSize’,3)

hold off

title(’Casové pribghy dat a jejich predpovadi’)

if length(pchns)>1

figure(2)

subplot(121) ,plot(dd(1,:),dd(2,:),’.’, MarkerSize’,5)

axis([-5 10 -5 10]), title(’Shluky dat’);

subplot(122) ,plot(yp(1,:),yp(2,:),’.’, ’MarkerSize’,5)

axis([-5 10 -5 10]), title(’Ptedpov&di shluku dat’);
end

Doporucené experimenty

1. Totéz jako pro staticky model, zejména vyhodnoceni odhadu s riznymi apriornimi para-
metry.

2. Vyhodnoceni odhadu pro nestejnou strukturu simulace a odhadu.

Obecny priklad

Zde jsou uvedeny opét zakladni tilohy simulace, odhadovani a predpovidani, ale pro obecny model
smeési komponent. Zdéva se pocet komponent (ncom), dimenze modelovanych signali (nchn)
i f4d komponent (prostfednictvim proménné str). Pozn.: Strukturu str lze také generovat
automaticky pomoci funkce str = genstr(ord, nchn), kde ord je fdd modelu a nchn pocet
modelovanych kandlu.

Simulace 'ncom’, 'nchn’-rozmérnych dynamickych komponent

prodini, echo off % zahdjeni programu
ndat = 1000; % potet kroku simulace
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ncom =

nchn
ychns =
str
dfcs

5; yA
3; %
1:nchn; %
[1:nchn 0; 1*ones(1,nchn) 1]; %
1+10*rand (1,ncom) ; b

% Parametry simulované soustavy

pocet komponent pro simulaci
pocet simulovanych kanilu
simulované kanaly

struktura prvniho Fadu soustavy
vadhy komponent v simulaci

sd = .1;

for i=1:ncom, Pt{il}.cove=sd; end

Pt{1}.Eth = [.9 0 0 0; 0 .50 0; 0 0 .6 0l;

Pt{2}.Eth = [.7 0 05; 0 .8 02; 00 .4 1];

Pt{3}.Eth = [.6 0 0 3; 0 .1 0 8; 00 .7 6]1;

Pt{4}.Eth = [.3 00 2; 0 .9 06; 00 .7 3];

Pt{5}.Eth = [.4008; 0 .70 2; 00 .5 1];

Sim = genmixs(ychns, str, dfcs, Pt); ' vytvoreni sm&si pro simulaci
DATA = zeros(nchn,ndat);

% SIMULACE

mixsimul (Sim, ndat); % simulace dat

save simDat4 Sim DATA % ulozeni dat na disk
% ZOBRAZENI

chl=1; ch2=2; % zobrazované kanily
figure(1)

plot (DATA(chl,:) ,DATA(ch2,:),’.’,’MarkerSize’,1)

title(’Simulované shluky dat (pro vybrané kandly)’)

Odhad 'ncom’, 'nchn’-rozmérnych dynamickych komponent

prodini,

echo off %

load simDat4; %

% PRIPRAVA ODHADU

ncom =

nchn
ychns =
str
ndat

5; b
size(DATA,1); %
1:nchn; %
[1:nchn 0; 1*ones(1,nchn) 1]; %
size(DATA,2); yA

% potatetni statistiky pro odhad

dCt =
dfs =

1eb5; dco =
.1*ndat*ones (1,ncom) ;

le-3; dfm = 10;

zahajeni programu
nataZeni dat ze simulace

pocet komponent pro odhad
pocet modelovanych kanilu
modelované kandly pro odhad
struktura faktord prvniho Fadu
pocet kroki odhadovani

Mix0 = genmixe(ncom, ychns, str, ndat, dCt, dco, dfm, dfs);

%
% ODHAD
frg = .99; %
Mix = mixest(Mix0O, frg, ndat); %

save simMix4 %

vytvofeni estimdtoru

exponencialni zapominani
odhad smési
uloZeni odhadnuté smé&si

127
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% VYSLEDKY

M24 = mix2mix(Mix, 24); % odhadnuta sm&s v maticovém tvaru
disp(’0dhadnuté regresni koeficienty’)

for i=1:ncom, Eth1=M24.Coms{i}.Eth, end % odhady regresnich koeficientu

Data = DATA; % pamatovani simulovanjch dat
DATA = zeros(size(DATA));
mixsimul (Mix, ndat); % simulace z odhadnuté smé&si

% Porovndni simulovanych dat a jejich odhadi pfres datové shluky
chl1=2; ch2=3;

figure(1)

d1l = [Data(chl,:) DATA(chl,:)];

d2 = [Data(ch2,:) DATA(ch2,:)]1;

mil= min(dl); mal=max(d1l); mi2=min(d2); ma2=max(d2);
subplot (121) ,plot(Data(chl,:) ,Data(ch2,:),’bx’)
axis([mil mal mi2 ma2])

title(’Datové shluky ze simulované soustavy’)
subplot (122) ,plot (DATA(ch1,:) ,DATA(ch2,:), rx’)
axis([mil mal mi2 ma2])

title(’Datové shluky simulované z odhadnuté sm&si’)

Predpovéd’ 'ncom’, ‘nchn’-rozmérnijch statickych komponent

prodini, echo off % zahdjeni programu
load simMix4 % nataZeni odhadnuté smési

% PREDPOVED

nstep = 1; % poZet kroku pro pfedpovédi
pchns = [1 2]; % ptedpovidané kanaly

cchns = [3]; % kanadly v podmince

pMix = mix2pro(Mix, pchns, cchns); 7’ podmin&nd smés f(pfedp.|podm.)

yp = [1; time = [1; ws = [];

% Casova smytka pro pfedpovédi
for TIME = Mix.states.maxtd+2:ndat-nstep
[Eths, coves, al, w] = profixn(pMix, [],[],nstep);
% ptedpovédi z jednotlivych komponent
th = GetTh(Eths);

if 1, ypt = th*w’; % predpovedi (okamzité vahy)
else ypt = th*xal’; % predpovédi (prum&rné vahy)
end

yp=Lyp ypt]; time=[time TIME]; ws=[ws w’]; J zaznamendni hodnot
end

% VYSLEDKY

dd = DATA(pchns,time+1); % simulovana data
yp = yp(pchns, :); %, predpovadi

ep = dd-yp; % chyby pfedpovédi

disp(’Koeficient chyby p¥edpové&di’)
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SE = sqrt(var(ep’)+mean(ep’)."2)./std(dd’) % koeficient chyby pfedpov&di
disp(’0dhadnuté vahy komponent’)
al % odhady vah komponent

% ptedpovédi Casovych prub&hu dat

figure(1)

chn = 1; % zobrazovany kanil
plot(time, dd(chn,:),’ob’, ’MarkerSize’,3)

hold on

plot(time, yp(chn,:),’xr’,’MarkerSize’,3)
title(’Vybrany kandl (o) a jeho pfedpovéd’ (x)’)
hold off

% ptedpovédi shluki
if length(pchns)>1
figure(2)
subplot(121) ,plot(dd(1,:),dd(2,:),’.’, MarkerSize’,5)
axis([-5 20 -5 10]), title(’Datové shluky’);
subplot (122) ,plot(yp(1,:),yp(2,:),’.’, ’MarkerSize’,5)
axis([-5 20 -5 10]), title(’Pfedpovidané shluky’);
end

Poznamka: Obecny algoritmus simulace, odhadu a predpovidani ma slouZit zejména jako
vychozi "material” pro tvorbu vlastnich programu.
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Kapitola 9

Spline modely

Modelovani dopravnich veli¢in [12,13] je dtlezitym prosttedkem pro zjistovani okamzitého stavu
dopravy v dané oblasti [14, 15], jeho piedpoved [16] a jeho piipadné Fizeni [17, 18, [19]. Budeme
se zabyvat tzv. jednorozmérnym modelovanim dopravy, tj. modelovanim jedné dopravni veli¢iny
(napf. intenzity provozu) na jednom misté. Méfenim této veli¢iny ve velkém mésté dostaneme
funkci charakteristického tvaru, ktery je dan dopravni situaci v méstech. Pfes noc a brzy rano
je provoz téméf nulovy. Okolo 7 hod. prudce nartstd a téméf béhem celého dopoledne je v
saturaci. Na poledne ponékud zeslabi a béhem odpoledne opét vzroste. Navecer kolem 19 hod.
postupné slabne a po 21 hod. ustava. Sledovand funkce mé tendenci k periodicité, avSak velmi
zvlastni. Pribéhy za vsedni dny jsou velmi podobné a tvoii jednu skupinu, vikendy jsou odlisné a
tvoii druhou skupinu. Prubéhy v jednotlivych skupinédch se lisi jen velmi mélo, ale jejich rozdily
uréité netvori pouhy Sum. Prubéhy v obou skupindch se déle jesté lisi podle roéniho obdobi
a dalsich vice nebo méné pravidelnych faktoru jako prazdniny, svatky apod. Nepravidelnymi
faktory, které mohou tvorit fadu dalsich samostatnych skupin, jsou ruzné udédlosti (navstévy ze
zahrani¢i, demonstrace, uzavirky komunikaci atd.).

Jeden z moznych a také dosud nejpouzivangjsich piistupu k jednorozmérnému modelovani
dopravy spoc¢ivd v pouziti statického modelu, opirajictho se o pevny prubéh intenzity do-
pravy v daném misté. Tento prubéh se ziskd prostym méfenim v jednotlivych dnech tydne
a ovéfenim jejich ”stejnosti” pomoci korelaénich metod. Na zékladé tohoto prubéhu se po-
tom provadi predpovédi a fizeni dopravy (napf. metoda TRANSYT — viz webové stranky
http://www.tdg.co.nz/transyt.htm).

Predklddany piistup vychazi ze statického modelovani a snazi se o jeho vylepSeni ve dvou
smérech. Za prvé: aproximaci se bude prubézné urcovat ”idedlni” prubéh intenzity, za druhé:
pomoci zapominani bude mozno sledovat pomalé zmény idealniho prubéhu intenzity béhem roku.
Mezi jednotlivymi skupinami funkef je mozno pfepinat ru¢éné (podle data), nebo je mozno vyuzit
multimodelu (kapitola8) a pfepinat nebo michat jednotlivé komponenty modelu automaticky.

9.1 Spline funkce

Definice spline funkce

Spline funkci stupné 0 s defektem 0 — k nazveme funkci p(z) redlného argumentu x, de-
finovanou na systému intervalu I; = (x;_1,2;), @ = 1,2,...,m, kterd spliuje nésledujici dvé
podminky

1. na kazdém intervalu I;, i = 1,2, ...,m, je tvofena polynomem p;(z) stupné 0,

131
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2. na svém definiénim oboru je spojitd a mé spojité derivace az do fadu k < 0.
Body z;, ¢ =0,1,...,m, se nazyvaji uzly spline-funkce — viz [20), 21].

Poznamka: Defekt je pocet nespojitych derivaci, ktery spline funkci ”odlisuje od polynomu”.
Nespojitost nejvyssich derivaci dava spline-funkci proti ¢istému polynomu ”vétsi pruznost”.

Poznamka: Prostym nazvem spline funkce se vétSinou oznacuje spline-funkce s defektem 1,
tedy tvorend polynomy stupné 0 a majici 0 — 1 spojitych derivaci.

Poznamka: Nejcastéji pouzivana je spline funkce prvniho nebo tretiho stupné. Spline funkce
sudého stupné se nepouzivaji, pokud k tomu neni zvlastni duvod.

Vyjddreni spline funkce pomoci bdze

Spline funkce daného stupné tvoii vektorovy prostor. Lze v ném tedy zvolit bézi. Pro nase ucely
je vyhodnd béze tzv. fundamentdlnich spline funkci ¢;(z), i = 0,1, ..., m, kterd je definovana
pozadavkem, aby i-ta4 bazova funkce méla hodnotu jedna v i-tém uzlu a ve vsech ostatnich uzlech
byla nulova [20]. Tedy plati

qZ(l'z) = 1, V’L a Qi(tj) = O, Vl 75']

V takové bézi jsou vahové koeficienty aproximované funkce f(z) pfimo rovny hodnotdm f(x;)
funkce f(z) v jednotlivych uzlech, tj.

@) =3 fa)a@) = 3 ag(o).
7=0 1=0

Pouziti fundamentélnich bazovych funkci je z praktického hlediska nejvyznamnéjsi u spline
funkci prvniho fadu. Bazové funkce jsou zde totiz nenulové jen na dvou intervalech sousedicich
s piislusnym uzlem. Pro spline funkce vyssich fadu se tato vlastnost lokality bazovych funkeci
nezachova. Uvedeme si proto piiklad pro spline funkci prvniho fadu.

Priklad [Baze fundamentalnich spline funkci |

V piipadé spline funkei 1. fadu jsou bazové funkece ¢;(x), i =1,...,m + 1, zaddny predpisem
% proxel,_1ai>1
qi(x) = ;r% prox€l;, ai<m
0 jinde.

Uvazujme konkrétni situaci: zvolme funkci f(z) po ¢dstech linedrni na intervalech
I =(0,2), I = (2,6) a I3 = (6,7)
a hodnoty funkce f(z) v uzlech
f0)=ap=1, f(1)=a1=5, f(2)=ax=2 a f(3)=a3=3.

Bazové funkce budou ¢tyii
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0.5z pro I

@(x) = 1.5 —0.25x pro I,
0 jinde
0.25x — 0.5 pro Iy
@(z) = 7T—x pro I3
0 jinde
. z—06 pro I3
g3(x) = { 0 jinde
Jejich grafy jsou na obr. 9.1.
@ ()
| | |
| [ [
X
0 2 6 7
/M\‘
w i —
0 2 6 7 *
qs(x)
| { _ .
0 2 6 7
/ qa(z)
| | |
| | | |
0 6 7 X

Obréazek 9.1: Fundamentalni bazové funkce

Vyjédreni spline funkce 1. fadu (tj. linedrni lomené ¢ary s body zlomu v uzlech a hodnotami
a; v bodech zlomu) pomoci bézovych funkei je

3
f@) =" aigi(z) = L.go(x) + 5.q1(x) + 2.q2(w) + 3.43(x)
i=0

Poznamka: Sprdavnost ovérte vypoctem.

( konec prikladu )
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Interpolaéni spline funkce

O interpolaé¢ni spline funkci hovotfime tehdy, jestlize pozadujeme, aby spline funkce prochazela
predepsanymi body. To lze samoziejmé jednoznacné splnit jen v piripadé, kdy pocet predepsanych
bodu pfesné koresponduje s pocétem uzli, fddem a defektem spline funkce. Napf. v piipadé
defektu 1 musi byt pocet bodi roven poétu uzli. Rikdme, ze spline funkce interpoluje predepsané
body.

Konstrukei interpolaéni spline funkce je nejlépe provést pomoci nékteré béze, napf. pomoci
jiz zminéné béaze fundamentalnich spline funkci. Pro tu¢ely modelovani vsak tento druh spline
funkei neni pfili§ zajimavy.

Aproximacni spline funkce

Aproximacni spline funkci dostaneme tehdy, jestlize pocet bodu, které méa kiivka sledovat, je
vétsi a pruchody kiivky jednotlivymi body nelze splnit. Potom se snazime, aby tvar kiivky byl
takovy, aby se kiivka co nejvice blizila jednotlivym bodum, napf. ve smyslu nejmensich ¢tvercu.
Rekneme, 7e spline funkce aproximuje predepsané body.

Tento druh spline funkci bude predmétem naseho zajmu pii konstrukei spline model.

Zobecnéné spline funkce

V obou predchozich ptipadech jsme uvazovali spline funkci jako po ¢astech polynomidlni funkci
s podminkami hladkosti v uzlech. Podobné, jako jsme pti pfechodu od interpolaénich spline
funkei k aproximaénim ustoupili od pozadavku presného priuchodu kiivky predepsanymi body,
muzeme nyni uvazovat i o uvolnéni presnych pozadavku na hladkost kiivky v uzlech. Splnéni
téchto pozadavku budeme pozadovat jen priblizné, a to s urc¢itou vahou, napf. opét metodou
nejmensich ¢tvercu — viz (2.10) az (2.13). Presnou spline funkei obdrzime s velkou vahou pro
podminky hladkosti, pro podminky hladkosti s nulovou vahou dostdvame aproximaci nezavislymi
polynomy.

Vlastnosti zobecnénych spline funkci demonstruje obrézek 9.2,

9.2 Prace se spline funkcemi

Pro vyjddieni spline-funkce na intervalu I; je vyhodné zavést normovany argument &;(z) vztahem

T — Tj-1

Gi(z) = (9.1)

Ti — Tj—1

Tento normovany argument na intervalu [x;_1,x;] nabyvé hodnot z intervalu [0, 1]. Jeho zave-
denim se vyhneme velkym hodnotdm koeficienti pouzitych polynomu a dostaneme podminky
spojitosti v jednoduchém tvaru.

Celou spline funkci lze vyjadrit ve tvaru

m

f@) = pi&(@)xi(e),

i=1

Priklad | Normovany argument |

Uvazujme polynom p(z) pro = € (a,b) a jeho transformaci 7 (z) = gx + h, g,h € R. Tato
transformace predstavuje zménu méfitka (koeficient g) a posunuti (koeficient h). Vyjadiime-li
transformovany polynom v puvodni proménné x, bude mit samoziejmé jiné koeficienty.
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w = 10, sde = 0.440 w = 100, sde = 0.449

Plna ¢ara znaci puvodni funkce, kiizky méfrené body, tj. funkce a sum, krouzky oznacuji
uzly, teckovand ¢ara predstavuje zobecnénou spline funkci. Vaha podminek hladkosti (zde
spojitosti) je oznacena w. Kvalita aproximace je vyjadfena pomoci smérodatné odchylky
sde chyby aproximace.

Z obrazku je ziejmé, ze pozadavek hladkosti jde na ukor kvality aproximace. Horsi apro-
ximace hladsi funkei vsak je vétsinou chapana jako filtrace zasuméné hladké ktrivky. Vaha
hladkosti pak urcuje miru filtrace.

Obrazek 9.2: Aproximace pomoci zobecnéné spline-funkce.
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Napiiklad, kdyz polynom p(z) = 1 — 2z + 22 pro z € (0,2) transformujeme posunutim deset
jednotek vpravo, bude mit tvar

p(z —10) =1 —2(x — 10)z + (x — 10)* = 121 — 22z + 2%

Uvedenou transformaci je vSak mozno provést nejen pirepoc¢tem koeficientu polynomu, ale také
zavedenim jiz zminéného normovaného argumentu. Ten bude pro kazdou transformaci jiny podle
vzorce (9.1) a bude zaviset na hranicich transformovaného definié¢niho oboru (a,b). Pro takto
zavedeny normovany argument bude navic platit £(a) = 0 a £(b) = 1.

Pro uvedeny ¢iselny piiklad bude normovany argument dan vyrazem

xr — 10

§a) = g =057 =5

a transformovany (posunuty) polynom bude mit tvar

p(€(x)) = 1 +4€ +4€7,

s tim, ze plati £(10) = 0 a £(12) = 1. Tento tvar bude pro vSechny transformace stejny (sa-
moziejmé vzdy se svym normovanym argumentem) a normovany argument bude vzdy 0 na
zacatku intervalu a 1 na jeho konci. ( konec piikladu )

Spline funkce 1. stupné

Na intervalu I; je spline-funkce definovana polynomem

pi(&i(r)) = a; + bi&i(x). (9.2)

Podminky hladkosti se zde redukuji na podminky spojitosti, které pro dva navazujici intervaly
I; a Iy, zahrnujici uzly x;_1, z; a x;41, predstavuji polynomidlni rovnici

pi(&i(xi)) = pi1(&iv1(24)), ti. pi(1) = pip1(0).

Dosadime-li do pfedchoziho vztahu vyjadieni polynomu podle (9.2), dostaneme rovnici, vy-
jadfujici spojity prechod v uzlu z;

a; + by = aiq1. (9.3)
Odtud je vidét, ze kdyz stanovime jednu poc¢ateéni podminku vlevo (nejspise hodnotu, kde spline
funkce zacind), zbyva pro kazdy interval jen jediny volny koeficient. Druhy je uréen podminkami
spojitosti.

Chceme-li tyto podminky vyjadrit priblizné, pouzijeme tvar regresniho modelu
a; +b; = a;41 + ¢, (9.4)

kde
a; + b; je znamé ¢islo, (zde predstavuje zmérenou hodnotu),
ai+1 je nastavovany koeficient (konstanta modelu) a
e je obecné oznaceni chyby v pfesném splnéni podminek (Sum modelu).
Poznamka: Podminky Ize pouzit bud bez Sumu pro konstrukci ”piesnych” spline funkci,

nebo se Sumem je pridat mezi podminky aproximacni. Vyslednd spline funkce bude potom
kompromisem mezi pozadavky na aproximaci a spojitost.
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Spline funkce 3. stupné

Na intervalu I; je spline-funkce definovana polynomem

pi(&i(2)) = ai + bi&i(x) + ci&f (x) + di&) (). (9.5)

Podminky hladkosti jsou zde vyjadieny podminkami na spojitost a navaznost 1. a 2. derivace
(znacime apostrofem " a ), tedy pro uzel x;

pi(1) = pix1(0), pPi(1) = pi1(0), p{(1) =pi1(0).

Po dosazeni (9.5) dostavdame podminky pro koeficienty polynomu

ai + b + ¢ +di = aiy, (9.6)
b; + 2¢; + 3d; = bi11, (9.7)
¢+ 3d; = ciq1. (98)

Podminky hladkosti lze samoziejmé pouzit stejné jako v piipadé spline funkce 1. stupné.

9.3 Spline model intenzity dopravniho toku

Jak jsme jiz uvedli, budeme modelovat jednu dopravni veli¢inu (intenzitu dopravniho toku) na
jednom misté. Budeme uvazovat nefizeny staticky model ve tvaru — srv. (4.14)). Protoze veliciny
na veli¢iny v modelu pohlizime jako na funkce ¢asu, budeme opét misto symbolu = v indexu
pouzivat symbol ¢asu t.

Yt = [t + e, (9.9)
kde
t je casovy okamzik métreny od urcité referenéni hodiny (napt. 5.00 hod rano).
y¢ je modelovand intenzita v ¢asovém okamziku t,
ft je hodnota typického prubéhu intenzity v case t,
e: je porucha, odchylka okamzité intenzity od jeji typické hodnoty.

Typickou hodnotu intenzity budeme modelovat pomoci zobecnéné spline-funkce
m
fo = pil&(®)xi(t), (9.10)
i=1

kde p; je polynom (9.2)) nebo (9.5) na jehoz koeficienty klademe ” piiblizné podminky hladkosti”.

Dosadime-li predchozi vyjadieni typické hodnoty prubéhu intenzity do modelu (9.9), muzeme
jej pro jeden den psat ve tvaru statického regresniho modelu s proménnou konstantou

yi=0"0i+e (9.11)
kde
6 je vektor parametru (koeficientu vSech polynomu tvoficich spline funkei)
0 = [p1,p2,-..,pm]T, kde p; je vektor koeficientii i-tého polynomu, fazeny od abso-

lutniho ¢lenu.
Pro 1. resp. 3. stupen spline funkce je

Di = [aiybi] resp. p; = [aivbi7ci7di]7 1= 1727 cee,m,
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¢ je regresni vektor

ot = [p1x1(t), P2x2(t); - - - s P Xm(D)]-
Opét pro 1. resp. 3. stupen spline funkce a ¢ = 1,2,...,m plati

¢i = [1,&(t)], resp. ¢ =[1,&(t), € (1), &3(¢)).

Regresni vektor je tedy tvofen nulami, jen na misté, odpovidajicim pravé aktualnimu intervalu
jsou umistény normované argumenty piislusného polynomu. Takto konstruovany regresni vektor
predstavuje aproximacéni podminky (tedy pozadavek, aby spline funkce lezela blizko zméfenym
hodnotdm).

Abychom zaruéili pozadovanou hladkost zobecnéné spline-funkce, je tieba jeSté zajistit ” pfi-
blizné” splnéni podminek hladkosti, rovnéz modelovanych ve tvaru regresniho modelu (viz (9.4)),
které pro 1. stupen spline funkce jsou

a; +b;=a;11+¢ (9.12)
a pro 3. stupen
a;+bi+c+d;, = aj1+e spojitost (9.13)
bi+2c;i+3d; = big1+¢ 1. derivace (9.14)
ci+3d; = cii1+e 2. derivace (9.15)

Vezmeme-li v tivahu strukturu vektoru parametru, zavedenou modelem (9.11)), odpovidaji témto
podminkdm hodnoty vystupu rovny levym strandm pfedchozich rovnic (uréenym z koeficientu
predchoziho polynomu) a regresni vektory, tvorené nulami a obsahujici jednicku na piislusném
misté odpovidajicim koeficientu z pravé strany rovnice. Tak napf. pro 3. stupeni spline funkce
a druhy interval I bude tzv. virtualni regresni vektory roven:

¢ =10,0,0,1,0,...] pro spojitost
¢ =10,0,0,0,1,0,...] pro 1. derivaci
¢ =10,0,0,0,0,1,0,...] pro 2. derivaci.

Hodnoty vystupu budou postupné: a1 + b1 4+ ¢1 + d1; b1 + 2¢1 + 3d1 a ¢1 + 3d;.

Podobné vztahy plati i pro dalsi intervaly, hodnoty na prvnim intervalu jsou konstruovany
na zékladé okrajovych podminek.

Odhad parametru probihd napf. metodou nejmensich c¢tverci, kam jako datovy vektor
dodavéame skutecny regresni vektor ¢; podle (9.11) a podminky hladkosti respektujeme piiddnim
virtudlnich regresnich vektoru s prislusnymi vahami. Velikost vah, s nimiz tyto regresni vektory
pouzijeme urcuje miru piesnosti splnéni pozadavku na hladkost aproximujici zobecnéné spline-
funkce.

9.4 Program pro odhadovani spline-modelu

Nasledujici program generuje postupné zaSuméné hodnoty funkce zadané procedurou
ym = func(t) (zde je to tlumend funkce kosinus) a provadi jejich aproximaci zobecnénou spline
funkei prvého nebo tfetiho fddu uréenou metodou nejmensich ¢tvercu. Vysledek aproximace
zobrazuje program ve formé grafu. Kromé predpisu pro aproximovanou funkci je v programu
mozno zadat
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xx - vektor uzlu zobecnéné spline funkce,

ae - amplituda Sumu méreni pii vzorkovani aproximované funkce,

h - (hustd) perioda vzorkovéni aproximované funkce,

ord - fad spline funkce (1 nebo 3),

w - vahy podminek hladkosti (spojitost, prvni a druha derivace),

hs - perioda vzorkovani pro zobrazeni vysledku.

Hlavni program

% Aproximace pomoci zobecné&né spline-funkce 1. nebo 3. Fadu

Y
clc, clear all, randn(’seed’,1234)

xx = 0:4:16;

ae = .1;

ff = func(xx);

h = .5

ord= 3;

w = [1000 10 0];

s = min(xx)+h:h:max(xx);

no = ord+2;

% Méfeni hodnot a odhad
V = le-5xeye(no);
yy=0; yi=[1; aa=I[];

% cyklus pro Zas

for t=s
e = ae*randn;
ym = func(t);
y = ymte;

yy=Llyy yl; yi=[y1l yml;
[ti, iil=xi(t, xx);
in=n_int (t+h, xx);

% uzly (i neekvidistantni)
% amplituda Sumu m&¥eni

% konstrukce pro graf

% perioda vzorkovani

% tad spline funkce (1]3)

% vahy pro 0., 1. a 2. derivaci

% body vzorkovani

% potatetni rozZifend informa&ni matice

% &um m&Feni

% vystup bez Sumu

% vystup se Sumem

% body funkce (vektor y)

% norm. argument a interval pro y

% interval pro pFisti y

psi = datv(y,ti,ord); % datovy vektor pro 1. ¥ad

V = V+psi’#*psi; % update informaZni matice

if in>ii % ptechod na novy interval
a = inv(V(2:n0,2:n0))*V(2:no,1);% rozdéleni inf. matice

aa = [aa a];
psi= datv0(w,a,ord);
V = psi’*psi;
end
end

% Vysledky

hs = .05;
ss = min(xx)+hs:hs:max(xx);
ys = [J;
for t=ss

[ti, iil=xi(t, xx);

% koef. polynomi (po sloupcich)

% podminky hladkosti

% inf. matice - podm. hladkosti

% krok vzorkovani
% body vzorkovani

% generovani spline funkce

% norm. argument a &. intervalu

139
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psi = datv([],ti,ord); % datovy vektor
yp = psi*aa(:,ii); % hodnota spline funkce
ys = [ys ypl;

end

ep = func(ss)-ys; % chyba aproximace

sde = std(ep) % sm&r. odch. chyby aproximace

figure(1),plot(s,yy,’rx’,s,yl,’r:’,ss,ys,’c’,xx,ff,’om’, 'markersize’,5)
title(’Cistd funkce (..), funkce se Sumem (x), aproximace (-), uzly (o)’)

Doporucené experimenty

1.

Bezprostiedni experiment je zména aproximované funkce. Tu je mozno zadat zménou
podpurné funkce func. Zkuste si, co aproximace ”dokaze”. Brzy ale zjistite, ze je tfeba
ménit i dalsi parametry aproximace. O nich se zminime v dal$im.

. Pro stejnou funkci 1ze jesté ménit amplitudu Sumu méfeni pomoci koeficientu ae = .1.

Vétsi sum, napf. ae = 1 znamend samoziejmé obtiznéjsi aproximaci.

Zména periody spline-aproximace. Provedeme ji zménou uzli aproximace, které jsou
zadany ihned na zac¢atku programu piikazem xx = 0:4:16. Zadava se pocatek : krok : ko-
nec. Zkraceni periody lze tedy provést napi. prikazem xx = 0:2:16, prodlouzeni prikazem
xx = 0:8:16. Zkuste s puvodni funkci a porovnejte.

Spline funkce je po ¢astech polynomidlni funkce, kde polynomialni useky jsou napojeny
s urcitou hladkosti. V nasem pojeti lze dokonce uréovat miru pozadované hladkosti, a to
prostfednictvim vah w = [1000 10 0]. Prvni slozka urc¢uje miru hladkosti nulté derivace
(tj. spojitost), druhé slozka miru hladkosti prvni a tfeti slozka miru hladkosti druhé deri-
vace. Cim je koeficient vétsi, tim vyssi mira hladkosti se pozaduje.

Zména periody vzorkovani zasuméné funkce se provede zménou parametruh = .5. Kratsi
perioda vzorkovani znamena vice bodu pro aproximaci. Perioda uzlu v aproximaci muze
byt kratsi, pokud je to potieba.

. Parametrem ord = 3 lze zménit spline-funkci 3. fddu na fdd 1. Obecné se doporucuje

3. fad, 1. ad je v8ak velmi jednoduchy a mnohdy postac¢i. Zkuste pro ruzné funkce ruzné
fady spline-aproximace.

Podpiirné funkce

Aproximovand funkce

function y=func(x)

b
b
b
b
b
b
y

y:

func(x)

aproximovana funkce

y
x

hodnota funkce
argument funkce

cos(x) .*exp(-.1%x);
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Normovany argument polynomu

Pocitd hodnotu normovaného argumentu podle vzorce (9.1).

function [xx, iil=xi(xt, x)

% xx = xi(xt, x)

% vypolet normovaného argumentu pro spline-aproximaci
b

% XX  normovany argument

% ii  poradi aktudlniho intervalu
% xt  aktudlni argument

% x vektor spline-uzlu

b

ii = n_int(xt,x);
(xt-x(11))/(x(1i+1)-x(ii));

XX

Poradi aktudlniho intervalu spline funkce

Podle zadané aktudlni hodnoty argumentu x a vektoru uzla spline funkce uréi poradi aktualniho
intervalu spline funkce. Napt. pro x = 5 a uzly xi = [1, 3,7, 10] je aktudlni druhy interval.

function ii=n_int(xt, x)

% i = n_int(xt, x)

% pofadi aktudlniho spline-intervalu
b

% ii  poradi aktudlniho intervalu

% xt  aktuadlni argument

% x vector spline-uzlu

b

ii = sum(x<xt);

Konstrukce datového vektoru pro aproximaci

Datovy vektor je tvofen zméfenou hodnotou aproximované funkce a piisluSnymi mocninami
normovaného argumentu. Pro spline funkce prvého fadu je to jen nulta a prvni mocnina (jednicka
a hodnota argumentu), pro tieti fdd mocniny fddu nula az tii.

function dv=datv(y,xi,ord)

% dv = datv(y,xi,ord)

% konstrukce datového vektoru

b

% dv datovy vektor = [data, regresni vektor]

b [hodnota funkce, mocniny xil]
% y  zm&Fend hodnota dat

% xi normovany argument

% ord Fad spline-funkce

b

if isempty(y), dv=1;
else dv=[y 11;
end

for i=1:ord
dv = [dv xi~il;
end
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Konstrukce datového vektoru pro podminky hladkosti

Virtudlni regresni vektory se konstruuji podle vztahu (9.3)) pro prvni fad, nebo (9.6), (9.7), (9.8)
pro tieti Fad.

function dv=datvO0(w,a,ord)

% dv = datv0(w,a,ord)

% konstrukce datového vektoru pro podminky hladkosti
h

% dv  datovy vektor

%ow védhy pro podminky hladkosti

% a parametry polynomu z pf¥edchoziho intervalu

% ord ¥&ad spline-funkce

yA

dv=w(1)*[sum(a) 1 zeros(l,ord)]; % pro 1. ¥ad

if ord==3 % pro 3. rad se prida
dvl = w(2)*[a(2)+2*a(3)+3*a(4) 0 1 0 0];
dv2 = w(3)*[2*xa(3)+6*a(4) 0 0 2 0];
dv = dv+dvi+dv2;

end



Kapitola 10

Piiklady

10.1 Regresni model se stfredni hodnotou ve tvaru
polynomu

Linedarnim modelem mame na mysli model, jehoz deterministickou ¢ast muzeme vyjadiit pomoci
skalarniho soucinu ¢} 0 (viz (4.7)), kde ¢y je regresni vektor a 6 je vektor parametrii. Uvazujme
regresni vektor s deterministickou ¢dsti ve tvaru polynomu

p(t) = pitt + pr_1t" L+ L+ pot + po.

Urcete:
a) Regresni vektor a vektor parametru takového modelu.
b) Typ tohoto modelu.

RESENT
a) Regresni model m4 tvar

Y=t it T it pote =0l 0+e
kde

g@t:[tk,tk_l,...,t,l]T a ezwk,pk_l,...,pl,po]T.

b) Jedna se o linedrni staticky regresni model, kde konstanta modelu je ¢asové proménnd a
je vyjadiena pomoci polynomu. Viz str. [55.

Poznamka: Takovy model je vhodny napi. pro odhad zavislosti intenzity dopravniho proudu
na jeho hustoté. Tato zavislost ma priblizné tvar konkavni paraboly. Pripustime-li odchylky od
takového tvaru, pak dobrym zakladem pro modelovani je polynom.

10.2 Regresni model popisujici exponencialu
Urcete regresni model popisujici odezvu systému popsaného diferencidlni rovnici

y/:_aya y(O):l, O[ZO

143
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RESENT 1
Piiblizné feseni dostaneme, nahradime-li derivace diferencemi, tedy

' y(r +h) —y(r)
y (1) — 3 7

kde h je délka kroku diskretizace. Zadanou diferencialni rovnici pak lze priblizné zapsat takto

y(r+h) —y(7)

- =—ay(t) = ylr+h)=(1-ha)y(r)

wexs

a budeme jej vyznacovat jako index ptislusné proménné. Bude tedy y; = y(7+h) a yi—1 = y(7).
Piislusné diferen¢ni rovnice (hledany regresni model) bude

Yt = ayYyt—1, Yo = ]-7
kdea=1-ha.

Poznamka: Tato metoda selhava pro velmi mala h. Pro h — 0 bude a — 1, ¥y = yi—1
a odvozena diferenc¢ni rovnice degeneruje.

RESENI 2
Ptesné feSeni dostaneme tak, ze ur¢ime feSeni zadané diferencialni rovnice, a pak nalezneme di-
feren¢ni rovnici, kterd toto feSeni generuje. ReSenim diferencidlni rovnice s po¢ateéni podminkou
y(0) =1 je funkce

y(r) =e

Pro posunutou hodnotu plati
y(r +h) = e+ — gmaTemah — y(ryemah

Odpovidajici diferenéni rovnice je
~ ~ —ah
Yt = ayYi—1, a =e .

Poznamka: Porovnani obou vysledku zjistime, zZe koeficient a z prvniho priblizného postupu
je prvnim ¢lenem Taylorova rozvoje koeficientu a z druhého presného postupu.

10.3 Regresni model popisujici funkci sinus

Urcete regresni model, ktery popisuje funkei y(¢) = sin(t).

RESENT
Diferencidlni rovnici generujici funkei y(¢) = sin(¢) dostaneme tak, ze tuto funkei dvakrat de-
rivujeme: ¢/ (t) = cos(t), y”(t) = —sin(t) a v druhé derivaci dosadime: y”(t) = —y(t). Hledand
diferencidlni rovnice je

y'(t) +y(t) =0, y(0)=0, y'(0)=1

Dalsi postup je obdobny jako v predchozim prikladé, proto jej jen naznacime.
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Priblizné reseni: Derivace nahradime diferencemi a dostaneme
Y — 2yp—1 + ayi—2 = 0, a=1+h% y(0)=0, y(—=h) = —sin(h).
Presné reseni: Vyjadiime dvakrat a jednou posunutou funkei y(7) = sin(7):

y(t +2h) = sin(r + 2h) = cos(h)sin(r + h) — (sin(h))?sin(7) + sin(h) cos(h) cos(7)
y(t+h) = sin(rt + h) = cos(h)sin(7) + sin(h) cos(T)

Z druhé rovnosti vyjadiime cos(7) a dosadime do prvni. Rovnéz dosadime sin(r) = y(7)
a sin(7 4+ h) = y(7 + h). Tak dostaneme

Yt — 2ay1—1 + yr—2 =0, a=cos(h), yo =0, y-1 = —sin(h)
Nésleduje program realizujici uvedené vypocty.
% DiferenZni rovnice generujici funkci y=sin(x)

% _____________________________________________

clc, clear all

N = 20; % poZet kroku generovani
h = .05; % délka kroku generovani
tt= 0:h:N; % hodnoty t pro generovani

% pribliZné feSeni diskretizace

a = 1+h"2; % koeficient diferen&ni rovnice
yl = 0; % jednou zpozdény vystup na poZiatku
y2 = -sin(h); % dvakrat zpozdény vystup na polatku
yyl=[1;
for t=tt
y = 2*xyl-axy2; Y hodnota vystupu modelu
yyil= [yyl yl;
y2 = yi; % posun hodnot staré -> jeZté& starsi
yl =1y; /A nova -> stara
end

% ptesné reSeni diskretizace

a = cos(h); % koeficient diferenc&ni rovnice
yl = 0; % jednou zpozdény vystup na po&atku
y2 = -sin(h); % dvakrat zpozdény vystup na poliatku
yy2=I[1;
for t=tt
y=2*xax*xyl-y2; % hodnota vystupu modelu
yy2=Lyy2 yl;
y2=y1; % posun hodnot staré -> je3té& starsi
yi=y; b nova -> stara
end

% zobrazeni vysledku
figure(1),plot(tt,yyl,’:’,tt,yy2,’-")
title(’Priblizna (..) a pfesnd (-) simulace funkce sin(x)’)
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Doporucené experimenty

1. S rostoucim poctem kroka simulace N se zvétSuje rozdil mezi piibliznym a presnym
feSenim.

2. S kratsi periodou vzorkovéani se rozdily mezi pfibliznym a pfesnym feSenim zmensuji.

3. Zkuste odvodit vzorce a pozménit program tak, aby generoval funkci y = cos(x).

10.4 Regresni model s rovhomérnym Sumem

Urcete model chyby zaokrouhlovani uiiznutim desetinné ¢asti ¢isla

ot =y — [wel,
kde symbol [-] znaé¢i piislusné zaokrouhleni. Urcete stfedni hodnotu a rozptyl chyby d;.
RESENI
Chyba zaokrouhleni muze byt v intervalu (0; 1) a pfedpokladdme-li, ze zaokrouhlovand ¢isla

prichézeji zcela ndhodné, bude rozdélena rovnomérné. Model tedy bude — srv. odstavec [4.1.3

1 pro e € (—0.5; 0.5
0 = 0.5 + ey, ﬂet)_{ 0 jlt;ndet ( |

a pro Sum modelu plati

Eles] = /0:5 erf(er)der = 0; Dles] = /_00..55 elde; — (E(ey))? = 1/12.

Stfedni hodnotu a rozptyl chyby zaokrouhleni §; muzeme uréit pomoci modelu

E[6]) = E[0.54 e] = 0.5+ Ele,] = 0.5

1
D[(St] = D[05 + 615} =0+ D[@t} = ﬁ
Poznamka: Vysledky, které jsme obdrzeli s pomoci modelu miizeme ovérit piimym vypoctem:
Hustotu pravdépodobnosti chyby zaokrouhleni d; dostaneme transformaci hp Sumu podle rovnice
modelu. Tato hustota ma rovnéz rovnomérné rozdéleni

f(5t)—{

1 pro & € (0;1)
0 jinde

Stredni hodnota (v libovolném case)
1
E[5] :/ 51d5 = 0.5
0
Rozptyl (v libovolném case)
1 1
D[] = E[8? - (E[5))? = / 515 - 0.5 = —.
0

Vysledky se shoduji s témi, které jsme obdrzeli s pomoci modelu.
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10.5 Diskrétni model

Sledujeme malou oblast méstskych komunikaci a podle jeji irovné provozu rozlisujeme stupné
dopravy 1, 2 a 3. Napiste model, ktery popisuje tuto situaci.

RESENI

Vzhledem k platnosti zdkladnich fyzikdlnich zdkonu (zachovéani hmoty a setrvacnosti)
predpoklddame, ze bude existovat urcitd vazba mezi dvéma néasledujicimi stavy. Zvolime
proto dynamicky model a pro jednoduchost jej ponechame 1. fadu. Tento model lze vyjadrit
podminénymi pravdépodobnostmi — srv. odstavec 4.1.4

f(st - Z.‘St—l = j,@) = @i,ja (10]‘)

kde
St a s4—1 jsou stavy dopravy v ¢asech t at —1; 4,5 € {1,2,3} a
© je matice pravdépodobnosti pfechodu mezi jednotlivymi stavy.

Uvedeny model lze psat také ve tvaru

Flse=ilst—1 = 5,0 HH@‘“W"S e,

kde d(s,i) je Kroneckerova funkce d(s,i) = 1 pro s = i a d(s,i) = 0 pro s # i. Toto druhé
vyjadieni modelu je vhodné pro dalsi odhadovani.

10.6 Spojity model s diskrétni veli¢inou

Na jednom misté dopravni komunikace modelujeme intenzitu dopravniho proudu. Situace je
komplikovana tim, ze v sousedstvi je urcitd oblast, kterd byva casto uzaviena. Tato uzavirka
m4 podstatny vliv na provoz v modelovaném misté, nebot tudy vede objizd'ka uzaviené oblasti.
Napiste model intenzity dopravniho proudu ve sledovaném misté, jestlize

a) zanedbame vlastni dynamiku proudu a sledujeme jen vliv uzavirky v sousedstvi,
b) chceme postihnout souc¢asné dynamiku proudu i vliv uzavirky,
¢) uvazujeme ruzné rozptyly modelu pro jednotlivé stavy uzavirky.

RESENI
Uvazujeme situaci bez uzavirky s; = 1, s uzavirkou s; = 2.

a) Bez vlastni dynamiky: Pro jeden konkrétni stav uzavirky s, = I, I € {1,2} bude intenzita y;
popséna statickym regresnim modelem — srv. (4.27)

1 { 1 ( )2 }
exp{ ——(y — ,
\/ﬁ p 20 Yt 123

kde 7 jsou stfedni hodnoty, ruzné pro riuzné modely, a r je spoletny rozptyl Sumu.

f(yt|5t = I,@) =

Tento model muzeme vyjadfit jako souéin jednotlivych modeli, umocnénych na p#islusnou
Kroneckerovu funkci

fyelse =1,0) = ﬁ[ %Tep{ (ye MVH(M) (10.2)

=1

1
or Y
1 2
= <{ }; zn}. (10.3)
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Vsimneme si sumy v exponentu modelu a doplnime ji na tuplny ¢tverec
(ye = 10)?0 (L, 1) + (ye — 112)*8(2,T) = [y — m6(1, 1) — p2d(2, 1)),

Pti tpravéch jsme pouzili skutecnosti, ze 6(1,1)8(2,I) = 0, nebot vzdy pravé jeden z ¢initell je
roven nule. S touto tpravou exponentu mé model tvar

f(yt|5t = 176) =

e {~ gl - o1, D) - i NP

Regresni vektor a vektor parametria takového modelu je

Pt = [5(171%5(271)}117 0= [NlaHZ]T

Poznamka: Problematikou kombinace spojitych a diskrétnich veli¢in pri modelovani a odhadu
se blize zabyva ¢lanek [10)].

b) S wvlastni dynamikou: Predchozi staticky model rozsifime na dynamicky prvniho Fédu.
Budeme tedy uvazovat zavislost intenzity y; na intenzité y;_1, zjisténé v predchozim okamziku
méfeni. Vzhledem k zavedeni této dynamiky je rozumné uvazovat rovnéz dynamiku v diskrétni
proménné — uzavirce oblasti v sousedstvi. Pro jednoduchost budeme stale uvazovat rozptyl Sumu
spole¢ny vSem jednotlivym komponentdm modelu. Novy model bude mit tvar

1 1
1,8 =1,8_1=J,0)= ex {— —a _1+5b 2},
f(yelyi—1, st t—1 ) oz p QT(yt 1,JYt—1 +br.7)

kde I,j € {1,2} jsou hodnoty stavu uzavirky v soucasném a minulém okamziku méteni. Model
lze opét vyjadrit jako soucin (10.2) a (10.3)

ol 7 7.0) [ 1 { 1 ( b )2 8(i,g51,J)
Yt\Yt—1,5t = 4, Sg—1 = J, = | | —=—=€exXP{ — (Yt — Qi jYi—1 + 0i5 H -
i \2rr 2r

1 1 o
- V2 exp {_27“ Z {(yt — aijyi-1 + bi ;)2 (i, §; 1, J)] } =

i7j

1 1 . . 2

= T’]T’I“exp _Z(yt _Zai,jyt—16(27j;l7 J) +Zbl,]5(7’7]a17 J)) )
,J i,J

kde jsme opét vyuzili skutecnosti, ze >, ;0(i,j;1,J) = 1 a (i1, j1; I, J)d(i2, j2; I, J) = 0 pro
(ilajl) ;é (i27j2)‘

Odtud plyne, Ze regresni vektor a vektor parametru budou
@t = [Yt-1011, 611, Yi—1612, O12, Ye—1021, 021, Ye—1022, a2]”,
kde 0;; =0(i,5;1,J) a
© = [a11, b1, ai2, bi2, az1, bar, azs, bao]”.

c) S ruzngmi rozptyly v jednotliviych stavech: Piedchozi dvé tlohy byly velmi zjednoduseny
tim, ze jsme uvazovali shodné rozptyly modelu v jednotlivych stavech. Diky tomu jsme obdrzeli
specidlni feSeni pro odhad s kompaktnim regresnim vektorem, spoleénym pro vSechny stavy. Tato
uloha ukazuje standardni postup odhadovani modelu se smiSenymi (tj. spojitymi i diskrétnimi)
daty. ReSenf lze struéné shrnout takto:
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— kolik je ruznych hodnot diskrétni velic¢iny (tj. kolik je stavu systému), tolik je rtuznych
statistik pro odhad parametru,
— zméfend hodnota diskrétni veliciny v okamziku ¢ vybere piislusnou statistiku (od-
povidajici pfislusnému stavu) a ta se prepocte s daty v tomto okamziku naméfenymi,
— kazda statistika poskytuje odhad parametri modelu pro odpovidajici stav.
Model systému popiseme hp f(y,s¢ = I|0) = fr(y|Or), kde jsme vyjadiili skutecnost, ze
piislusny stav pouze vybere piislusny model se svymi parametry (index u ©) a piipadné svoji
strukturou (index u f).

Poznamka: V pripadé, Ze bychom chtéli stavy modelovat, by rozklad sdruzeného modelu byl
nasledujici: f(ye, st = I|©) = f(ye|lst = 1,01)f(s¢|0), kde druhd hp je tabulka, tady vektor,
pravdépodobnosti jednotlivych stavii, pripadné parametrizovany (s parametry zahrnutymi do
vektoru ©).

Bayestuv vzorec pro uvazovany model a ng ruznych stavi ma tvar
F(OID(1)) o< flys, silD(t = 1),0) f(B]D(t — 1)).

Vyjadiime-li hp parametri v souc¢inovém tvaru a model systému zapiSeme pro ptislusny zméreny
stav s; = I, dostaneme

ﬁf@#ﬂ»wﬁﬁ@@=a&ﬂmﬂ@w@7m.

1=1 =1

Obeé strany predchoziho vyrazu muzeme integrovat pres viechna ©;, kde j # I. Dostaneme

f(©11D({@)) o fi(yelse = 1,01)f(©r|D(t — 1)),

coz je "obycejny” Bayesuv vztah pro prepocet statistik modelu, odpovidajiciho stavu I.
Dalsi postup odhadovani je jiz standardni. Nasleduje program odhadujici parametry sta-
tického modelu s tfemi stavy a se separatnim prepoctem jednotlivych statistik.

% 0dhad modelu se smiSenymi daty

Y

% - simulovédny 3 stavy s pravdép. al=0.2, 0.5, 0.3

% - model kaZdého ze stavi je staticky se

% stfedni hodnotou mi a smé&rodatnou odchylkou sg
% - vysledné parametry jsou Md{i}.th

h

clc, clear all, randn(’seed’,123), rand(’seed’,456)

nd = 1000; % potet dat pro simulaci a odhad

mi = [1 3 5]; % st¥fedni hodnoty modelu

sg = [1 1 1]*.6; % sm&rodatné odchylky modelu

al = [.2 .7]; % pravdépodobnosti stava: al(i)-al(i-1)

y = zeros(1,nd);
nk = length(al)+1;

% struktura pro statistiky a odhady parametru
for i=1:nk,
Md{i}.v
Md{i}.th

end

eye(2)*le-5; Y, regularizace informaZni matice
0; % apriorni parametry jsou O
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% simulace a prepoZet informaZni matice

for t=1:nd
k=genpt(al); % generdtor aktivniho stavu
y(t) = mi(k)+sg(k)*randn; % simulovand data
fi = [y(t) 11; % regresni vektor
Md{k}.v = Md{k}.v+fi’*fi; % pfepolet informalni matice
end

% vypoZet odhadi stfednich hodnot a disperzi modelu
for i=1:nk

Md{i}.th = Md{i}.v(1,2)/Md{i}.v(2,2);

Md{i}.sg2 = (Md{i}.v(1,1)-Md{i}.v(1,2)"2/Md{i}.v(2,2))/Md{i}.v(2,2);
end

% tisk hodnot odhadu parametri a obrazek
disp(’0Odhadnuté parametry modelu pro jednotlivé stavy:’)
disp(’ st¥. hod. - sm. odch.’)
for i=1:nk
fprintf (’Stav %u’,i)
disp([Md{i}.th, sqrt(Md{i}.sg2)1)
end
figure(1) ,hist(y,100)
title(’Histogram simulovanych dat’)

function k=genpt(al)
% k=genpt(al)
% ndhodny generdator stavu
% al - kumulativni pravd&podobnosti stavi
% k - ukazovatko na aktivni stav
A
n=length(al);
rr=rand;
k=n+1;
for i=1:n
if rr<al(i), k=i; break, end
end

Poznamka: Program odhaduje stiedni hodnoty (tj. polohy) jednotlivych stavu, reprezento-
vanych jako kopecky ve vysledném histogramu. Kvalitu odhadu Ize rychle (tj. bez ohledu na
odhadnuté rozptyly modelu, tj. sitky kopeckil) posoudit porovnanim poloh vrcholkii kopecki
a odhadnutych strednich hodnot. V Dalsi fazi posuzovani kvality odhadu je mozno porovnavat
i odhadnuté smérodatné odchylky a sitky kopecki.

Doporucené experimenty
1. Zména poctu dat nd = 1000 a kontrola kvality odhadu pro maly pocet dat.

2. Zména simulovanych stfednich hodnot modeli mi = [1 3 5] a kontrola jejich odhadu
Md{i}.th.
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3. Zmeéna simulovanych smérodatnych odchylek modelu sg = [1 1 1]*.6a kontrola jejich
odhadu Md{i}.sg2.

4. Zména pravdépodobnosti aktivit jednotlivych stavi soustavy, tj. zména prvku vektoru
al = [.2 .7] — ten definuje pravdépodobnosti aktivit jako 0.2, 0.7-0.2=0.5 a 1-0.7=0.3.
Zmény by se mély projevit napi. horsimi odhady pro malo pravdépodobné stavy.

10.7 Regresni model jako filtr

V zakladnim kurzu statistiky se hovoii o regresni piimce, ktera je prolozena body s linearnim
trendem. Chceme-li pfedpovidat polohu dalsich bodu, uréime je tak, aby lezely na této odhadnuté
regresni piimce. Jind tloha, podobna predpovédi, je filtrace. Pfi ni nepredpovidame hodnoty
dopiedu, ale snazime se odhadnout spravnou okamzitou hodnotu dat, kterou jsme namérili se
Sumem. To lze provést tak, ze odhadneme model méfenych dat a ”spravnou hodnotu” generujeme
jako stfedni hodnotu z tohoto modelu (to odpovidd zminénému piipadu: odhad piimky a na ni
predpoveédi).

Pomoci metod bayesovského odhadovani zkonstruujte datové filtry zalozené na téchto mode-
lech

a) dy =a+e

b) dy = bt +a+ e

c)dy =dt> +ct> +bt+a+e
d) di =bdi_1 +a+e

_J a1 pro jr=1 . e, ...
e) d; = { 4 pro ji—=2 ' kde j; je méfena velicina.
RESENT
Datové vektory pro jednotlivé pripady budou
a) ¢r = [dy, 1]
b) (bt = [dt7t7 1]

c) ¢ = [di, 3,12, ¢,1]
d) ¢¢ = [dy, di—1, 1]
e) Zde budou dvé ruzné informaéni matice, pro kazdou hodnotu j jind. Regresni vektor bude
¢¢ = [dy, 1] a prepocte se s nim vzdy piislusnd informaéni matice.

Pro vyjddieni regresniho vektoru v piipadé e) lze také vyuzit Kroneckerovu funkei §(3, 7).
Model je mozno zapsat takto

di = a16(1, jt) + a26(2, jt) + ex.
Parametricky a regresni vektor takového modelu jsou

0= [al,ag]T, Yt = [6(17.jt)7 5(2ajt)]T'

10.8 Odhad smérovych vztahu

Uvazujme kfizovatku podle obrazku
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0447
iy ——>

A
a31
(6]
a4 /2j — 02

01 11

kde symbol ¢ znaéi vstupni intenzitu dopravniho proudu do (in) kfizovatky a o je vystupni
intenzita ven (out) z kiizovatky. Jednotlivym komunikacim, tvoiicim kiizovatku, jsou prifazena
¢isla 1,2, 3, 4.

Symbolem ay, ,, znac¢ime podil intenzity, kterd odbocuje ze silnice m do silnice k. Pfedpoklddame,
ze v kiizovatce se nesmi otdcet. Potom koeficienty ay, ,,, tvori ndsledujici matici

0 a2 a3 aus
a1 0 oz any

o =
az; azz 0 g
aq1 g2 agz 0
Méfime intenzity i1, 9,13, 14,01, 02,03,04 v Casovych okamzicich ¢t = 1,2,..., N. Odhadnéte

smérové koeficienty a.

RESENT

Budeme uvazovat dvé ruzné situace.

a) Predpokldddme, ze cely proud vozidel, ktery do kiizovatky po jedné silnici vjede, z ni musi také
okamzité ostatnimi silnicemi vyjet. Tedy, v nasem pfipadé, uréité procento odboci doprava, dalsi
procento jede rovné a zbylé procento odboéi doleva. Protoze v kiizovatce nic nesmi zustat,musi
platit } -y, agm =1, pro m=1,2,3,4.

b) Jiny predpoklad je, Ze prujezd kiizovatkou neni okamzity, a proto préavé uvedeny vztah pro
smérové koeficienty plati jen ptiblizné.

Poznamka: Na téchto dvou predpokladech Ize demonstrovat dva riizné pristupy k odhadovani
s omezenimi. V jednom se omezeni respektuji pfesné a tim se redukuje pocet odhadovanych para-
metri, v druhém se odhaduji vSechny parametry, ale pomoci metody fiktivnich dat je odhadovani

“tlaceno” k tomu, aby vazby alespon priblizné respektovala. Oba dva pristupy lze vyuzit také
prii odhadu spline-modeli.

Podle piistupu a) pro jednotlivé vystupni intenzity plati

Ok =Y Qmim + €k,
m#k

kde e je Sum modelu pro k-tou vystupni intenzitu. Podminky kontinuity dopravniho proudu
déavaji napt. nasledujici vazby mezi koeficienty

ap=1—-a13—aiy, a3=1—-ay—an, ayuu=1-a31 —az, oy =1—oas — ay3.
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Dosadime-li tyto podminky do modelu, dostaneme, po rozndsobeni a upraveé, jeho jednotlivé
¢asti ve tvaru

01 = aq3(is —i2) + aia(ia —i2) +i2 + €1
09 = o1(i1 —i3) + aoq(ig — i3) + i3+ e2
03 = az1(i1 —1a) + aza(ia — i4) + 14 + €3
o4 = oua(ip —i1) + aus(is —i1) + i1 + es.

Zavedeme-li spoleény vektor parametru
= T
= [o12, Q14, 21, Qo4, 31, 32, Qu2, Qus]’,

budeme k jejich odhadu v kazdém c¢asovém okamziku pouzivat tyto modelované veli¢iny yy
a regresni vektory o

= Z.3_2.2a Z.4_i27 07 07 07 07 Oa 0

Y1 = 01 — 12 [ |
0o = [0, 0, iy — i3, ig —i3, 0, 0, 0, 0],
[ ]
[ ]

Y2 = 02 — i3
y1203—’i4 Y1 = 0, 0, 0, 0, ’il—’L'4, ig—i4, 0,0

Y1 = 07 07 07 07 07 07 7:2*7:17 /L'S*il

p o o

Y1 =04 — 11

Podle pfistupu b) uvazujeme vsechny koeficienty jako nezavislé a vazby mezi nimi ”vnutime”
pomoci fiktivnich dat. Spolecny vektor parametru bude celd matice o (bez nul na diagonéle)
a narovhand do vektoru

O = |12, 13, 14, @21, (23, Q24, 31, 32, 34, 41, 42, 3]
Odpovidajici modelované veli¢iny yi a regresni vektory ¢ budou

ia, is, i4, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 0, 07,

yp=o01 a =[ ]

Yp=09 a =10, 0, 0, 4y, 43, 44, 0, 0, 0, 0, 0, 0],
y1=o03 a :[0, 0, 0, 0, 0, 0, 4y, 49, 44, 0, 0, 07,
y1=o04 a =10, 0, 0,0, 0, 0, 0, 0, 0, ig, i3, i4]7,

Tyto rovnice v8ak nerespektuji vazby mezi koeficienty. Jestlize v téchto vazbdch pfipustime
uréitou volnost, muzeme je s pomoci Sumu e zapsat takto

= 21 +a31 + aq1 + €y,
= 12 + g + asz + ez,
= 13+ a3 + aq3 + €3,

—_ = =

= a4+ aoq4 + Q34 + €4.

Tyto vazby piidame jako dalsi (fiktivni) modely s modelovanymi veli¢inami y a regresnimi
vektory ¢y

y1=1 a ¢ =10,0,0,1,0 0, 1,0, 0,1, 0,07,
=1 a ©=1[1,0,0,0,0 0,0, 1,0, 0 1, 0]7,
y3=1 a p3=1[0,1,0,0,1,0,0,0,0,0, 0, 1],
yy=1 a p4=1[0,0,1,0, 0,1,0, 0,1, 0, 0, 0]7,
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Tyto rovnice pridame do informaéni matice nasobené vahou w, ktera vyjadiuje pocet, kolikrat
byla tato fiktivni podminka ”naméfena”. V porovnani s poctem skute¢nych dat pridanych do
informac¢ni matice se potom tyto podminky vice nebo méné prosadi.

Pro odhad pouzijeme algoritmus uvedeny na str. [74. Oba zpiisoby odhadu smérovych vztahu
jsou dolozeny pfislusnymi programy v jazyce MATLAB:

Odhad s presnymi podminkami na déleni dopravniho proudu

% 0dhadovani koeficientu sm&rovych vztahu

% s pfesnymi podminkami na d&leni dopravniho proudu
Y
clc, clear all, randn(’seed’,123), rand(’seed’,456)

a=[0 .1 .2 .6; % simulované smé&rové koeficienty
.2 0 .4 .2;
.5..5 0 .2;
.3 .4 .4 0];
nd=1000; % poZet dat pro simulaci a odhad
v=eye(9)*.001; % potatetni informaZni matice
for t=1:nd
% simulace vstupnich a vystupnich intenzit
i=3*rand(4,1)+10; % vstupni intenzity
o=a*i+.0l*randn(4,1); % vystupni intenzity

% datové vektory pro odhad

d=[o(1)-1(2) i(3) i(4) 0 0 0 -i(2) -i(2) O;
0(2)-i(3) -i(3) 0 i(1) i(4) 0 0 0 -i(3);
0(3)-i(4) 0 -i(4) 0 -i(4) i(1) i(2) 0 0;
0(4)-i(1) 0 0 -i(1) 0 -i(1) 0 i(2) i(3)];

v=v+d’*d; % ptepotet informa&ni matice
end
vd=v(1,1); %\
vdf=v(2:9,1); % rozdéleni informaZni matice
vi=v(2:9,2:9); %/
alf=inv(vf)*vdf; % vypoZet odhadu parametru

% konstrukce matice sm&rovych koeficientu
disp(’0dhad matice sm&rovych vztahua’)
al=[0 1-alf(6)-alf(7) alf(1:2)’;
alf(3) 0 1-alf(8)-alf(1) alf(4);
alf(5:6)’ 0 1-alf(2)-alf(4);
1-alf(3)-alf(5) alf(7:8)’ 0]

Odhad s volnymi podminkami na déleni dopravniho proudu

% 0dhadovani koeficientd sm&rovych vztahi
% s volnymi podminkami na d&leni dopravniho proudu

% __________________________________________________
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clc, clear all, randn(’seed’,123), rand(’seed’,456)

a=[0 .3 .1 .3; % simulované smérové koeficienty
.2 0 .5 .4;
.2 .5 0 .3;
.6 .2 .4 0]1;
nd= 1000; % poCet dat pro simulaci a odhad
w = 1000; % vahy pro fiktivni modely
v = eye(13)*.001; % pocatecni informaZni matice
for t=1:nd
% simulace vstupnich a vystupnich intenzit
i=rand(4,1)+10; % vstupni intenzity
o=a*i+2*randn(4,1); % vystupni intenzity

% datové vektory pro odhad + pfepolet informaZni matice
d=[o(1) i(2) 1(3) 1(4) 000 0 0 0 0 0 0]; v=v+d’*d;
d=[o(2) 0 0 0 i(1) i(3) i(4) 0 0 0 O 0 O]; v=v+d’*d;
d=[0(3) 000000 i(1) i(2) i(4) 0 0 0]; v=v+d’*d;
d=[o(4) 000000000 i(1) i(2) i(3)]1; v=v+d’*d;

% fiktivni datové vektory + prepolet informaZni matice
d=[1 00010010010 Ol*w; v=v+d’*d;

d=[1 1000000100 1O0]*w; v=v+d’*d;
d=[1 0100100000 0 1]*w; v=v+d’*d;
d=[1 00100100100 0]*w; v=v+d’*d;
end
vd=v(1,1); %\
vdf=v(2:13,1); % rozdéleni informa&ni matice
vf=v(2:13,2:13); %/
alf=inv(vf)*vdf; % vypoZet odhadu parametru

% konstrukce matice sm&rovych koeficientu a jeji tisk
disp(’0dhad matice sm&rovych vztahd’)
al=[[0 alf(1:3)°];
[alf(4) 0 alf(5:6)°];
[alf(7:8)’ 0 alf(9)];
[alf (10:12)’ 0]]
disp(’Kontrola souZtu sloupcu matice sm&rovych vztahi’)
suma=sum(al) % kontrola podminek d&leni dopravniho proudu

Doporucené experimenty

1. Zména poc¢tu dat nd=1000 a kontrola piesnosti odhadu matice smérovych vztahu vzhledem
k simulované.

2. Definice vlastni matice smérovych vztahu (matice a) a kontrola jejtho odhadu. Zkuste
nastavit specidlni typ kiizovatky, napi. nékteré ulice jednosmérné!

3. U druhé verze programu zkuste ménit vahy w=1000 pro fiktivni modely, které zajistuji
rovnici kontinuity pro kfizovatku (tedy co do kfizovatky vjede, musi také vyjet). Malé
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hodnoty vah modeluji velkou kapacitu kfizovatky (auta v ni mohou zustdvat a nebo sa-
movolné vyjizdeét).

10.9 Spojité rizeni

Uvazujme kfizovatku podle nasledujiciho obrazku

13 03
. t
04~ @ — i — Y
1:4 —_— —_— 02
01 11

Zajimé nés silnice, kterd do kiizovatky vstupuje zprava. Tady je svételnd signalizace (oznacend
S v krouzku) a diky ni se na této silnici tvoii kolona vozidel, jejiz délku v ¢ase t jsme oznagili
y¢. Nasim cilem je fidit délku ¢ervené wu; (pfi pevné délce cyklu) tak, aby provoz v kiizovatce
byl optimélni. Optimalitu definujeme takto

a) Chceme, aby si kolona v kiizovatce udrzovala stalou délku w.

b) Prejeme si udrzet kompromis mezi délkou kolony a blokovanim piiéného sméru, tj. na jedné
strané chceme co nejkratsi kolonu, na druhé strané nechceme piili§ dlouhou zelenou, protoze ta
blokuje priény smér.

RESENI
V obou ptipadech budeme délku kolony modelovat fizenym regresnim modelem prvého fadu —
viz (4.8) sv =1

Yyt = ayr—1 + bug + ey,
kde okamzitou délku kolony 1 modelujeme v zévislosti na délce kolony v minulém okamziku
14—1 a nastavené délce zelené uy.

V piipadé a) uvazujeme kritérium (7.2) s nulovou penalizaci vstupu w

N
Jo = Z(yt — w)? — min,
t=1
které udrzuje délku kolony na predepsané velikosti w.
V piipadé b) je vhodné rovnéz kritérium (7.2), ale s nulovou zddanou hodnotou w
N

Jo = ny + wu? — min,
t=1
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které hledd kompromis mezi délkou kolony a blokddou pfiéného sméru. Penalizace fidici veliciny
pomoci w > 0 udava, v jakém poméru maji byt protichudné pozadavky, minimalni délky kolony
a maximalni prijezdnosti v pfi¢ném smeéru, v kritériu uplatnovany.

Reseni obou tloh provedeme postupnym stfedovanim a minimalizaci podle algoritmu F{zenf
ze str. 97

By = E [+ Jialue Dt = D] = [ [+ T fllue, Dt~ 1)y

kde

Jy znagi ¢ast kritéria, prislusejici ¢asovému okamziku ¢ a

J{ 1 oznacuje minimalni hodnotu kritéria z minulého kroku minimalizace.
Tuto funkce pocitdme pro t = N, N —1,...,1, s pocdtecni podminkou J5,; = 0. V kazdém
kroku uréime hodnotu wu;, ktera kritérium minimalizuje. To je hodnota optimélniho Fizeni pro
dany casovy okamzik.

V piipadé a) je
Er=F [(yT —w)? + J}H} = (ayr—1 + bup — w)?

Minima je dosazeno pro up = (w — ayr—1)/b a jeho hodnota je nula. Dalsi kroky budou tedy
stejné. Dostavame jednokrokové tizeni s fidici veli¢inou

W — ayi—1

A , prot=1,2,...,N.

Uy =

V piipadé b) dostdavame pro obecny cas ¢
E=E [(yt —w)? + wuf + Ji g fug, D(t — 1)} = (ay—1 + bue — w)* + wui + J;\ ;.

Takovymto typem kritéria jsme se jiz zabyvali — viz program pro optimalni fizeni soustavy
1. f4du na str. 31.

10.10 Rizeni a odhad s diskrétnim modelem
Rizeni

Budeme uvazovat kiizovatku se svételnou signalizaci. Sledujeme méné vyznamnou vedlejsi
prijezdovou komunikaci, na které se tvori kolona vozidel. Modelovana veli¢ina 1; je délka této
kolony, pficemz rozlisujeme pouze tii stavy kolony: mald (y; = 1), stfedni (y; = 2) a velkd
(y: = 3). Akeni veli¢inou u,, ovliviujici délku kolony, je: svételnd signalizace zapnuta (u; = 1)
a svételnd signalizace vypnuta (us = 2).

Pro konstrukci modelu pro délku kolony vezmeme v tivahu nasledujici skute¢nosti:

Kolona nemtze najednou celd zmizet nebo nebo vzniknout. Jeji délka muze jen narustat
nebo se zmensSovat. Jeji okamzity stav bude tedy zavisly na stavu piedchozim.

Zapnuté Fizeni kiizovatky bude mit tendenci kolonu zkracovat, vypnuté (protoze jsme
na vedlejs{ silnici) bude naopak kolonu prodluzovat. Stav fizeni v minulém okamziku
bude mit na okamzitou kolonu také urcity vliv, ten vSak pro jednoduchost zanedbame
a zahrneme jej do informace ziskané z minulé délky kolony.

Zapnuté fizeni jednak zkracuje kolonu na vedlejsi silnici, ale také dava vznik koloné na
hlavni silnici. Proto se zapnutému tizeni do jisté miry branime.
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Model délky kolony bude nasledujici — viz (10.1) a (4.20))

Filye—1,ue) = P(yr = ilyi—1 = j,ue = k) = Oy, (10.4)

kde
O je pole zndmych parametri modelu,

konkrétni parametr ©;;, je prvek tifrozmérného pole s indexy i, j, k (prvni a druhé dva
indexy jsme oddélili svislou ¢drou jen formdlné) s vyznamem pravdépodobnosti, ze
kolona bude mit délku ¢, kdyz pfed tim méla délku j a hodnota Fizeni je k,

vSechny takové parametry tvoii tfirozmérnou tabulku (pole, tenzor) s rozméry (3, 3,2).

Tento model budeme nyni konstruovat z "nasich expertnich znalosti”. Jeho konstrukce spoc¢iva
v tom, ze pro vSechny mozné kombinace hodnot 4y = ¢, 4,1 = j a uy = k budeme definovat
jejich pravdépodobnost ©;; ;. Konstrukee je uvedena v nasledujici tabulce.

Ve stejné tabulce jsou také vyznaceny hodnoty penalizace ;) pro jednotlivé hodnoty y,
Yi—1 a uz. Mohli bychom samoziejmé kritérium definovat v bézné kvadratické forme y? + wu?.
Uvedeny zpusob definice kritéria je ale obecnéjsi a kone¢nost ruznych stavu (kombinaci y;, yi—1
a u;) ndm tento "komfort” dovoli.

x>

Y1 =17 | W

|| ye=1 = Oij.k Qijk
1. 1 1 1 0.7 1
2. 1 1 2 0.4 0
3. 1 2 1 0.5 0
4. 1 2 2 0.1 0
5. 1 3 1 0.5 0
6. 1 3 2 0.0 0
7. 2 1 1 0.2 3
8. 2 1 2 0.4 2
9. 2 2 1 0.4 2
10. 2 2 2 0.2 2
11. 2 3 1 0.5 1
12. 2 3 2 0.2 1
13. 3 1 1 0.1 5
14. 3 1 2 0.2 4
15. 3 2 1 0.1 3
16. 3 2 2 0.7 4
17. 3 3 1 0.0 5
18. 3 3 2 0.8 5

TABULKA: Definice modelu a kritéria fizeni.

Prvni radek tabulky fika: jestlize minule byla kolona malé a fizeni bylo zapnuto, pak prav-
dépodobnost, ze kolona zustane maléd je 0.7. Tento stav penalizujeme 1, protoze nebylo tieba
fizeni zapinat a tim blokovat hlavni smér v kfizovatce.

Radky 2. az 6. piedstavuji prechod na malou kolonu podminéné ostatnimi kombinacemi
ptredchozi kolony a stavu fizeni. Maji své pravdépodobnosti a nejsou penalizovany — vysledek je
malé kolona, coz se pozaduje.
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Daéle jsou uvedeny pravdépodobnosti a penalizace pro vyslednou stfedni a velkou kolonu
v zévislosti na pfedchozi koloné a fizeni. Penalizace jsou vyssi, protoze nebylo dosazeno hlavniho
cile — malé kolony. Bere se rovnéz ohled na zapnuté rizeni.

Poznamka: Protoze z jednoho vychoziho stavu (napr. y;—1 = 1l au, =1 —viz 1., 7. a 13.
radek tabulky) jsou jen tii mozné vysledky (y; = 1, y, = 2 nebo y, = 3), musi byt soucet jejich
pravdépodobnosti roven jedné. V nasi tabulce je to 0.7, 0.2 a 0.1. Podobné je tomu i pro ostatni
vychozi stavy.

Poznamka: Koeficienty ©;:; lze odhadovat — viz pokracovani prikladu na str. 162.

il,
Ukolem této ¢dsti prikladu je navrhnout optimalni fizeni pro horizont N tak, aby bylo

minimalizovdno kritérium
N

J = Z Qyt|yt—17ut'
t=1

RESENI

Reseni provedeme pomoci dynamického programovani — viz str, 105, tj. postupnym stfedovdnim
a minimalizaci kritéria od konce intervalu fizeni. V kazdém kroku budeme pocitat stfedni hod-
notu

Jy = B[ + Jfq|ug, D(t — 1)] (10.5)
a provadét minimalizaci
Ji = n%n Jt, (10.6)
s pocatecni podminkou Ji; = 0,
kde
symbolem * jsme oznacili minimalizovanou ¢éast kritéria a
); oznacuje penalizaci v ¢ase t.

Minimalizaci tedy zacneme od t = N.

3

IN = ElQn + Jylun, DIN = 1)] = [ + 0105, =
i=1

2221 Qi11,104)1,1 2221 Q11,2012 INi1 JINi2

= 2?1 Qi12,10942,15 2321 Qij220i22 | = | Inz1 JInpze

>ie1 Qi|3,1@i\3,1, =1 Qi|3,2@i|3,2 Inz1 INz2

Poslednim vyjadfenim jsme chtéli ukazat, ze stfedni hodnota kritéria Jy v ¢ase N je matice
¢isel, kde fadky odpovidaji hodnotdm wuy a sloupce hodnotdm yn—1.

Dalsim krokem ve stejném casovém okamziku je minimalizace. V kazdém fadku vybereme
minimum a zapamatujeme hodnotu upy, pro kterou bylo minima dosazeno. Dostaneme tak
tiiprvkovy sloupec — prvni prvek odpovidd hodnoté yny_1 = 1 a oznacuje hodnotu optimalniho
tizeni. Druhy, resp. tiet{ prvek jsou hodnoty optimdlniho fizeni pro yy_1 = 2, resp. yn—1 = 3.
Dostavame tak optimalni fizeni jako funkci yn_1. Tento vektor je fidicim zadkonem pro cast = N.
A7 bude naméfena hodnoty yy_1, tj. v okamziku, kdy budeme fidit na hodnotu yy, vybereme
prislusnou hodnotu optimalniho fizeni a pouzijeme ji. Zatim jsme dostali pouze predpis

* *
uN;l JN;l
uy = | Uy, |, kterému odpovidd Jy = | Jy.o |,
* *
uN;S ']N;S
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kde u* oznacuje optimalni fizeni.
Pro konkrétni hodnoty z tabulky dostaneme stfedni hodnotu, ridici zdkon a hodnoty kritéria
po minimalizaci

1.8 1.6 2 1.6
Jy=|11 32|, wy=|1], Jy=1|11
0.5 4.2 1 0.5

V dalsim kroku minimalizace, pro t = N — 1, bude stfedovani

3
In-1=E[Qn_1+ Jylun—1, D(N = 2)] =[x + I3l Oijk =
=1
22:1(9111,1 + JN.) O 15 22:1(Qz‘|1,2 + JN.1)Oi1,2 IN—1:11 JIn-11,2
= | e (Qien +JIN0)Oi21, im1 (R +JINi)Oip2 | = | In-121 In-122
Y (a3 Ous1s S (s + J3)Oups 2 In-131 IN-132

Minimalizace opét vybere v kazdém rddku minimalni prvek a zapamatuje hodnotu fidici veli¢iny,
pro kterou bylo tohoto minima dosazeno. Tak dostaneme

* *
UN_1;1 IN-1;1
* _ * 2 714 * _ *
un_1 = | UN_12 kterému odpovida  Jy_; = | Jy_19 |,
* *
UN_1;3 JN—1;3

a pro konkrétni hodnoty z tabulky

3.19 2.78 2 2.78
Jy=11239 393 |, wuy=|1], Jy=]|239
1.85 4.82 1 1.85

Tyto dva kroky (stfedovdni a minimalizace) se ve stejné formé dale opakuji pro
t=N—-—2,N—3,...,1. V okamziku, kdy urc¢ime fidici zédkon pro ¢as 1, ktery bude funkeci yg —
které zname, jsme schopni skuteéné realizovat prvni akéni zdsah uq a zmérit prvni modelovanou
(Fizenou) veli¢inu y;. S ni lze opét urcit dalsi akéni zdsah ug, atd.

Cely névrh i realizace optimélntho fizeni je uveden v néasledujicim programu.

h

% Rizeni s diskrétnim modelem f(y_tl|y_(t-1),u_t)
S —

% y=1 (kolona mala), 2 (kolona st¥edni), 3 (kolona velkd);
% u=1 (fizeni zapnuto), 2 (¥izeni vypnuto)

h

% fy : parametry modelu Theta{i}(j,k)

% om : kritérium omega{i}(j,k)

% N : polet kroku Fizeni (horizont)

% E : vystfedovana Cast kritéria

% Em : minimalizovand ¢ast kritéria

% yy,uu : okamZité hodnoty vystupu a vstupu
% y,u : prib&hy vystupu a vstupu

b

clc, clear all, rand(’seed’,123);
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% Zadani hodnot Theta a omega

fy{1}=[.7 .4;.5 .1;.5 0]; % parametry pro malou kolonu
[ny nul=size(fy{1}); % potet urovni veliZiny y a fizeni u
fy{2}=[.2 .4;.4 .2;.5 .2]; % parametry pro st¥edni kolonu

fy{3}=ones(ny,nu)-fy{1}-fy{2}; % parametry pro velkou kolonu
if sum(sum(£fy{3}<0))>0,
disp(’ Chybné hodnoty parametrd modelu’),
end
om={[1 0;0 0;0 0] [3 2;2 2;1 1] [5 4;3 4;5 5]};
% hodnoty penalizace omega

ny=length(fy); % potet hodnot y
nu=size(fy{1},2); % poZet hodnot u
N=20; % horizont Fizeni
ur=[];

Em=zeros(1,ny) ;

% Vypolet ¥izeni na horizonté& N
for i=1:N
E=zeros(ny,nu); % start s nulovou poZateZni podminkou

% stf¥edovani
for k=1:ny, E=E+(om{k}+ones(ny,nu)*Em(k)).*fy{k}; end

% minimalizace

for k=1:ny, [Em(k) ut(k)]=min(E(k,:)); end,

ur=[ut; ur]; % hodnoty #izeni (od posledni k prvni)
end

% Simulace a aplikace Fizeni

yy=2; % potatetni hodnota y(0)
y=yy; u=[l; kk=0;
for t=1:N
% vypolet optimdlniho ¥izeni
ut=ur(t,:); % vybsr Fizeni pro Zas t
uu=ut (yy) ; % optimdlni ¥izeni u(t)=fce(y(t-1)
%uu=1; % manudlni Fizeni (srovndni s optimdlnim)
u=[u uul;
yi=yy;

% simulace diskrétniho modelu

r=rand;

if r<fy{1}(yy,uu), yy=1;

elseif r<(fy{1}(yy,uw)+fy{2}(yy,uu)), yy=2;

else yy=3;

end

kk=kk+om{yy}(y1l,uu); % skuteZnad hodnota kritéria
y=Ly yyl;

end
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% Zavery

disp(’DosaZend hodnota kriteria po minimalizaci’)
kk

figure(1),plot(0:N,y(1:N+1),’:0’,1:N,u,’:x’)
title(’Casovy graf hodnot kolony (o) a ¥izeni (x)’)

Doporucené experimenty

1. V prikladu je predeviim mozno nastavit vlastni model f(y¢|y—1),u:) kiizovatky zménou
hodnot jeho parametru fy{1}, fy{2} a fy{3}. Vymyslete vlastni zdvislosti délky kolony
na jeji minulé délce a tizeni a zadejte je pomoci téchto parametri.

2. Dalsi experiment se tykd zmény penalizacni matice om, kterd vyjadiuje cile, jez chceme
fizenim dosdhnout. Vyslovte vlastni pozadavky na fizeni a zadejte je pomoci nové pe-
nalizac¢ni matice. (Soucasné kritérium vyjadfuje pozadavek na co nejkratsi kolonu, ale
s ohledem na piilisnou blokddu kolmé hlavni silnice).

3. V misté generovani optimélniho fizeni uu=ut (yy) je pfipraveno manudlni fizeni %uu=1.
Kdyz odstranime znak % bude aktivni a vysledek 1ze srovnat s kvalitou optimélniho fizeni
podle hodnoty minimalizovaného kriteria kk. Porovnejte pro obé mozné hodnoty fizeni.

Odhadovani

Proved'te odhad parametriu © modelu (10.4).

RESENI
Budeme postupovat podle piikladu 5.4.4. Pomoci sou¢inu Kroneckerovych funkei § (5.65)
vyjadiime model (10.4) v souc¢inovém tvaru

felye—1,w) = ] ©; ‘;,ft 803 ye-1)3(Roue) (10.7)
1,5,k

kde soucin se provadi pfes viechny kombinace indext i, j, k, tj. 4,7 =1,2,3; k=1,2.

Apriorni hp zvolime v konjugovaném tvaru (5.68)

f(©]D(0) H @Z(J‘J,j : (10.8)

7]7
kde ;|1 (0) je apriornf statistika prislusejici stavu yo = i, y(—=1) = j a up = k.

Bayesuv vzorec (5.18)) f(O|D(t)) < f(ye|yi—1,u, ©)f(O]D(t — 1)) ma tvar

i Z )6( 47 - )6(k,u) H’L"ﬁ (t_]')
H ©; \ijk x H @ il4, Ii}t Hoe ' @i|jfkk ) (10.9)

0,5,k 0,5,k
odkud plyne rekurze pro prepocet statistik, srv (5.70)
Kyelys1ue () = Bylye 10 (E—1) +1, t=1,2,...,N. (10.10)

Ostatni statistiky zustdvaji v kazdém ¢asovém okamziku ¢ bezezmény. Rekurze zaCind s apri-
ornfmi statistikami r;);;(0) proi,j =1,2,3, k = 1,2.
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Z vypoctené aposteriorni hp pro ¢ = 1,2,..., N uréime bodové odhady parametru jako
podminéné stfedni hodnoty — viz (5.11)

) 1
Ojjk = E1O;); x| D(N)] = /0 O;;,kf(O|D(N))d Oy 1, Vi, j, k.
Podobné jako v (5.71)) 1ze pro bodové odhady parametru odvodit vztah, ktery lze oc¢ekéavat

R O,
qlj.k
= =g (10.11)
s > Ok

pro g = 1,2,3 a vSechny kombinace indexu j =1,2,3; k=1,2.

Uvedené odhadovéni je realizovano v nasledujicim programu

% 0dhad s diskrétnim modelem f(y_tly_(t-1),u_t)
S —

% y=1 (kolona malad), 2 (kolona st¥edni), 3 (kolona velkd);
% u=1 (#¥izeni zapnuto), 2 (¥izeni vypnuto)

b

% fy parametry modelu Theta{i}(j,k)
%N pocet kroku Fizeni (horizont)
% s statistika pro odhad parametru
% Th odhady parametru modelu

% yy,uu okamZité hodnoty vystupu a vstupu
% y,u prib&hy vystupu a vstupu
b

clc, clear all, rand(’seed’,123);

% Parametry pro simulaci

N=1000; % horizont simulace a odhadu
fy{1}=[.7 .4;.5 .1;.5 0]; % simulované parametry modelu
[ny nul=size(fy{1});

fy{2}=[.2 .4;.4 .2;.5 .2]; % pro malou, st¥edni
fy{3}=ones(ny,nu) -fy{1}-fy{2}; % a velkou kolonu

if sum(sum(£fy{3}<0))>0,

disp(’ Chybné hodnoty parametru modelu’),
end
uu=1; yy=1; y=yy; u=[1;

% SimulaZni smycka

for t=1:N
if rand>.8, uu=3-uu; end % generovani vstupu
r=rand; % generovani vystupu
if r<fy{1}(yy,uu), yy=1;
elseif r<(fy{1}(yy,uw)+fy{2}(yy,un)), yy=2;
else yy=3;
end
y=Ly yyl; u=[u uul;

end

%figure(1) ,plot(0:N,y,’:0’,1:N,u,’:x’) % pfipadné zobrazeni
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% Odhad
for i=1:ny, s{i}=zeros(uny,nu); end
for t=1:N

ys=y(t); yy=y(t+1); uu=u(t);

» pfepotet statistiky
s{yy}(ys,uw)=s{yy} (ys,uu) +1;
end
ss=zeros(size(s{1}));
for i=1:ny, ss=ss+s{i}; end

% VypoZet bodového odhadu parametri
for i=1:ny, Th{i}=s{i}./ss; end

disp(’ )

disp(’Porovnadni simulovanych a odhadnutych parametri’)
fprintf(’ pro %i kroka simulace\n’,N)
disp(’ ?)

disp(’ - simulované parametry’)
disp([fy{1} fy{2} fy{3}1)

disp(’ )

disp(’ - odhadnuté parametry’)
disp([Th{1} Th{2} Th{3}1)

Doporucené experimenty

1. Podobné jako v prvé casti tohoto piikladu o fizeni lze experimentovat s vytvofenim
vlastnitho modelu ktizovatky pomoci parametriu fy a sledovat jejich odhady.

2. Je také mozno ménit pocet dat N=1000 pro odhad pfi sledovani kvality zobrazenych bo-
dovych odhadu ve srovnani s parametry simulovanymi.



Kapitola 11

Dodatky

11.1 Doplnéni na ¢tverec

Pfi minimalizaci kritéria (2.5) budeme ¢asto pouzivat doplnéni kvadratického dvojélenu na tplny
¢tverec, a to jak pro skalarni, tak i pro vektorové funkce. Pripomenme nyni zékladni myslenku.

Pro skalarni koeficienty je zfejmé
b b\?2 b\? b\? b2
a$2—2bx+c—a[a¢2—2w+<) —() +c—a<x—> +c— —.

a a a

Pro maticové koeficienty je tiprava ponékud méné piehledna.

Necht A je ¢tvercovd, symetrickd, pozitivné definitni matice n-tého stupné, necht w, z jsou
n-rozmérné sloupcové vektory a necht c je skaldr. UkdZzeme, Ze plati rovnost

2T Az —2Tw —wlz +c=(x — A7) Az — A7 w) + ¢ —wl A7 w. (11.1)

Podle piedpokladu je matice A symetricka, a tedy AT = A, (A~1)T = A~!. Roznasobime soucin
na pravé strané

(x— A7) Az — A7 'w) = 2TAz —2TAA'w —wT A7 Az + wT AP AA =
= 2TAr — 2w —wlz + wl A~ w.

Nyni piicteme k obéma strandm ¢ — w? A~ w a dostaneme dokazovanou rovnost (11.1).

Provedend uvaha ihned ukazuje, jak lze pfi ipravé na Uiplny Ctverec postupovat.

Kvadraticky ¢len a7 Az ponechdme a do linedrnich élentt vlozime jednotkovou matici
A71A = AA~'. Dostaneme

2l Ax — 2T AA Y —wlT A= Az + c.

Nyni staci piicist a odecist (A~ tw)T A(A7w) = wT A1 AA 'w = wT A~ w, abychom dostali
uplny ¢tverec, jak je na pravé strané rovnosti (11.1).

11.2 Operator prumérovani a jeho vlastnosti

Operator prumérovani je pro posloupnost x = [x1, 9, ...,z xN] definovan predpisem
1N
T = — Zi.
N4

165
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Vlastnosti operatoru primérovani: Necht x,y jsou koneéné posloupnosti, a konstanta. Pak
plati:

Prumeér ndsobku

1 N 1 N —
aT = ;> ;14T = a5y )1 T = aZ.

Prumeér souctu

m"’y:%Z (@i +yi) = NZ 1T + ]VZ'L 1Y%i=T+7.
Prameér z konstanty
a= %Zi]\ila: +Na =a.
Prameér z prumeéru
T=71.
Pro priumér soucinu a kvadrdtu obecné plati nerovnosti
TY#T Y, 22 # T2

Prumeér kvadrdtu odchylek od primeéru

(x—7)2=2a2—22T+72 =22 — 2T+ 72 =22 —
Prameér soucint odchylek od pruméru

(z-Z)y-y) =7y -T7.

Priklad [ Stfedni hodnota modelu pomoci operdtoru prumérovani |
Pro N = 3 a model y, = bu,; + ¢ + e, plati

3 3
Z Zbuz—i-c—i-eZ —b Zuz—i-

nebo totéz pomoci operatoru prumérovani

1 3 3

Zc—i-lZez—bu—l—c—i-e

7'1 T].

w\
w\r—‘

g=bu+ct+e=but+c+e=bu+c+e.

11.3 Funkce gama a beta

Pro vypocty s diskrétnimi modely potiebujeme funkci beta, kterou lze vyjadfit pomoci funkce
gama. Zde budeme obé funkce definovat a uvedeme nékteré vztahy, které pro né plati.
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Funkce Gamma

Pro z redlné (komplexni) definujeme funkci gama jako integrél

['(z) = /OOO e *t*ldt. (11.2)

Pro z = n € N plati I'(n + 1) = n!, proto se o funkci gama mluvi ¢asto i jako o zobecnéném
faktorialu.

Funkce Beta

Prot,z,y e R, 0 <t<1,x>1,y > 1 definujeme funkci beta vztahem

Bl(z,y) = /01 11— Yt (11.3)

Pomoci funkce gama muzeme vyjadiit funkci beta ve tvaru

I'(z)C(y)
B(xz,y) = ——=, 11.4
(@) = g (11.4)
z néhoz plyne dulezitd vlastnost funkce beta
x
B(zx+1,y) = ——B(x, 11.5
(@ +1y)=— ey (z,y) (11.5)

Odvozeni tohoto vzorce ukdazeme prox=m e N ay=n€ N

Fm)I'(n) (m—1)1(n—1)!

B(m’n):I‘(m—i-n) T (man—1
(M) (n—-1)!  mm-1Y(n-1)!  m
B(m+1,n) = (m+n)!  (m+n)(m+n-1) m—l—nB(m’n)'

11.4 Jednorazovy vypocet hp predpovédi

UkéZeme odvozeni vzorce pro jednordzovy vypocet hp predpovédi, ktery jsme jiz bez odvozeni
pouzili v (5.16) a (7.12)). Vyjdeme ze vztahu (7.11) a aposteriorni hp podle (5.17) vyjadiime
jako normovany soucin hp modela v naméfenych datech a apriorni hp ve tvaru

1524 F(y-lr, ©)] (O] D(0)) e
ST, fyeleor, 9)] £(91D(0)) d¥

kde ¥ je jen jiné oznaceni pro parametry ©.

fO[D(t - 1)) =

Dosadime-li do (7.11) muzeme vzorec pro hp predpovédi upravit do tvaru

_ 11224 S0l ©)] £O1D(0)
Fulee DI =1) = [ ol ®) et 1, 2250 oo i

JITo—s f(yrler, ©)] (O1D(0) O
JULZ) f(yelor, 0)] £(91D(0)) 49
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Integral z vérohodnostni funkce ndsobené apriorni hp oznac¢ime I;. Hp predpovédi lze potom
psat jako podil téchto integrali v ¢asech t a t — 1

I

-t 11.7
I (11.7)

f(yt|u, D(t — 1))

kde
t

10) = [II] fwler O] F@IDO) 0 = [ Li®) FOIDO) O,  (115)

=1

kde L:(©) je vérohodnostni funkce (5.5) a f(©]D(0)) je apriorni hp (5.6).

11.5 Bodova predpovéd vystupu soustavy

Poc¢itame optimalni bodovou predpoved #; vystupu soustavy, kterd minimalizuje kvadratické
kritérium optimality

Joee = E[(1 — y1)?]

a pro kterou plati, Ze zavisi nejvyse na u; a D(t—1), tj. pfedpovéd ve tvaru g = 9 (ug, D(t — 1)).
Za téchto predpokladu bude

min/ = win / (e — 92 F (vt ue, D(t — 1)) d(ye, ug, D(t — 1)) =
t t

- n%in//(yt 902 f (yelue, Dt — 1)) f(ug, D(t — 1)) dye d(ug, D(t — 1)) =
t
- /n%m [/(yt 502 f (welue, D(¢ — 1)) dye | fug, D(t — 1)) d(ug, Dt — 1)) =
t
= E[Y%in E[(ye — 9¢)*|us, D(t — 1)]].
t
Uloha se tak prevadi z minimalizace nepodminéné stfedni hodnoty na minimalizaci podminéné

stfedni hodnoty. To je velice dilezity krok, nebot podminénou stiedni hodnotu jsme schopni
pocitat pomoci modelu. Nepodminénou stiedni hodnotu piimo poéitat neumime!

Minimalizaci vyrazu E[(y; — 9¢)%|us, D(t — 1)] provedeme doplnénim na ¢tverec a anulovanim
kvadratického ¢lenu.

E[§} = 20sys + yilug, D(t — 1)] =
= 9 — 20 Blye|us, D(t = 1)) + B[y [u, D(t —1)] =
= 97 — 20:Elyeus, D(t — 1)] + (Elylug, D(t — 1)])*+
+E[y; [u, D(t — 1)] = (Blyelu, D(t = 1)])* =
= (§: — Elys|us, D(t — 1)])> + Dlye|us, D(t — 1)],
kde D[.|.] zna¢i podminény rozptyl.
Minima kritéria je dosazeno pro §; = Ely|us, D(t — 1)], kdy je kvadraticky ¢clen anulovén, a

tedy minimélni. Zbytek kritéria po minimalizaci, ktery jiz na argumentu minimalizace nezavisi,
je Ely?|ut, D(t = 1)] = Elys|us, D(t = 1)]* = Dlys|ug, D(t — 1)] = Dly].
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11.6 Primy prepocet bodovych odhadua

Odvozeni provedeme pro staticky model y; = Ou; + e;. Odvozeni pro dynamicky model je po-
dobné, ale vyzaduje specialni maticové operace.

Prepotet kovariance parametrii C;: Vyjdeme ze vztahu S2(t) = S2(t — 1) + u? (7.3), ktery

1
plyne z pfepoctu informac¢ni matice V(t — 1) — V/(t). Protoze C; = 20 (7.5), budeme se
u
snazit uvedeny piepocet prevést pro inverze funkef S2
1 1
Cy = = :

PTS2(t) T S2(t—1) +ul

Prict dect ¢l ! C dost
Fiéteme a odecteme ¢len ———— = Cy_1 a dostaneme
s2t—1) !
1 1 u?
C — C — — e C 1 — t —
O e ) rw S2E-1) T (82— 1)+ wd)S2(t— 1)
1 Ut 2
— Oy - : ( ) .
u S2(t—1
o u? 1 Ct
Oznac¢me Ct = Wtfl) Pak m = Ct_l = ;?, a tedy
C,=C ! (Cy_qup)? (11.9)
=Ci1 — —(Cioquy)”, )
t =17 T G t—1Ut

coz je pozadovany vztah pro Cj.

Poznamka: Ve skalarnim vyjadreni, kterého jsme se drzeli, neni tak dobre patrny vyznam
uvedenych vzorcu vzhledem k provadénym inverzim. Zatimco pri pfimém piepoctu informac¢ni
matice (algoritmus I) je tfeba v kazdém kroku provadét vypocet kovarianéni matice C' pomoci
inverze, jediné déleni, které provadime zde, je déleni vyrazem 1 + (;, a to je vzdy cislo. Pro
regresni vektor o, ve tvaru sloupcového vektoru je (; = o Cy_1p4, coZ je skalr.

Ptepocet bodovych odhadii parametrii 6;: Pro odhad parametru plati

- Sld)
=S

= CySyu(t).

Do posledniho vyrazu dosadime za C; z predchozi rekurze a Sy, (t) = Sy (t—1)+ysu;. Dostaneme

A 1

0y = Ci1 — rct(ctflut)2 [Sy (t - 1) + ytut] =
1
= Ct_lsyu(t — 1) + C’t_lytut — m[(ct—lut)ZSy (t — 1) + (Ct—lut)Qtht] —
A 1
= 01+ ——[(1+¢)Croryruy — (Ct—lut)QSyu(t —1) - (Ct—lut>2ytut]a

1+ ¢

kde jako prvni ¢len jsme obdrzeli minulé odhady parametru, druhy ¢len jsme vsunuli do hranaté
zavorky. Jelikoz je
GCr—1yrur = CE_1Ut2?/tut,
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rusi se dva scitance v hranaté zavorce. Déle vytkneme Cjy_ju; a vyuzijeme rovnost
Ci—1Syu(t — 1) = 6;—1. Dostaneme

A A 1 N 1 .
Qt = et—l -+ H[C}_wtut — C’f,lufSyu(t — 1)] = 9t—1 + mC’t_wt(yt — Qt_lut), (1110)

coz je hledany vztah.
Prepocet zbytku kvadratické formy A;: Vyjdeme ze vztahu pro A,
2 2
Ay = S, (t) = Ci[Syu(t)]".
Za vsechny vyrazy na pravé strané dosadime z rekurentnich vzorct

1
A= S2(t—1) +yf (ct_l - Hg(ct_lut)Q) (Syalt = 1) + yeur).

Jelikoz je ¢, = Cy_qu?, prostiedni zdvorka je

Ci_
Ci1— ——(Crqup)* = Cr_4 (1 Gt ) Sl

AT

Abychom dostali A;_1 odecteme a pricteme ¢len ;1 = Ci—1Syu(t — 1). Ptidany ¢len spolu s y?
presuneme za zlomek a zdvorku za zlomkem umocnime. Nékteré ¢leny za zlomkem se po tUpravé
vyrusi a dostaneme

1 R N
A = Sg(t — 1) — Ct_l[Syu(t — 1)]2 + H[ytz — 2yt9t_1ut + <9t_1ut)2].
t

Odtud plyne dokazovany vztah

1 .
A =Aeq + ———(yp — Opqup)?. 11.11
t t 1+1+Ct<yt 1) ( )
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