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Predkladané ucebni texty k predmeétim Linedrni systémy 1,2 jsou uréeny piedevsim studentim
bakalarského a magisterského studijniho programu Aplikované védy a informatika (AV1), obor
Kybernetika a fidici technika, ale i studentam jinych technickych obora, ktefi ziskali z&kladni
znalosti z matematické analyzy (lineérni algebra, linearni diferencialni rovnice), z teorie systému
a jsou seznameni s programovym prostiedim Matlab-Simulink.

Tématické okruhy prednéSené latky se zabyvaji analyzou a ndvrhem systémi automatického
fizeni somezenim na deterministické spojité a diskrétni linearni dynamické systémy, obvykle
s jednim vstupem a jednim vystupem (SISO systémy).

V prvni kapitole je vénovana pozornost problematice uréeni matematického modelu redlného
dynamického systému na z&kladé matematicko-fyzik&niho modelovéani. Natypickych piikladech
realnych systémi je ukézano, Ze ziskany model je obvykle popsan nelinearni  diferenciani
rovnici vysSiho radu nebo soustavou takovych rovnic (linedrni model je spiSe akceptovatelnou
idealizaci), tedy modelem vnéjSiho popisu. Vhodnou volbou stavovych proménnych Ize piegjit na
model vnittniho popisu a ziskat tak obecné nelinearni stavovou reprezentaci jako soustavu
nelinearnich diferenciélnich rovnic prvniho t&du. Teprve po uréeni rovnovaznych ¢i ustélenych
stavi nelinearniho dynamického systému (NDS), Ize v jejich okoli provést linearizaci a ziskat
lokalni, aproximativni model v podobé stavové reprezentace linearniho dynamického systému
(LDS). Stavové reprezentaci a vlastnostem LDS (stabilita, fiditelnost, dosaZitelnost,
pozorovatelnost, rekonstruovatelnost, stabilizovatelnost, detekovatelnost, ekvivalence, dualita
aj.) jevénovanazbylé cést kapitoly.

Pouziti Laplaceovy transformace ve druhé kapitole umoziiuje zavést pojem prenosova funkce
LDS, ktera vedle diferencidni rovnice je daldim modelem vngjSiho popisu. ReSeni
diferencidnich rovnic je nahrazeno reSenim algebraickych rovnic, problémy analyzy i syntézy
piechazi do algebraické oblasti a je ukézano, Ze algebra blokovych schémat je G¢innym
nastrojem pro zjednoduSovani slozitych systému ¢i naopak pro vytvoreni slozitéjSich systém
z jednodusSich. V té&o kapitole jsou vysvétleny noveé zavedené pojmy (nuly, poly, ¢asové
konstanty, zesileni g.), jsou analyzovany pienosové funkce elementarnich ¢leni a uvedeny
vzajemné souvislosti modelt vnéjsiho a vnittniho popisu LDS.

Ve tieti kapitole je analyza systému rozSitena do frekvencni oblasti pouzitim Fourrierovy
transformace a definovanim frekven¢niho prenosu LDS. Jsou zde zkoumany ¢asové odezvy na
typové vstupni signdly pro modely vnitiniho i vnéjSiho popisu LDS, impulsni a piechodové
funkce (a charakteristiky) elementérnich ¢leni a pouziti konvoluce pro vypocéet odezvy na
obecny vstupni signdl. Podrobné je zkoumana frekvenéni odezva LDS na harmonicky vstupni
signdl, frekvencni charakteristiky v komplexni roving (Nyquist) a v logaritmickych souradnicich
(Bode) ato pro elementérni ¢leny i pro obecny tvar prenosu.

Ve c¢tvrté kapitole jsou uvedeny zakladni struktury spojitych regulatnich obvodi pouzivané
v regulagnich Ulohach a pri kompenzaci poruch, je vysvétlena funkce piimovazebniho a
zpétnovazebniho tizeni a vyznam reguldtort sjednim a dvéma stupni volnosti. Dale je
analyzovana stabilita a chovani uzaviené regulaéni smycky na zékladé vlastnosti oteviené
regulaéni smycky a to ve frekvenéni oblasti (Nyquistovo kriterium stability) a v algebraické
oblasti (geometrické misto korenti - GMK).

Péata kapitola je vénovana diskrétnim LDS a problémam ¢islicového(diskrétniho) fizeni spojitych
systémi. Vyklad vychézi ze struktury a funkce regulacniho obvodu pii ¢islicovém fizeni
spojitych systémi a z problému vzorkovani. Po zavedeni Z-transformace jsou specifikovany
modely vnejSiho a vnitiniho popisu diskrétnich LD S a uvedeny vzajemné souvislosti se spojitymi
modely. Pri analyze vlastnosti diskrétnich LDS je upozornéno zejména na odlisnosti od spojitych
systémi. Z hlediska budouciho navrhu ¢&islicovych regulatora seduje prednasena latka dva
z&kladni pristupy k syntéze — navrh spojitého reguldtoru a jeho nasledna diskretizace a piimy
navrh ¢islicového regulatoru.



1. STAVOVA REPREZENTACE DYNAMICKYCH SYSTEMU

Primarni funkci prakticky kazdého fidiciho systému (reguléatoru) je regulovat chovani jedné ¢i
vice proménnych (regulovanych vystupi) na redlném tizeném systému ¢i procesu tak, aby bylo
dosazeno néjakych piredem danych poZadavkt a to pii soucasném respektovani specifikovanych
omezeni arealizovatelnosti ridiciho systému.

Rizeny redlny systém ¢&i proces ma jeden nebo vice vstupt, na které Ize pasobit fizenim a
nasledné docilit pozadované zmény chovani regulovanych veli¢in. Rizeni generuje jako svij
vystup regulator a poZadované chovéani je mu zadavano v podobé referen¢niho signélu, jehoz
prabéh by mél byt sledovan regulovanou veli¢inou. V piipadé, Ze je k dispozici piesny
matematicky model ¥izeného systému a jeho okoli a vylu¢ujeme vyskyt jakékoliv neurcitosti, 1ze
pozadovaného chovani docilit vypoétem primovazebniho rizeni, které je charakteristické tim, Ze
reguldor nevyuziva zpétnou informaci o skutecném prab¢hu regulovanych veli¢in a vstupem
regulaoru je pouze referencni signdl. V redlnych situacich je viak n¢jaka forma neurcitosti vzdy
piitomna (matematicky model tizeného systému neni piesnym modelem chovani redlného
systému, vyskyt ndhodnych poruch, zmény parametria gj.), a proto davame piednost navrhu
Zpétnovazebniho Fizeni, kdy reguldor kromé referencniho signalu vyuziva také informaci o
skute¢ném pribehu regulovanych veli¢in a miaze tak reagovat na nezadouci zmény zpisobené
neurcitosti.

porucha

referencni signél fizeni

w(t) - u(t) — - regulovany vystup y(t)
Gw Reguléator Rizeny systém R

(proces) ! g
(pozadovany 7'y vstup v
vystup) | systému Snimag
E mareny vystup

Primovazebni a zp&tnovazebni Fizeni

Navrh ptimovazebniho ¢i zpétnovazebniho fizeni tedy predpoklada dikladnou znalost funkce a
chovani redlného rizeného systému, které musi byt podchyceny vytvoienim adekvétniho
matematického modelu realného rizeného systému.
Matematicky model relného systému |ze uréit dvéma zpusoby (nebo jejich kombinaci):
al matematicko-fyzikalnim model ovanim (model je odvozen s vyuzitim znalosti fyzikalnich
z&konu - |ze urgit strukturu i parametry modelu)
b/ experimentalné (obvykle zvolime strukturu matematického modelu, redlny systém
vybudime vhodnym testovacim signdlem a n¢jakou identifikacni metodou identifikujeme
parametry modelu s vyuZzitim souboru naméienych vstupnich a vystupnich dat )
Pouziti matematicko-fyzikdlniho modelovani vede obvykle na matematicky model vngjsiho
popisu, ktery popisuje Ucinek vybrané vstupni veli¢iny na reAlném systému u(t) na dynamické
chovani vybrané vystupni veliciny y(t).
Spojity model muze byt v idealizovaném pripadé popsan linearni diferencialni rovnici vyssiho
f&du s konstantnimi parametry
YOO +a,, YT )+ akt) +ay(t) =bu™ (O +b, UV (O +..+bu®); mEn (LD
nebo obecnéji nelinearni diferencidlni rovnici
Yy () = FLy(), ¥(@),..y" P @), u(t),ét),..u™®)]; f()... nelinedrni funkce, (1.2)
pii¢emz stupei nejvySSi derivace n uréuje fad dynamického modelu.
Vhodnou volbou stavovych (vnitinich) promennych x (t),.....x. (t) 1ze uvedené rovnice prevést na
soustavu n lineérnich ¢i nelinearnich diferencialnich rovnic prvniho 7a4du a zskat tak stavové
rovnice spolu s nedynamickou rovnici pro sedovany vystup systému, ktery je obecné funkci




vnit/nich promeénnych a vstupu systému. Prechazime tak na model vnit/niho neboli stavového
popisu, pro ktery pouZivame nazev stavova reprezentace dynamického systému.

Stavovou reprezentaci linearniho dynamického systému n-tého ¥adu s jednim vstupem
ajednim vystupem zapisujeme obvykle v maticovém tvaru

Mo 6 wexu éu &%, (t,)0
L&, u_é e, 0,80 . & , U
S: : ! 06 A ié ! lfgo@u(t), g ! i vektor pocétesniho stavu (1.3)
ety e gex.(he & d . (t,)8
éx (t)u
_& T € U
yt)=g ¢ Hz I g+du®
x,(Hg

kde A/b,c",d jsou matice odpovidajicich rozméra skonstantnimi parametry, pricemz jejich
konkrétni specifikace zavisi navolb¢ stavovych proménnych .

Stavovou reprezentaci nelinearniho dynamického systému n-tého adu s jednim vstupem
ajednim vystupem zapisujeme ve tvaru

S k(1) = fl[xl(t),....xn(t),u(t)] X (t,),....X, (t,) jsou pocatecni podminky , (12.4)
M M f,(.),....f () ah(.) jsou obecné nelinearni
K (t)=f [xl(t), L X (1), u(t)] funkce stavovych proménnych a vstupu.

y(@©) =h[x(0),..%,®),u(t)]
Poznamenejme, Ze prakticky vSechny redlné systémy jsou nelinearni, ale jednoducha a G¢inna
metodika analyzy systémi a navrhu fidicich systéma je vypracovana zejména pro lineérni
dynamické systémy. Je tedy prirozenou snahou ziskat néjakou linearizatni metodou linearni
model i pro nelinedrni dynamické systémy, byt’ za cenu jeho omezené platnosti.

1.1. Priklady stavového popisu realnych systémi
Pogtup pii uréovani stavovych modeli linedrnich a nelinearnich dynamickych systému na
z&kladé matematicko-fyzikalniho modelovani ukéZeme na nekolika typickych piikladech

realnych systémd.
a/ Jednoduchy RL C obvod
i(t) R L
NN R,L,C...odpor, indukénost,kapacita
- > > (konstantni parametry)
—_ : u(t) ... vstup (vstupni napéti)
u(t) u(t) —— ugt)  UR(D), uL(Y), uc(®)... napéti naimpedancich
ur(t) c T ! Ug(t) ... definovany vystup y(t)
v i(t) ... proud v obvodu
Predpokladame nulové pocéatecni podminky.

Z Kirchhoffova zakona é u (t) =0 vyplyvé z&kladni vztah

di (t)

Ri(t)+L—= O(t)dt =u(t) (1.5)

Po formalni derivaci dostavame Iinearn| dlferenC|aIn| rovnici 2. fadu s konstantnimi parametry

d*(t)  Rdi®) , 1, _1du(t) (1.6)
o Lo LC o L d |




Volbou stavovych proménnych Ize rovnici prevést na dvé diferencidlni rovnice 1. f&du a ziskat
tak stavovy model LDS. Z matematického hlediska neni volba jednoznatna, z praktického
hlediska je Zadouci vzit do Gvahy napt. jejich jednoduchou fyzikdélni interpretaci a metitelnost.
Pouzijeme-li napi'. metodu snizovani fédu derivace, Ize rovnici (1.6) upravit do tvaru

d édi (t) R.
t-—ut +—|t 0 1.7
GEa L i(t) ()H (t) = (1.7)
Volbou stavovych proménnych x,(t) =i(t) a x,(t) —% C —i(t) - %u(t) obdrzime po Upravé
stavove rovnice: () _ Bxl(t) +X,(t) +1u(t)
dt L L
dx(t) _ 1 % (1)
dt LC
a vystupni rovnici: y(t) = Rx (1) (1.8)
V maticovém zépisu LDS zjistime odpovidajici tvar matic A,b,c’ s konstantnimi parametry:
é_ B 1@ ély u
ek(thu_¢ | “uex(tu éx (t)u
SAbcH: &t ’p=eé aa e|_ uu(t) yt)=[R 0 (1.9
SO0 & 1 quseOu &l R g o
e LC 0

V daném pripadé byla volba stavové proménné Xx,(t) provedena z matematickych davodu.
Z praktického hlediska neni proménné x,(t) ani dobre fyzikaln¢ interpretovatelnd ani jednoduse
mefitelng, a proto volbu Xx,(t) zmeénime. Ponechame x (t) =i(t) a jako druhou stavovou
promeénnou zvolime napéti na kondenzétoru X, (t) = u. (t) = é odt.

Dosazenim do z&kladniho vztahu (1.5) dostaneme po Upravé stavovou reprezentaci LDS ve tvaru
¢ R 1u

- 1q , N
. eﬁq(t)u €L uexl()u ely éx () u
b,c): + €L Uu(t) ; = 0l.a z 1.10
SARER GniTe s O‘f f e YOTIR dgp 0
éC 0]

Stavové reprezentace LDS (1.9) a (1.10) byly odvozeny ze stejné diferencialni rovnice a jsou
tedy ekvivalentni z hlediska vstupné-vystupniho chovani daného systému - ¢asovy prabéh
stavovych (vnitinich) veli¢in bude ovsem odlisny.

b/ L evitace kulicky v magnetickem poli
Rizeni polohy kuli¢cky v magnetickém poli je jednoduchou demonstraci principu vyuZivaného
Vv praxi u motoru s hiidelem ,,uloZzenym v magnetickém poli“ (tzv. magneticka loZiska).

u(t)... tizeny zdroj napéti (proudu), vstup systému
R .... odpor vinuti civky elektromagnetu
L .... indukénost vinuti civky el ektromagnetu
/@X u(t) R L m ... hmotakuli¢cky

i(t) ... proud vinutim
y(t) ... polohakuli¢ky, vystup systému
Fl(t) ... pritazna sila el ektromagnetu
F, .... gravitaéni sila
g..... gravitacni zrychleni, k... konstanta
Akceptovana zjednoduSeni p¥i tvorbé modelu:
neuvazujeme odpor vzduchu, predpokladame
nezavid ost indukénosti L na protékajicim proudu

<
<

i(t)

Fa(t) =kiZy2(0) , YO

F,=mg

- -



Kombinaci Kirchhoffova a Newtonova zékona dostaneme vzajemné provazané rovnice,

ditt) o d2y() _ k()
4 PR =u® M =M (1.12)

které |ze prevést na nelinearni diferencidlni rovnici tretiho réadu. Stavovy model popisujici
fizenou levitaci kuli¢cky bude tedy nelinedrnim dynamickym systémem tretiho fadu.
Volbou stavovych proménnych x, (t) =i(t); X, (t) = y(t); X, (t) = ¥(t) dostaneme stavove rovnice

stavové rovnice: K (t) =- % X, (t) + % u(t)........ = (%, X5, X5, 1)
By (1) = X (1) = f,(X, Xy, %5, 1)
__ k<) _
k(1) = () 20 PUUR fL(X, %y, X5, U) (1.12)
avystupni rovnici: — Y(t) = X, (£).eeeeiveeieseee = g(X,, X,, X5, U) (1.13)

Poznamenejme, Ze piesnéjSi nelinearni model bychom ziskali respektovanim skutec¢nosti, Ze
indukenost civky na magnetickém jadie je nelinedrni funkef protékajiciho proudu L = L]i(t)]
aprvni rovnice by bylarovnéz nelinearni diferenciéni rovnici.

¢/ Stejnosmérny motor Fizeny do kotvy

Stizenim rychlosti ot&éek ¢i Uhlu natoceni hitidele (polohy) stejnosmérného motoru se setkavame
v ngjruznéjSich aplikacich, nebot” stejnosmérny motor je velmi ¢asto pouZivany akéni organ, je
pouzivan jako pohonna jednotka - at’ jiZ pro rotaéni ¢i translaéni pohyb, tvori zékladni ¢ést
servomechanismi a pod.

Jeho matematicky model odvodime za zjednodudujicich (vétSinou akceptovatelnych)
piedpokladi linearity vSech funkci vystupujicich v jeho popisu — viz schéma:

j@®
/T

M (), M, (1)
N I |

OM@O

-

Oznageni:

R«,Lk ...odpor aindukénost vinuti kotvy (konstantni parametry)

uk (t) ... vstup (napéti privadené do kotvy motoru), ik(t) ... proud kotvy

Ur(t), ug (t)... Ubytky napéti naimpedancich kotvy,  ue(t) = keW (t)... napéti vzniklé v disledku rotace kotvy

w(t),j (t)... thlovarychlost otéseni hiidele motoru, thel natodeni hiidele motoru - definované vystupy y(t)
J ... moment setrvagnosti rotoru (zét&ze)

M, (t) = k1, (t) ... kroutici moment motoru (prepokladame linedrni zavislost na proudu kotvy; K, je konst.)
dw (t

M (t)=J # ... Setrvagny moment

M., (t) = bw(t) ... treci moment (prepokladame linedrni zavisost naw ; b je konstantaviskozniho tren)

Diferenciani rovnice popisujici chovani stejnosmérného motoru ziskame z Kirchhoffova zakona,

ze znamého vztahu pro Uhlovou rychlost otateni w(t) =dj (t)/dt a zrovnovahy momenti

(& M, =0). Jnak feteno, kroutici (hnaci) moment motoru M, (t)se v kazdém casovém

okamziku ,, spotiebovava’ na setrvacny moment M (t) atieci (brzdny) moment M, (t).
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di (t)

L, +bw(t) =k, i (1) ](t)—w(t) (114)

FR (1) = U () - kw(t); dV;(t)

Budeme-li definovat vystup systému jako Uhlovou rychlost y(t) =w(t), nepotiebujeme tieti
rovnici a po vylouceni vnitini proménné i, (t) Ize model systému popsat jedinou lineéarni
diferencidni rovnici druhého radu.

Pokud budeme definovat vystup systému jako Uhel natoceni hridele y(t) =j (t), Ize po vylouceni
vnitinich proménnych i, (t), w(t) popsat model systému jedinou linearni diferencidni rovnici
tietiho fédu. V obou pripadech je za vstup systému povazovano napéti nakotve u, (t) .

Volbou m¢titelnych stavovych proménnych x, (t) =i, (), X,(t) =w(t), X;(t) =] (t) |ze upravit
rovnice (1.14) aziskat prislusné stavoveé reprezentace LDS druhého resp. tretiho fadu.

Vystupem je thlova rychlost y(t) =w(t) :

¢ R ku .
k0o € L L Yexoy, L &% )0
S(Abch): & =@ e Yy, (1) yt)=[0 1 (1.15)
& 00 é ky _guexz(t) GSE | ]ez(t)u
g J JH
Vystupem je Uhel natoceni hFidele motoru y(t) =j (t):
e T
ehOu & " Uex(u ) éx(t)u
SAbC): gMg=aL -— OgaxMi+e0 tu(); y®=[0 0 1.8y (1.16)
gf €0 O gong S0l B ()
Hao 1 o9 &7 H
e 0 g H
e u

d/ Jednoduchy tlumié
Jako priklad dynamického chovani mechanické soustavy uvaZzujme zjednoduSeny model
pérovani ndpravy automobilu dle uvedeného schéma. Za vstup systému povaZzujeme externi silu

vyvozovanou na ndpravu v dasledku jizdy po nerovné podloZce, vystupem je vzdaenost
karoserie od podlozky (silnice).

ROy

F(t) L b k Folt) y(t)

v v

T Feu(t)

Oznageni:

Fext(t) ... vstup systému (externi sila); y(t) .... vystup systému ( vzdalenost karoserie od podl ozky)
m .... hmota karoserie; k ... konstantapruziny; b ... konstanta viskézniho téeni

F(t) = m dPy(t)/dt® ... setrvacnasila; Fyt) = ky(t) ... slapruziny ; F(t) = b dy(t)/dt ... tieci sila



Pozndmka: Za téchto predpokladu ziskame linedrni model, obecné vSak sila pruziny resp. tieci
sila mohou byt nelinearni funkce F,(t) =j [y(t)] resp. F(t) =y [¥(®)].
Z rovnovahy sil (§ F =0) dostavame linearni diferencidlni rovnici druhého rédu

.ddi’(t) +bdy(t) +ky(t) = F. (t) (117)

Volbou stavovych proménnych x(t) = y(t) ; X, (t) = ¥(t) (meteni polohy arychlosti) dostavame
stavové rovnice K (t) = X (t)
X (t) =- —><1(t)- —X (t)+ Foc (1)

avystupni rovnici y(t) = xl(t) (1.18)
V_maticovém zapisu dostdvame hledany model jako stavovou reprezentaci LDS 2. i&du

50 10 eO
n. 6kMu_3 Uex 00 éx,(t) 0
Ab,c'): ¢ Uz +€1UF, =[1 0 1.19
SADE) g i e X Dagmy”el O YO delyy (19
e/ Vozova souprava

Model dynamického chovani vozové soupravy je rozsirenou aplikaci pouZiti tlumice pri spojeni
dvou hmotnych téles. Vstupem systému je opét externi sila Feq(t), za vystup miZzeme povazovat
naptiklad vzdalenost mezi vozidly y(t) = y,(t) — yi(t). Ostatni oznaceni a piedpoklady (lineédrni
zévislogt sily pruziny atieci sily) ponechavame stejné jako v predchozim prikladu.

k
A% _
M — b my -, Fed®
il
]
) O = O C
A BAC

Z rovnovéhy sil dostaneme dvé vzajemné vézané linedrni diferencialni rovnice druhého fadu.
Pro viiz shmotnosti my: - m (t) =- K[y, (1) - y,(0)]- b[$(t) - $%(t)] + F. (t)
Pro viiz shmotnosti my: - m,8,(t) = k[ y,(t) - y, ()] +b[$(t) - $,(1)] (1.20)
Jako stavové promenné zvolime jednoduSe métitelnou polohu a rychlost jednotlivych vozi
X (1) =y, (t); %) =%t); X)) =y,(t); Xx,(t)=¥%(t) a rovnice prevedeme na ¢tyti linearni
diferencidni rovnice 1. fadu .
Ziskame stavové rovnice % (t) = x,(t)
k k b b 1
=- — + - + +
X, (1) m %, (1) m x3(t) m %, (t) m X, (1) m Foq (1)
¥ () = %, (1)
k k b b
- - +— -
X, () m, %, () m x3(t) m, %, (t) m, X, (t)

avystupni rovnici y(t) = x (1) - x,(t) (.21)
V_maticovém zapisu dostavame hledany model jako stavovou reprezentaci LDS 4. i&du
10




eh(u e 0 1 0 0 uéx(®d e 0w
Sy _gk/m -b/m  k/m  b/m ggxz(t)g+gl/mgF

Abch): € U=¢€ ue U+ € v
SADEN &maTe o 0 0 1 Gexwae o g
&g &k/m, bim, -kim, -b/mex®my & 0 g
ex(t)d
% ()Y
=[1 -1 0]¢?* U 1.22
y®)=[1 0 o]éxs(t)@ (1.22)
&, (08

f/ Soustava propojenych nadrzi

S poZzadavkem na tizeni pritoku kapaliny do soustavy propojenych nadrzi za Ucelem regulace
vySky hladin se setkavame v praxi pomérné ¢asto, a proto jako posledni ilustrativni priklad
uréime matematicky model dynamiky zmén vy3ky hladin v zavislosti na ptitoku kapainy do
soustavy propojenych n&drzi a pii volném odtoku kapaliny do atmosféry ( viz obr.):

\_/ | | Qu(t) l Do ... atmosféricky tlak l
Cerpadio ,,’;\‘
Y S G $, G
Ha(t) , Y
S <> HA(D) ﬁ
—> A _, 2\ o
Vi(t) Qu(t) va(t) Qz()

Oznaceni:
Qu(t)...pritokové mnozstvi kapaliny [m¥sec] - vstup ; Qu(t)...pritokové mnozstvi; Qa(t)...vytokové mnozstvi
Hi(t), Ha(t)... vySky hladin, zavystup systému zvolime napi. vysku hladiny v druhé nadrzi y(t) = Ha(t).
Vp(t) resp. vo(t) ... pritokovaresp. vytokovarychlost kapaliny [m/sec]
S...plochanéadrzi [m?]; S,resp. S, priiez pritokového resp. vytokového potrubi [m?]
Cp, C; ... rychlostni sowginitel ; I ... mérnahustota kapaliny; g... gravitacni zrychleni
Oznacime-li V4(t) resp. V(t) objem kapaliny v prvni resp. druhé n&drzi, maZzeme psét
dvi(t) _ ~dH,(t) dV,(t) dH, (t)
=S =Q(t) - t); =S—2-7= t) - t 1.23

m - a0)- QM ot 1 >0- QO (1.23)
pricemZ prutokové resp. vytokové mnozstvi kapaliny lze vyjédrit pomoci pratokove resp.
vytokoveé rychlosti kapaliny

Qp (t) = CpSpr (t) a QZ (t) = CZSZVZ (t) (124)

Rychlosti proudéni kapaliny v (t) a v, (t) I1ze urcit na sledované proudnici z Bernoulliho zékona
(soucet amosférického, hydrostatického a hydrodynamického tlaku je konstantni).

Priitokovy ventil: p, +r gH,(t) = p, +r gHZ(t)+%r VA(t) B v, (1) :\/29[H1(t)- H,®)]

Vytokovy ventil: p, + 1 gH,(t) = p, +%rv§(t) b v,(t) =+/2gH,(t) (1.25)

Po dosazeni (1.25) do (1.24) a nésledné (1.24) do (1.23) dostaneme dvé nelinearni diferencialni
rovnice prvniho f&du, které maZzeme povaZzovat za stavove rovnice.
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Redlny systém lze tedy popsat matematickym modelem ve tvaru nelinearniho dynamického
systému 2. fadu se savovymi proménnymi Hl(t) H,(t) aslinedrni vystupni rovnici.

<. delt(t)__ L5, 20[H,0)- Hz(t)]+ OO Jm— = f,[H,(), H,(), Q)]
dHt(t) 26,520[H,0- H,0] - = Zszm .......... = f,[H,(®), H, ()]
yty=[0 1]. eHZEtt))E (29

1.2. Rovnovazné a ustalené stavy dynamickych systému
UvaZzujme nejprve linearni t-invariantni dynamicky systém n — tého radu
LDS: &(t) = Ax(t) + Bu(t) ; x(t,) =%, , x)T R", u®)T R™, yt)T R, m, p£n
y(t) = Cx(t) (1.27)

Rovnovamé stavy x 1 R" definujeme jako stavy nerizeného systému (u(t)© 0, " t) ve kterych
ustava veskery pohyb v dynamickém systému, coZ lze vyjadrit podminkou nulové casové
derivace vektoru stavu -, =0.

Rovnovazné stavy LDS jsou tedy urceny 7eSenim linearni homogenni soustavy rovnic Ax. =0.

Homogenni soustava mé vzdy alespori jedno eSeni:
- Je-li hodnost matice dynamiky rovna dimenzi vektoru stavu h(A) =n, potom existuje
jedinétrivialni /eSeni x, =0.
Je-li hodnost matice dynamiky menSi nez dimenze vektoru stavu h(A) =k <n, potom
existuje nekonecné mnoho 7eSeni x., z nichz |ze nekonecné mnoha zpasoby vybrat n- k
ieSeni linedrné nezévislych (matice A neni regularni napt. u systéma s astatismem).
Poznamka: Z matematického hlediska je rovnovazny stav x, singulédrnim bodem feSeni stavovych rovnic. Timto

bodem prochézeji (nebo zistavaji v jeho okali) vSechny trajektorie x(t). Kazdym jinym bodem stavového prostoru
prochdzi pravé jednatrajektorie x(t).

Za ustélené stavy (, pracovni body*) x T R" budeme povaZovat rovnovazné stavy systému pri
konstantnim sizeni u(t)® u, * 0, "t

Ustalené stavy LDS jsou tedy urceny vztahem x. =- A*Bu,,,  (pro regularni matici A).

Z vystupni rovnice LDS vyplyvai existence rovnovazného ¢i ustaleného vystupu y. = Cx. .

Uvazujme nyni nelinearni t — invariantni dynamicky systém n — tého fadu
NDS: &(t) = f[x(t),ut)] ;  x(t) =% ., x®T R, u®)T R, y®T R, m, p£n
y(t) = h[x(t),u(t)] f[].h[] .... dané nelinearni (vektorové) funkce (1.28)

Definice rovnovéznych a ustalenych stava x. ¢i vystupa y. zistavav platnosti i pro NDS:

Rovnovazné stavy X, jsou dany feenim 0= f[x,,0] , rovnovazny vystup y, =h[x,,0]
Ustélené stavy x, jsou dany fe3enim 0= f [X U | . ustdleny vystup y, =h[X ,Uge]  (1.29)
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Nelinearnich dynamicky systém muZe mit jeden nebo vice rovnovaznych stavii_a navic maze
vzniknout i jeden nebo vice rovnovaznych stavii nazyvanych , izolované mezné cykly” .

Jsou to periodicka feSeni nelinearni diferencialni rovnice, kterd mohou nastat pouze pii urcitych
po¢aecnich podminkach (netvori kontinuum) a nevyskytuji se u LDS. Ve stavovém prostoru se
mezné cykly projevuiji jako uzaviené krivky, v ¢asové oblasti jako periodické funkce.

Mezné cykly mohou byt stabilni (trajektorie vychazejici z pocatecnich podminek v néjaké oblasti
stavového prostoru konverguji k meznému cyklu), nestabilni (trajektorie z libovolné malého
okoli mezného cyklu diverguji) a polostabilni (trajektorie mezny cyklus piechazeji).

Jako priklad ilustrujici existenci stabilniho mezného cyklu Ize uvést Van der Polovu rovnici:
B(t) +38Y*(t) - Ig¥(t) + y(t) =0 ; y(0), ¥(0) ... poctesni podminky

Na simulaénim schéma stavové reprezentace tohoto nefizenéno nelinearniho dynamického systému lze ovéfit
existenci stabilniho mezného cyklu pro libovolné pogatecni podminky (ovéieni ponechavame na ctenéii).

1 1
: 5 ol
&ain Integrator Integratard Scope

Froduct Math - »{[]
Function -
-
A u? g ¥ Graph

1.3. Linearizace nelinear nich dynamickych systému

| kdyZ dynamické chovéni veétSiny fyzikalnich systémt je nelinedrniho charakteru, mnoho
ztéchto systému se chova ,téméi linearng” pii malych zménéch systémovych proménnych.
Nabizi se tak moZnost nahradit model nelinearniho dynamického systému jeho linearizovanym
modelem, ziskanym linearizaci stavové a vystupni rovnice NDS v okoli jednoho ¢i vice
rovnovaznych nebo ustdlenych stavii — ,, pracovnich bodt“. Jedna se tedy o lokalni aproximativni
linearizaci NDS. Pokud budou vlastnosti NDS odvozovany z jeho linearizovaného modelu, je
vZdy nutno mit na zieteli jejich lokalni (vlastné ,,bodovou*) platnost a moznost i vyraznych zmén
téchto vlastnosti pri vétSich odchylkéch systémovych proménnych od ,, pracovniho bodu®.
Poznamka:

Za urgitych podminek 1ze nelinearni transformaci stavu a vstupu prevést NDS piimo na linearni dynamicky systém,
jehoz vlastnosti (napt. stabilita) potom vykazuji globalni platnost. Tento pristup se nazyva exaktni linearizace NDS,
piekracuje vsak rdmec pirednasené latky v LS1,2 anebudeme se jim dale zabyvat.

Uvazujme nelinedrni dynamicky systém (1.28)

NDS: %(t) = f [x(t),u(t)] xt)T R, u®)T R™, yt)T R°; f[] resp. h[] jsou dané
y(t) = h[x(t),u(t)] n- rozmérné resp. p - rozmérné nelinearni vektorové funkce

a vytvorme jeho linearizovany model, ktery by mél aproximovat chovani NDS v blizkém okoli

ustdleného stavu (pracovniho bodu) x. , uréeného vztahy (1.29).
Blizké okoli pracovniho bodu budeme respektovat zavedenim odchylkovych promennych

Dx(t) = x(t) - x p X(t) = x. +Dx(t)
DJ(t) = U(t) - ukonst. p U(t) = ukonst + DJ(t) (130)
Dy(t) = y(t)- v, b y(® =y, +Dy(1)

Linearizovany model ziskame rozvojem nelineérnich vektorowych funkci f[] resp. h[] ve
stavove resp. vystupni rovnici NDS v Taylorovu 7adu v okoli pracovniho bodu pri zanedbani
vySSich ¢lenii rozvoje.
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Pro stavovou a vystupni rovnici dostavame

%, + DK(t) = f[X, + DX(t), Uy + Du(t)] = f(xr,ukona)+ﬂ ! e X - X ]+'” L

Xr Uponst [U(t) - ukonst]

ﬂh[]

e, XO - % 51 [U() - U]

a protoze pro ustaleny stav resp. vystup plati % =0= f (X, Uyq) resp. Y, =h(X, U ) -
dostaneme stavovou a vystupni rovnici linearizovaného modelu v odchylkovych proménnych

yr * Dy(t) = h[X" + DX(t), ukonst + DJ(t)] = h(Xr ’ Ukonst) + ﬂ:‘;[]

ﬂf[]

T
DX
0=,

X¢ s Uonst (t) te X¢ Uionst DJ(t)

'"h[] Du(t) (1.31)

]
Dy(t) = 0

Xr Ukonst DX(t) +

Xr sUionst

V blizkém okoli pracovniho bodu jsou tyto rovnice formalné shodné se stavovou reprezentaci
linearniho dynamického systému

k(t) = Ax(t) +Bu(t); x@®)T R, ut)T R™, yi®)i R”

y(t) = Cx(t) + Du(t) A..nxn, B.nxm, C..pxn, D...pxm (1.32)
piicemz matice A B,C,Djsou uréeny z Jacobiovych matic po dosazeni veli¢in definujicich
pracovni bod (x(t) =X, a u(t) =Uu,.g):

() [ MOu erme) | MOu
e u e u
il e T gl e T
L XOu ‘ITf()a U™ a0 | Ou
8 ﬂXl ﬂXn ux uku ISt 8 ﬂUl ﬂum er Yukunst
éfh, () Th,() U efh, () Th,() u
¢ 1, = X u g‘ﬂul - flu u
e CY pomll g " s
P e, ‘ITh()u W e, () thyOu
é 1-l-Xl ﬂxn uX Ukonst e ﬂul ﬂum ervukunst
Pi#iklad 1.1. :

Urcete linearizovany modd soustavy propojenych nadrzi v okoli ustdleného stavu, piedstavovaného pii né&jakém
konstantnim privadéném mnozstvi kapaliny Q,, . ustdlenymi hodnotami vysky hladin H,,,H,, . Pri odvozeni
zachovejte vyznam fyzikanich proménnych.
Regeni:
1/ Soustava byla popsdna stavovym nelineérnim dynamickym modelem 2. ¥adu (viz 1.26)

slinearni vystupni rovnici:

dH, (t 1 1
Olt( ) _. es, J209[H, ) - H,(1)] p L J— = f,[H,(0), H,(©),Q ()]
dHZt(t)—gcpSszg[H ©- H,0]- = ZSZW __________ = f,[Hy(®), H,(t)]
H
w=lo I51;
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2/ Ustdleny stav H,,,H,, pri konstantnim piitoku Q,, o uréimedle (1.29) feSenim rovnic

1 1
0=- gcpsp,/zg[Hlr - H,, +§Qlkonst .................. = f,[Hy Ha Quons |

1
S,y29[H,, - HZ,]-gczsz,/ng2r ............... = f,[Hy . H,
3/ Linearizované stavové rovnice pro blizké okoli ustéleného stavu uréime vypoctem

Jacobiovych matic v ustdleném stavu L[]|H . °A, L[]|H . °p (viz1.31-1.33).
Tl'H r 1~<]konst 1‘|’Ql r 1~<]konst

Vystupni rovnici neni tieba linearizovat, nebot’ je lineédrni.

Stavovou reprezentaci linearizovaného modelu v prirastkovych proménnych ziskéame ve tvaru

c,S,v/29 c,S,v/29
Dﬂl()—-ﬁ D)+ 28\/7DH () += DQl(t)

8429 ¢ &SW29 | cS42g
DH, (t) = —"—=——DH,(1)- &
2S\/H, 82S\/H,, - H,, 28\/H2r A
eDHl(t)u
Dy(t) =[O0
[ ] (t)u
4/ Stavova reprezentace linearizovaného modelu NDS v maticovém z4pisu je formané shodna

s maticovym zépisem linearniho t-invariantniho dynamického systému 2. fadu s jednim
vstupem a jednim vystupem (SISO)

DH, (1)

S K(t) = Ax(t) +bu(t) ; x@®)T R?, u(t),y®)T R
y(t) =c"x(t),

coz v naSem pripadé odpovida zapisu

_engll(t)u ea11 aizueDHl(t)u éb u €DH,(t) U

S: eDl-gl (t)u eaﬂ SDH (t)u gJZUDQl(); SDH ()u .. (odchylkovy) vektor stavu
D)/(t):[cl ]SDH 183 : DQ,(t) ...odchylkaod Q. . Dy(t)...odchylkaod Y, .

Hodnoty parametrii v maticich A, b, c’ jsou zigimé z piredchozich rovnic v rozepsaném tvaru.

1.4. Typy rovnovaznych stavii LDS a pribéh trajektorii systému
UvaZzujme nefizeny lineérni t-invariantni dynamicky systém
S At =Ax(t) ; x)T R, y®T R, x(t,) =%, 0 ... nenulové pocatesni podminky

(1.34)

y(t) = cTx(t) =0... nulovy rovnovézny stav (det At 0)
X,

ReZeni stavové rovnice x(t) =e

'X(t,) ndm dava predstavu o ¢asovém priabéhu stavovych
0

veligin x(t),.., (t) . V kazdém casovém okamziku t T [t,,t] predstavuje feSeni x(t ) n¢jaky bod

ve stavovém prostoru R" a pohyb tohoto bodu znazornuje trajektorii systému.

Chovani LDS v okoli rovnovazného stavu x muzeme tedy posuzovat i podle prab&hu

trajektorii systému, které ziskame vyloucenim ¢asu z feSeni x(t),...x. (t) .

Poznamka: Z podminek existence a jednoznacnosti feSeni stavové rovnice vyplyva, ze kazdym bodem

xI R prochézi jedina trajektorie, singularnim bodem feSeni , t.j. rovnovaznym stavem X vSak mize prochézet

vice trajektorii nebo se mohou nachézet v jeho libovolné blizkém okoali.
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Priibeh trajektorif systému zavisi na vlastnich ¢islech matice dynamiky {1, (A)}._,. Tamohou byt
redlna, ryze imaginarni ¢i komplexné sdruzend, pricemz redlna vlastni cisla ¢i redlné ¢asti
komplexné sdruzenych vlastnich ¢isel mohou byt ¢isla zdporna nebo kladna a rozhoduji tak o
stabilité ¢i nestabilité reSeni x(t) , resp. o typu a stabilite rovnovazného stavu.

Typy rovnovéznych stavi stired, ohnisko, uzel a sedlo atypické prabehy trajektorii pro LDS
2. fadu pro dany pocatecni stav X(t,) jsou schématicky znazornény na nasledujicich obrazcich:

»
>

X, A X,

v

R e

Rovnovézny stav x,=0 typu ,, stired” Rovnovézny stav x,=0 typu ,, ohniska” (stabilni)
I'1,(A) =%£jw ... (ryzeimaginrni) I 1,(A)=-s * jw... (komplexng sdruzend)
Casovy priibéh x(t) je kmitavy, netlumeny Casovy priibéh x(t) je kmitavy, tlumeny

A X . A X

~ / P
~ rd
N .
N .
N .
N
.
N
N
N
N
o N
Ll I RS
id ~
. N
X= g S
r 4 ~
.
N
N
N

v

Rovnovézny stav x,=0 typu ,, uzel“ (stabilni) Rovnovézny stav x,=0 typu ,, sedlc” (vzdy nestabilni)
I ,,(A)=-s,,-S, ... (stgndznaménka) I 1,(A)=-s,,#s, ... (riznAznaménka)
Casovy prabsh x(t) je nekmitavy, aperiodicky Casovy prabsh x(t) je nekmitavy, aperiodicky

Charakter prube¢hu trajektorii a vlastnosti linearniho dynamického systému se pro uréeny typ
rovnovazného stavu neméni se zmeénou pocaecnich podminek a maji tedy globalni charakter.
Chceme-li ur¢it prabeh trajektorii v okoli rovnovéaZzného stavu u nelinearniho dynamického
systému, uréime nejprve jeho linearizovany model v prislusném rovnovédzném stavu
(rovnovaznych stavi muze byt vicel) a o jeho typu a stabilité rozhodujeme podle vlastnich ¢isel
matice dynamiky linearizovaného modelu (viz Jacobiova matice), ale sjednou dil€eZitou
vyjimkou: o typu a stabilit¢ rovnovdzného stavu nelze rozhodnout, pokud matice dynamiky
linearizovaného modelu ma viastni ¢isdla na imaginarni ose.

Charakter prabéhu trgjektorii a vlastnosti nelinearniho dynamického systému pro urceny typ
rovnovaZzného stavu se mohou menit se zménou pocéatecnich podminek a maji tedy pouze lokéni
charakter.
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Priklad 1.2.:
Urcete typ a stabilitu rovnovaznych stavi systému, popsaného
1/ linedrni diferencialni rovnici (netlumeny harmonicky oscilator)

§(t)+y(t)=0; y(0) =1,%(0) =0 ... pog. podminky
2/ nelineérni diferencialni rovnici

§(t) + ag(t) - by(t) +cy®(t) =0; y(0),¥(0) ... poc. podminky, parametry a,b,c> 0

3/ nelinedrni diferenciani rovnici (viz Van der Polovarovnice v odstavci 1.2.)
§(t) +38y°(0) - JYYO+ Y =0 y(0), ¥(0) .. pot. podminky

ReSeni:

1/ Zvolime-li stavové promenné X, (t) = y(t), X, (t) = ¥(t), dostaneme stavové rovnice systému
(1) =x,(t)
(1) =- % ()
V maticovém zapisu
,(0u_¢0 10640 €x(0)u_ el
&Od &1 oide®d &0 &b

Vlastni ¢islamatice dynamiky jsou ryze imaginami |, ,(A) =% arovnovény stav X =0 je

%(0) =1,%,(0) =0... poe. stav, X, =X, =0 ...rovnovéazny stav

typu ,stied“ P trajektorie systému ve stavovém prostoru budou kruznice (pro libovolny pogatesni stav).
Presvédiime se o tom urdenim rovnice trajektorie vyl ougenim asu z fedeni stavové rovnice X(t) = € x(0)
éx(t)u_écost sintuélu_écost
&,MnH & snt costHiod & sint!
nebo ,alternativné, piimou integraci stavovych rovnic
do) __ x®) , X0, %0 _,
dx, (t) %, (t) 2 2

2/ Zvolime opét stavové proménné X, (t) = y(t), X, (t) = ¥(t) adostaneme stavové rovnice
(1) =%, (1) ° (%, %,)
K, (1) = b, (1) - ox}(t) - ax, (1) © (%, %,)

Polozenim¥, =0, %, = 0 Zjistime, Ze nelinedrni systém ma 3 rovnovézné stavy

P xZ(t) + X5(t) =1 (rovnice krunice ve stavové roving).

, integragni konstanta k=1/2 (uréenaz pocatecnich podminek).

%,(0),x,(0) ... poe. stav

'x, =(0,0), ?x. = (+/b/c,0) 3% = (-+/b/c,0)
V kazdém rovnovazném stavu urcime linearizovany model NDS, resp. pridusné matice dynamiky (viz 1.33)
1A:ﬂf (X) . , ZA:ﬂf(X) L , 3A:ﬂf (X) .
x = % |x=x % |x X,

Vlastni ¢ida téchto matic potom charakterizuji typ rovnovazného stavu, jeho stabilitu ¢i nestabilitu a prabeh
trgjektorii v blizkém okoli rovnovézného stavu.

. 0 10 0 10
Pro*x. =(0,0) : 1A:—ﬂf ) o, = g 2 11y = g 3
Ix Pex 3330(1 -ag 33 - 4
-ax+a’+
Viasni sida'A : det(l1-*A) =0 b |, =—o" ; B b 1 =(00) e, sedior.
f(x) é 0 1u
Pro?x ,*x. = (x+/b/c,0): 23 = (X 23, = @ ’
(0] r r ( ) ﬂx x=23, g_ 2b _ aH
- 2 -
Vlagni cida **A: det(I 1-2°A)=0Pp 1,,= az 261 & P rovnovézné stavy

2% ,°x = (x+/b/c,0) jsou bud ,stabilnimi uzly* (a* - 803 0) nebo, stabilnimi ohnisky* (a* - 8b< 0).
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3/ zvolimeopet X, (t) = y(t), X,(t) = ¥(t) adostaneme
X, (1) = %, (1) © f1(%1,%;)
K, (1) = - %, (1) +3%, (1) - 3% (1)%, (1) © F,(%,,%;)
Polozenim¥, =0, %, = O zjistime, Ze nelinedrni systém marovnovazny stav X, = X,, =0.

9

%,(0),x,(0) ... poe. stav

€0 1u o _ _
wex =0 = @ (- Viastni ¢islamatice A jsou
' e 1 3u

Linearizovany model mamatici dynamiky A =
_3+45
2

Tento systém ma jesté rovnovazny stav typu ,, stabilni mezni cyklus® (viz piiklad v odst. 1.2), ke kterému
sméfuji i trajektorie z blizkéno okali rovnovazného stavu ,, nestabilni uzel”.

I, P rovnovézny stav X, =X, =0 je, nestabilni uzel*.

1.5. Stavovy model LDS, #eSeni stavové rovnice
Uvazujme stavovy model linearniho t-invariantniho dynamického systému n — tého fadu
St &(t) = Ax(t) +Bu(t) ; x(t,) =%, , x()T R", u®)T R™, yt)T R°, m, p£n
y(t) = Cx(t) + Du(t) (1.35)
ReSeni stavové rovnice sestdva z homogenniho a partikularniho reSeni a ma tvar

t
X(t) = " 9x(t,) + g Bult )dt (1.36)
to
Homogenni 7eSeni x, (t) =e*"x(t,) lze interpretovat jeko stavovou odezvu na pogatesni
t
podminky pii nulovém vstupu u(t), partikularni /eeni x,(t) = ¢g*“"’Bu(t )dt jako stavovou
t
odezvu na vstup u(t) pri nulovych pogatednich podminkéch. Matice e™ je stavova matice
prechodu.
Poznamka:
Homogenni i partikularni ¥eSeni vyhovuji stavové rovnici, o ¢emz se Ize presvédiit jgjich dosazenim do (1.35). Pro
derivaci partikularniho feSeni pouzijeme Leibnitzovo pravidlo o derivaci integrdu dlie horni meze:

t t
X, ()= f tt)dt b & (1) = f(t,t)+(‘)g—tf(t,t )t
to to
Vypodet stavové matice pirechodu e™:
. . A At A%?
1/ Rozvojemv radu: e™ =1 +T+ = +o (2.37)
2/ Pouzitim zpétné Laplaceovy transformace: e* = L 1{( pl - A)'l} (1.38)

3/ Wyuzti modalni transformace.

Z linearni algebry vime, Ze kazdou ¢tvercovou matici A, 1ze prevést na diagondlni ¢i blokove
diagonalni matici D pomoci , modalni* transformacni matice V tak, Ze plati D =V *AV .
Sloupce matice V jsou vlastni vektory prislusné vlastnim ¢islaim matice A.

a/ Matice A nema nasobné vlastni ¢ida
V tomto pripadé jsou na diagonale matice D =V *AV vlastni ¢isla | (A),i=1,...n.

Protoze také plati A =VDV *, miZeme stavovou matici prechodu vyjédfit adou
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242 -1 - -142 242
et = 4 AL AT o DV T VDY VDVt +..=V(l Lot Dbt +. V1=
1 2 1 2 1 2
iellt I_ 0 l;l
_ é _
=Ve?Vi=VEl O Il g/ (1.39)

é It
e0 L e 4

b/ Matice A ma nasobna viastni ¢ida
Uvazujme napt. k-nasobné vlastni ¢islo |, . V tomto piipadé se bude na diagonale matice D

nachazet k x k matice J, (,Jordanovaklec*) anenasobnavlastni ¢isla | (A),i=1,...n-k:
¢, 1 L ou

d, L 00U 8 u
A ’ 0 O O .
=31 [1] wd  kde[s]=¢ G
go Lo E el O O 1d
n- k e u
e0 L 0 I,g,
Stavovou matici prechodu uré¢ime stejnym postupem jako v predchozim piipadé a dostaneme
€ 1 e
@l PLet l:l @ e u
Al é Jit y 1 é (k i 1)I lj
e =Vg [e' ]kxk uL\/ : kdee’' =gl O I 0 (1.40)
A okt [ é It ]
& e~H g 0 L e 3
e Uko
4/ Vyuzti Cayley-Hamiltonovy véty pro maticove konvergentni funkce
Veta 1-1: (Cayley-Hamiltonova)
Kazda ctvercova matice A, vyhovuje své charakteristickeé rovnici.
Aplikujme vétu na matici dynamiky nerizeného linearniho dynamického systému
S k(t) = AX(t) ; x()T R", [.(A),i=1,...n, jsouznama vlastni ¢islamatice A, .

Pro danou matici A urcime charakteristickou rovnici det(l | - A) =0
det(l1- A=1"+a, ,I"" +..+a,l +a, =0 (rovnici vyhovuji véechna |, (A),i=1,...n).

Podle Cayley-Hamiltonovy véty musi matice A vyhovovat své charakteristické rovnici
A"+a, A" +. . +a,A+a,l =0

Z rovnice lze vyjadiit maticovou funkci f (A) = A" jako maticovy polynom P(A), s P(A)=n-1

f(A° A"=-a_ A"'- ..-a,A-a,l =P(A) (1.41)
Podle C.-H. véty, mazeme maticovou funkci f (A) vyjédtit jako funkci proménné | ., i=1,...n
fg)ell=-a, M- ...-al,-a,=P(,), i=1,...n (1.42)

Dostaneme tak n rovnic pro vypocet koeficientii a,,a,,...a,,_, apo jgich dosazeni

do maticového polynomu P(A) urc¢ime maticovou funkci f(A)° A".

Tento postup lze pouzit pro libovolnou konvergentni maticovou funkci, kterou vyjadiime
maticovym polynomem stupné (n-1) s neznamymi koeficienty (viz Gantmacher: Teorie matic).
Jak jsme ukézali, pro vypocet maticove funkce je postatujici znalost vlastnich ¢isel matice A
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MaZeme tak vypocitat napt. maticové funkce AY?, A“(k <n), In A nebo e*, atedy i stavovou

matici prechodu e™. Pri k-nasobném vlastnim ¢isle |, maticeA pouZijeme pro urceni
koeficientti ay,a,,...a ., jesté (k-1) derivaci vztahu (1.42).
Priklad 1.3.:

Urcete stavovou matici pirechodu eM pro netlumeny harmonicky oscilétor (viz Priklad 1 v odstavci 1.4.) pouZzitim
al Zpétné Laplaceovy transformace b/ Modalni transformace ¢/ C.-H. véty pro maticové funkce

Reseni:
é0 1u
Matice dynamiky netlumeného linearniho harmonického oscil&oru je A = é 1 OL,‘I’ I, =%i,n=2
€ u
lae p 1 ou
i 1 ap 1lou |(; 2+1 p +1j gcost sinty
a e =L pl - A Y=Lt — S=Lc P Y=g ‘
TP "‘1%'1 p% ¢ 1 P 5 & sint costy
f& p*+l pP+ig

f/z V2/2 le" 0uef/2 -uf/zu

b/eAt _VeDtV 1
T82/2 -iN2/2080 e'tgVa/2 iN2/2d
e(e +e"M)/2  (e'- ")/2|u écost  sinty
e'( -e")/2 (€' +e")/2A & sint costl
c/ eA‘:alAt+a0I ... maticova funkce je vyjadrena maticovym polynomem stupné n-1=1
e" =a,it+a,, € "=.a Jdt+a, ... prechdzimenafunkcevpromennél I,
S N sint
ReSenim rovnic ur¢ime parametry: a, =cost , a, =——
snt€0 10 €l Ou_ecost sntu
Mza,At+a,l ==— ut costa j=é a
t £1 0 © 18 & snt costf

1.6. Vlastnosti spojitych linedrnich dynamickych systémi

Vnitini stabilita LDS (stabilita rovnovazného stavu x,)

Definice:
Rovnovazny stav X, = 0 nerizeného spojitého LDS

S k()= Ax(t) ; x®)T R, x =0, t1 [t,,¥), x(t,)=X, ... posatesni podminky
je asymptoticky stabilni, jestlize" X, IirQ”X(t)” =
stabilni, jestlize " X, $M (XO):”X(t)” £M(x)," t,t1 [ty ¥)
a nestabilni, jestlize $x, : [jDTHX(t)” =¥

pricemz || X(t)|| oznacuje Euklei dovu normu vektoru stavu, x(t) je 7eSeni stavové rovnice.

Véta1-2.: Nefizeny spojity LDS je asymptoticky stabilni U Rel . (A)<0,"i,i=1,...n
anegabilni, jestlizeexistuje | . (A): Rel ;. >0

Dikaz X(t) = e™x(t,) =Ve”'V 'x(t,) = é c€'x (t,)  (7e3eni x(t) je linearni kombinaci modi systému)
i=1
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Vnéjsi stabilita LDS (BIBO stabilita, vstupné-vystupni stabilita)

Definice:
Fojity linearni dynamicky systém
S K(t) = AX(t) +bu(t) ; x(t,)=x, Xt R", u(t), y)T R
y(t) = c"x(t)
je vstupné-vystupné stabilni (BIBO stabilni), jestlize reaguje na omezeny vstup omezenym vystupem:
"u)," tru) < M, $M, ily(t) <M,

Véta 1-3:

¥
Spajity linearni dynamicky systém je BIBO stabilni U ()g(t)|dt < ¥, kde g(t) jeimpulsni funkce systému.
-¥

¥
Ditkaz: Vyplyvé z konvolutorniho integrélu y(t) = gg(t - t)u(t )dt .
-¥

Poznamka: Pojem , stabilita ve smydu Ljapunova“ bude zaveden a vysvétlen v 11. kapitole. Pokud hovoiime o
stabilité systému, mame obvykle namysli vnittni stabilitu.

Riditelnost a dosaZitelnost LDS

Zakladni dlohou Fizeni dynamickych systémi je urceni fizeni u(t), t1 [t,.t,], které zpisobi
zmeénu daného pocatecniho stavu systému x(t,) ve zvoleny koncovy stav X(t,). Lze-li takové
fizeni ur¢it, obvykle existuje takovych fizeni vice a mezi generovanymi trajektoriemi x(t) Ize
vybirat, coZz je z&kladnim principem Uloh optiméniho tizeni. Jestlize cilovy stav nebude
dosazitelny, ztrati tyto Ulohy smysl. Zavadi se proto pojmy Fiditelnost stavu, kdy vychozim
stavem je libovolny pocatecni stav systému X(t,) * 0O a koncovym stavem je pocatek stavového
progoru x(t,) =0 a dosaZtelnost stavu, kdy vychozim stavem je naopak pocétek stavového
prostoru X(t,) =0 a koncovym stavem je libovolny stav  x(t,) * 0. Jsou-li v3echny stavy
systému tiditelné resp. dosaZitelné, fikdme, Ze systém je Fiditelny resp. dosazitelny.

Dosazitelnost je silngjsi vlastnost nez riditelnost, protoze systém muze prejit do nulového stavu
bez fizeni a pritom nemusi byt dosazitelny.

Definice:
Soojity linearni dynamicky systém
s K(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t,)=% . x®T R, u(t), y)T R

y(t) = c"x(t)

je Fiditelny, jestlize " X(t,) * 0,X(t,)T R", existuje fizeni u(t) na konecném casovém intervalu t1 [to,tl],
které zpizsobi zmeénu daného pocatecniho stavu systému X(t,) v koncovy stav X(t;) = 0.

Jinak /eceno, musi platit

5]
X(t,) © 0=e " x(t,) + g Vbu(t )dt

to

Véta 1-4:
Spojity linearni dynamicky sysém je #iditelny U hodnost matice #iditelnosti Q. je rovna dimenz vektoru
stavu X(t) :

HQ.] = h[b, Ab, A%D,..... A”'lb] =dimx(t) =n (1.43)

Dikaz Vyplyva z podminek reSitelnosti stavové rovnice vzhledem k 7izeni u(t) pro libovolné X(t,). Dikaz je
jednoduchy pro diskrétni systémy, pro spojité systémy jej neuvadime.
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Definice:
Fojity linearni dynamicky systém
s A(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t,)=% . x®T R, u(t), y)T R
y(t) = c"x(t)
je dosaitelny, jestlize existuje 7izeni U(t) na konecném casovém intervalu t1 [to,tl], které zpusobi zmenu
daného pocatecniho stavu systému X(t,) = 0 v libovolny pozadovany koncovy stav X(t;) * O.

Jinak /eceno, musi platit
tl

x(t,) = g Vbut )dt

to
Polozime-li x(t,) =- " %x(t,), je ztejma formani shoda podminek fiditelnosti a dosazitelnosti
stim, Ze fiditelnost predpoklédé existenci inverze stavové matice prechodu, cozZ je u spojitych
linearnich dynamickych systémua spinéno.
Z uvedeného vyplyva, Ze véta o Fiditelnosti plati i pro dosazitelnost spojitého LDS.

Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost LDS

Pozorovatelnost a rekonstruovatelnost souvisi s moznosti urcit stav systému x(t) na zakladé
méteni jeho vstupu u(t) a vystupu y(t) na kone¢ném casovém intervalu. Urcujeme-li stav na
zacatku intervalu mereni, jedna se o pozorovatelnost stavu, urcujeme-li stav na konci intervalu
mereni, jedn& se o rekonstruovatelnost stavu. Jsou-li véechny stavy systému pozorovatelné resp.
rekonstruovatelng, fikame, Ze systém je pozorovatelny resp. rekonstruovatelny.

Definice:
Fojity linearni dynamicky systém
s A(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t,)=% . x®T R, u(t), y)T R

y(t) = c"x(t)
je pozorovatelny, jestliZe pozorovanim vstupu U(t) a vystupu Y(t) na konecném casovém intervalu t 1 [to ,tl] lze
urcit pocatecni stav systému X(t,) .

Jinak 7/eceno, " t musi platit
t
y(t) - ¢ ¢g*“but )dt =cTe*x(t,)
to
Pozndmka: Protoze vliiv vstupu na vystup je znamy (je urcen druhym ¢lenem na levé strané) nebo meize byt i nulovy,
meizeme predchozi vztah zjednodusit:

y(t) =c'e* Ox(t,)

Véta 1-5:
Spojity linearni dynamicky systém je pozorovatelny U hodnost matice pozorovatel nosti Qp je rovna dimenz
vektoru stavu X(t) :

NQ,l=hg’ c'A L cA" =dimx(t)=n (1.44)

Diikaz: Vyplyva z podminek 7editelnosti vystupni rovnice pii znamém vstupu u(t) pro libovolné X(t,) . Dikaz je
jednoduchy pro diskrétni systémy, pro spojité systémy jej neuvadime.

Definice rekonstruovatelnosti se liSi pouze pozadavkem na uréeni stavu x(t,) nakonci intervalu
meéieni a podobn¢ jako u fiditelnosti a dosaZitelnosti LDS |ze ukézat, Ze véta o pozorovatel nosti
plati i pro rekonstruovatelnost spojitého LDS.
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Riditelnost a pozorovatelnost (dosaZitelnost a rekonstruovatelnost) Ize nejjednodudgji ilustrovat
na systému n-tého fédu S: (A,b,c’) v ,modalni (Jordanove) stavové reprezentaci* , kdy vlastni
¢islatvori diagondlu matice dynamiky (viz odst. 1.5a1.7).

Pro_realna, rizna viastni ¢isa | . (A), i =1,...n, matato savova reprezentace tvar

ey &, L 0y ébu ex,(t)u

. é , u_é v , a,é : _ é , u

S: (?M q—éM @) ML:@M l:J+éMt:}J(t) .y =[c L cn]ém G

e,y 60 L | gex.(he &o.H ex, (Vg

Pro matice fiditelnosti a pozorovatelnosti dostaneme

é L I7'bu éc U éc L ¢ u
— n14 — © u . _¢© u_ée a
Q. =[b, Ab......A b]—(E:.M l 0 Qp_§ I @_éM g
&, L 17'bY AT &l L el

Ze stavové rovnice vidime, Ze pokud jsou v3echny prvky b matice b nenulové, jsou vsechny
slozky x (t), atedy i prislusné mody e, i =1,...n, ovlivnitelné fizenim u(t) . Takovy systém
je fiditelny a matice fiditelnosti ma hodnost rovnajici se dimenzi vektoru stavu . Bude-li
libovolny z prvkia b nulovy , nebude prislusnéa sloZzka vektoru stavu a prislusny maod ftiditelny a

v matici fiditelnosti bude odpovidgjici fadek nulovy. Ztoho vyplyvd, Ze hodnost meatice
fiditelnosti bude menSi nez dimenze vektoru savu a systém nebude fiditelny .
Analogicky rozbor mizeme provést i pro pozorovatelnost systému.

It

Hodnost matice riditelnosti ¢i pozorovatelnosti nezavisi na stavové reprezentaci popisujici dany
systémato i v pripadé nasobnych viastnich cisel a systémii s vice vstupy a vice vystupy.

» Modalni (Jordanova) stavova reprezentace” , byla zvolena pouze kviili transparentnosti analyzy
Fiditelnosti a pozorovatelnosti, ktera se v jinych ekvivalentnich stavovych reprezentacich ztraci.

Poznamky:
1/ Protestovéni riditelnosti LDS Ize také pouzit kriterium
LDS]eiiditdny U h[(I I - A),b] = dimx(t) = n; "I (A),i=1.n  (1.45)
a pro testovani pozorovatel nosti kriterium

&l - Au

LDS jepozorovateiny U ha i T
e C 0

=dimx@t)=n; "1.(A),i=1.n (1.46)

V pifpadg, Ze hodnost matic bude pro n&jaké viastni &idol ; mendi nez N, prisudny méd systému bude
nefiditelny nebo nepozorovatel ny.

2/ Pro testovani fiditelnosti stabilnich LDS Ize pouzit gramién Fiditelnosti W, apro testovani pozorovatelnosti
stabilnich LDS gramién pozor ovatelnosti W, :

t

Stebilni LDS etiditdny O W, =W, >0,  kdeW, =lim O UbbTeX Vit (1.47)

t
0
A~ t T

Stabilni LDSje pozorovatdny U W, =W, >0,  kdeW, = I(i@rg (‘ﬁA 0Tt (1.48)

t
0

Poznamenejme, Ze symetrické matice W, W, > 0 |ze také ziskat feSenim Ljapunovskych rovnic (viz 11. kapitola) a
Ze singulérni cisamatic W,,W, Ize pouZit pro vyjédieni , miry fiditelnosti ¢i pozorovatelnosti*.
Ureeni matic W,,W, v Matlabu: gram(sys,’c’), gram(sys,’0')
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Stabilizovatelnost a detekovatelnost LDS

Zavedeni pojmu stabilizovatelnost a detekovatelnost vyplyva z principidni moznosti rozdglit
systém na stabilni a nestabilni ¢ast ataké na dosazitelnou a nedosazitelnou a na pozorovatelnou a
nepozorovatelnou ¢ast.

Fojity linearni dynamicky systém
S K(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t,)=% . x®T R, u(t), yT R

y(t) = c"x(t)
je stabilizovatelny, jestlize mnozina jeho nestabilnich stavii je obsazena v podprostoru dosazitelnych stavii a
nedosaZitelna ¢ast je stabilni.
Jinak /eceno, LDS je stabilizovatelny, jestlize $ k™ : Rel ,(A- bk")<o0, "i,i=1,.n, (1.49)
kde K" je ziskova matice zpétnovazebniho linedrniho stavového regulatoru u(t) = - k' x(t) .

Soojity linearni dynamicky systém
S K(t) = Ax(t) +bu(t) ; x(t,)=% . x®T R, u(t), yT R
y(t) =c"x(t)

je detekovatel ny, jestliZze mnozna jeho nestabilnich stavii je obsaZena v podprostoru pozorovatelnych stavii
a nepozorovatelné ¢ast je stabilni.

Jinak feceno, LDS je detekovatelny, jestlize $ h:Rel  (A- hc')<o, "i,i=1,..n, (1.50)
kde h je ziskova matice zpetnovazebniho linearniho vystupniho regulatoru u(t) = - hy(t) .

S problémem stabilizovatelnosti se setkame napi. pii navrhu stavového reguldtoru pro systém,
ktery neni riditelny (dosaZitelny) a s problémem detekovatelnosti pri ndvrhu rekonstruktoru stavu
pro systém, ktery neni pozorovatelny (rekonstruovatelny).

DualitaLDS

K linearnimu dynamickému systému , jehoZ stavova reprezentace je charakterizovanatrojici
S:(Ab,c"), definujeme dudlni systém se stavovou reprezentaci °S: (A",c,b").

V dudlnim systému je tedy zaménéna matice dynamiky za transponovanou matici dynamiky

a je zaménen vstup za vystup, resp. matice fizeni za matici vystupu. Dualita se tak pienasi i na
vlastnosti systémi. Napi. fiditelnost a pozorovatelnost jsou dudlni vliastnosti, jak je patrné
z kriterii (1.43 — 1.48). Je-li systém fiditelny, potom duélni systém je pozorovatelny a naopak.

Kalmanova dekompozice LDS

Pro obecny linedrni dynamicky systém S: (A b,c’) existuje takova baze stavového prostoru R",
Ze vektor stavu x(t) miize byt dekomponovan na ¢ty vzajemne se wylucujici subvektory stavu
Ix(t),2x(1),2x(t),*x(t) , odpovidajici dekompozici S na subsystémy *S,%S,°S,*S sviastnostmi:
'S: Fiditelny, ale nepozorovatelny subsystém (matice dynamiky A, )

’S: riditelny a pozorovatelny subsystém (matice dynamiky A,,)

*S: neriditelny a nepozorovatelny subsystém (matice dynamiky A,)

*S: neriditelny, ale pozorovatelny subsystém (matice dynamiky A,,)

Takova dekompozice sice neni jednozna¢nd, neméni se viak dimenze jednotlivych subsystémi.
Uvazujme napt. dekompozici

Ay A, A Al @1@
e u u
S0 0 . 2
Avs@el M2 P b%%@%zlﬂ c"%%®[0 ¢, 0 ¢, (151)
€0 0 Ay Ayl eod
P00 o oad G
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ktera je znazornéna na zjednoduSeném blokovém schéma

bg > 25 c, —»
A ; Aoy ]
u v
by > 's
4
Az +— Ay ]
y
%S
L S -
‘s c, —»

Pomémka: Jeli napiiklad dany systém S (A,b, ") riditeiny (h[Q, ] = dim x(t) =n), de krome pozorovateiné cast

ma i nepozorovatelnou cast (1£ hl_QpJ < n), je dekomponovatelny na subsystémy S,?S a Ize j§ popsat stavovou
reprezentaci se strukturou

E'%(t)u _ eAll Auue x(t)u éb U x(t)u
t); t)=(0 c, &
e303"80 A Lot g, B0 YO = [ c]e 0"

Budeli naopek dany systémS:(A,b,C") pozorovateiny (hl_QpJ: dim X(t) =n), de krom¢ fiditelné ¢asti ma i

nefiditelnou cast (1 £ h[Qrv] < n), je dekomponovateiny na subsystémy S a *S alzeje popsat tavovou reprezentaci s
strukturou

/()0 _EA, A, L€ x(t)u é)z x(t)u
5 a t =[c, c, e,
Sami 80 Aol go ”“() 0=l clg x4

1.7. Vstupné — vystupni ekvivalence linedrnich dynamickych systémi
Predpokladejme, Ze pro realny dynamicky systém byl uréen stavovy model LDS
S &(t) = Ax(t) +bu(t) ; X(t,) =%, x®)T R, u(),y®)l R, (1.52)
y(t) = x(t) Ab,c" ... zndmé matice, {I , (A)}", ...zndméavlastni cisla

Z hlediska vnéjsiho popisu LDS odpovida této stavove reprezentaci jedina lineérni diferencidlni
rovnice n-tého radu s konstantnimi parametry
yO ) +a,, YT )+ +ayt) +ayt) =b u™ () +b, u" V() +..+hut); m<n, (153
kde parametry a,,a,,...a,, jsou koeficienty charakteristického polynomu matice A

all )=det(l | - A)=1"+a_ | " +..+al +a, (1.54)
Predpokladejme existenci m=n- 1 derivaci vstupni veliciny. Potom parametry by,b,,..b, , ,
zévisgjici na maticich A, b,c’, uréime prevodem stavové reprezentace na linearni diferencidlni
rovnici. Prevod provedeme formdlni derivaci vystupni rovnice a vyuzijeme platnost
Cayley-Hamiltonovy vety : A"+a A"t +..+aA+a)l =0 (1.55)

Postupnymi derivacemi vystupni rovnice (a dosazenim za %(t) ze stavové rovnice) dostaneme

V() = e, = ¢ x(t) /a,
Y(t)=c" k()= .......... = ¢' Ax(t) + c"bu(t) la,
Bi(t) = cT Ak(t) +c"bil(t) = cT A’x(t) + c” Abu(t) +c bé(t) la,
!

YO @) = = CTAYX() + €T A bU(t) +...+ cTbu(™ Y (t) la, =1
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Provedeme naznacené nasobeni jednotlivych rovnic znamymi koeficienty charakteristického
polynomu a,,4a,,...a,, arovnice secteme. Vzhledem k platnosti (1.55) dojde k vylouceni stavu

X(t) a po Upravé pravé strany dostdvame diferenciani rovnici (1.53) sexplicitné definovanou
z&vislosti parametri by,b,,..b, , namaticich A b,c’:

YO vayray=gou™ vt Qb S ALY G S A (159
- by bo

Koeficienty diferencidlni rovnice by,b,,..b, , jsou funkcemi znamych Kkoeficientu a,,a,,...a, ,
charakteristického polynomu a Markovskych parametri systému M., definovanych vztahem
M, =c"Ab, i=01..n1 (1.57)

Z rovnice (1.56) vyplyvaji dva dulezité poznatky:

1/ Relativni i‘ad systému (rozdil #&du derivace vystupni a vstupni veli¢iny nebo rozdil stupriii
polynomu ve jmenovatdi a ¢itateli pirenosoveé funkce) je dan prvnim nenulovym
Markovskym parametrem.

Je-li tedy napr. ¢"'bt 0, jerelativni 7ad 1, je-li prvnim nenulovym Markovskym
parametrem ¢' A"'b 1 0, jereativni 7ad n.
Relativni 7ad je 0 v pripade, Ze vystupni rovnice matvar y(t) =c' x(t) + du(t) .

2/ K dané stavové reprezentaci S: (A b,c’) sice existuje jedina diferencidlni rovnice (jedina
prrenosova funkce), ale stejnou diferencialni rovnici (stejnou prrenosovou funkci) miize
realizovat i takova stavova reprezentace S: (A,b,c"), ktera spliuje
podminky vstupné-vystupni ekvivalence:
det(l | - A)=det(l 1 - A) ... rovnost charakteristickych polynomii (viastnich ¢isel)
c'Ab=c"A'b,i=0,,..n1 ... rovnost Markovskych parametrs (1.58)

ProtoZe uréeni ngjaké ekvivalentni stavové reprezentace S:(A,b,c',d) k dané stavové
reprezentaci S:(A,b,c’,d) miZe najit praktické uplatnéni pii modelovani ¢i analyze vlastnosti
LDS, bude vhodné nalézt podminky vstupné-vystupni ekvivalence stavovych reprezentaci (1.58)
v néjaké konstruktivngjsi podobe.

Vzhledem k tomu, Ze ekvivalentni stavové reprezentace S:(Ab,c’,d),S:(A,b,c’,d) reaguiji
na stejny vstup u(t)steginym vystupem y(t)a maji shodnou dimenzi vektoru savu
dimx(t) =dimX(t) = n, lze predpoklédat odlisny prab¢h stavovych proménnych, a tedy existenci
n&jaké regularni transformacni matice T, s konstantnimi prvky takove, ze " x(t) resp. " X(t)

X(t) =Tx(t) resp. x(t) =T X(t) (1.59)

Dosazenim transformagniho vztahu x(t) =T !X(t) a jeho Gasové derivace &(t) =T *X(t) do
stavové reprezentaceS: (Ab,c’,d) dostaneme porovndanim s  S:(A,b,c',d) podminky

vstupneé-vystupni  ekvivalence ve tvaru prevodnich vztahit mezi maticemi ekvivalentnich
stavovych reprezentaci.

S K(t) = Ax(t) +bu(t) , x(t,) - FHEYIYL St oR(t) = AX(t) +bu(t) , X(t,) = Tx(t,)

y(t) = c"x(t) + du(t) y(t) =T"X(t) +du(t)
B b
S: T 3(t) = AT 'X(t) +bu(t) /T ® S: %(t) = TAT X(t) + Thu(t)
y(t) =c"TX(t) + du(t) y(t) =c"TX(t) + du(t)
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Podminky vstupné-vystupni ekvivalence — prevodni vztahy mezi S a S:
A=TAT!, b=Tb, T =c'T*, d=d
rep. A=T'AT, b=T"h, c¢'=¢c'T, d=d (1.60)

Podminky vstupné-vystupni ekvivalence (1.60) jsou ekvivalentni podminkam (1.58):

1/ Transformace podobnosti A =TAT ' zachovavavlastni ¢isla b det(I | - A) =det(l | - A)
2/ Markovskeé parametry jsou pro ekvivalentni reprezentace shodné

c’b=c'TT ' =c'b, c'Ab=C'TT!ATT b =C"Ab,........ c'A"b=c'A"'b (1.61)
p vlastni ¢isla | ;,i=1,...n i Markovské parametry jsou vstupné-vystupnimi invarianty.

Ekvivalentni stavové reprezentace S:(Ab,c’,d),S:(ADb,c",d) zachovavaji vlastnosti
riditelnosti (1.43) a pozorovatelnosti (1.44):

Pro matice fiditelnosti a pozorovatelnosti v ekvivalentni reprezentaci plati

— v

Q. =[b,Ab, A%Db,....A" 0] = [Tb, TAT *Tb, TAT *TAT *Tb,....] =T [b, Ab, A%b,.....A" 0] = TQ.

éc u é Tt u éc u

é_T— lj éT -1 10 é T u
— ACT'A o A'THTAT ~CA . .
Q,=£ SR U=¢ Urt=Qr™ (1.62)
e )y u e U u e y u

e T_n-1l>‘I Q T ANn-194--1 l;‘l Q T n-1l>‘I

e&CAg eCATT g ec A

ProtoZze nasobenim regularni matici Tresp. T™' se nezméni hodnostQ, resp. Q,, plati
hQ,|=hQ,]=dimx(t) =dimx(t) =n resp. hQ,|=h|Q,|=dimx(t) =dimx(t)=n.

Ze vztahii (1.62) také vyplyva, Ze dva ekvivalentni 7iditelné a pozorovatelné systémy S a Sjsou
vazany regularni transformacni matici T_. (1.59), kterou |ze ur¢it ze vztahu
T=QQ" nebo T=Q;'Q, (1.63)

Vztahy (1.63) vyuZivdme pii transformaci dané riditelné a pozorovatelné stavové reprezentace
S:(ADb,c’,d) do libovolng zvolené ekvivalentni fiditelné a pozorovatelné stavové reprezentace
S:(Ab,T",d) pro vypocet parametri matice izeni resp. vystupu b =Tb resp. ©" =c¢'T™*

(z rovnosti Markovskych parametri vyplyva, Ze parametry jedné z matic jsou volitelné).

Priklad 1.4.:
K danému fiditelnému a pozorovatelnému systému S(A,b,c")
g ShOU_e4 2060 @b elt)u_&u
g0l 82 - 2ol 8™ Bl &l
éx,(Hu
|
uréete matice modelu vstupné-vystupni ekvivalentni stavové reprezentace §(K, 5, CT) , zadané specifikovanou
strukturou s éasteéné neuréenymi parametry (matice fizeni je zvolena arespektuje poZzadavek fiditelnosti)
5. Shmu_ea, awxMu &y o t)u_ex
S0l Ea oBol " &)l &

1= < 1€%(®u
y(t)_[cl Cz]ée@(t)ﬁ

Urcete hodnoty transformovanych pocéatecnich podminek.

27




Regeni:
1/ Parametry matice A uréimez podminky rovnosti charakteristickych polynomu (1.58):

det( |- A=det(l1-A) b (I +4) +2)-4=( -a,) +a2 p a,=-6, a,=2
2/ Ur&ime matice fiditelnosti pro obé stavové reprezentace atransformasni matice T, T (1.63):

é1-2u — é1-6u

Q, = g ol Qf:%) o0 hQ.]=h|Q,]| = dimx(t) = dimx(t) =n=2
6ue0 lu_e& -2u L_€é - 20
T=Q0Q" 3) o5 osi & -1ff T7g 4l

3/ Transformacni matice T , T! pouZzijeme pro urceni pocatecnich podminek amaticevystupu
X(o) =Txty) b g )E & amitey ©eoTUEl dg =l -
) & -8 o 81
Ekvivalentni systém S(A, b ,C ) je piné uréen a bude vykazovat stejnou odezvu na vystupu pro libovolny vstupni
signdl jako dany systém S(A,b,c):
5. ek (t)u_¢& 6 206x,(t)u, 6Ly éx,(t,)u_ Ly

%008 2 oo O & e Bl

yo=[3 -g5 ¢

&, (1)

1.8. Normalni formy stavové reprezentace LDS
V predchozim odstavci jsme ukézali, Ze lze uréit nekone¢né mnoho ekvivalentnich stavovych

reprezentaci S:(A,b,c",d) k dané stavové reprezentaci S:(Ab,c’,d)

S &(t) = Ax(t) +bu(t) ; X(t,) =%, x®)T R, u(),y®) R (1.64)
y(t) = cTx(t) +du(t) | .(A), i=1..n (vlastni¢islamatice A)

Ekvivalentni reprezentace Ize vyuzit pii modelovani, ale i v takovych Ulohach analyzy ¢i syntézy

LDS, které jsou transparentnéjSi a snaze reSitelné v néjaké jiné, vhodné zvolené ekvivalentni

stavové reprezentaci. Stavové reprezentace, které vystihuji zékladni vliastnosti LDS a obsahuji

minimalni pocet parametri pro popis systému nazyvame “ normalni formy” .

Zabyvegjme se nyni formanim prevodem systémuS:(A,b,c",d)do obvykle pouZivanych

normalnich forem S, : (A, ,b, ,Cy,d, ) avénujme pozornost jejich strukture.

Jordanova normalni forma S, : (A,,b,,c; ,d,)

Tato reprezentace, nazyvana téz modani reprezentace, ma na diagondle A, vlastni ¢isla |, (A),

i =1,...nanenulové prvky matice tizeni a vystupu piimo indikuji fiditelnost a pozorovatelnost.
Do této reprezentace mize byt preveden kazdy systém S:(A,b,c",d) s pouztim transformace
ekvivalence X(t) =Tx(t) =V 'x(t), kde V je * modalni transformacni matice” ( jeji sloupce tvori

viastni vektory matice A). Viz Matlab: eig(A), Jordan(A)
678 - 4, L 0w e u
c =4l = = A _€ u = e u
S, k() =V'AVX(®)+Vbu(t), kde A=zl O Wy  b=gly
g0 L 1.4 &4
y(t) = c'VX(t) +d,u(t) c’=[c L g], d,=d (1.65)

Poznamka.: V pripadé k-nasobného | ; bude mit KJ nadiagondle jedt& kxk Jordanovu klecJ, .
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Tato normalni forma odpovidéa rozkladu prenosové funkce na parcialni zlomky, ma vsak vyznam
piedevsim teoreticky, protoze pri tvorbé analogového modelu se musime omezit na realna viastni
¢isla (moznost nastaveni koeficienti modelu). Analogovy model pii redlnych, nenasobnych
vlastnich ¢islech je vytvoren paralelnim spojenim subsystému 1. fadu, v piipadé k -nasobného |
je v i-té paralelni vétvi  k subsystémi v sériovém spojeni. Poznamenejme, Ze pii volbé
parametrii T =T, =...=T, =1 maji parametry by ,..b. vyznam rezidui.

Analogové schéma (LDS3tadu, |, =-1, |, =1, =-2, parametry jsou bez prouzkii)

: P |

Integrator GFaind Scope

urty

Constant
ZFain

Al ok
= =

Integratard Inte=gratar= ZainS
Fainz Gaingd

=

F

Normaélni forma fiditelnogti S, : (A ,b.,T,d,)
1/ V téo reprezentaci obsahuje matice dynamiky A, parametry, které odpovidaji koeficientim
charakteristického polynomu matice A: det(I 1 - A)=I1"+a, | "' +..+al +a,
2/ Maiceftiditelnosti je v té&o reprezventagi iderltickou mgtici
Q =[b.Ab.A’b,...A"]=I

Struktura matic stavového model u:

© 0 L -au el
_ _ _ _ 9 o L -a Y - S
S.: X(t) = AX(t) +b.u(t), kd =€ U 'p=¢€U
. 0 X(t) = AX(t) +b.u(t) e A 8 o 6 T s
é U e
@O 0 1 -a.,p &g

y(t) =T X(T) +d.u(t) ¢, =[c g, L¢g], d,=d (1.66)

Parametry C,,..... C, jSOU obecné parametry.
Do této struktury lze transformovat jakykoliv 7iditelny systém S:(Ab,c’,d), pricemz
transformacni matici T urcime ze vztahu (1.63) pri respektovani Q, =1 :

T=QQ'=Q"', T'=Q (1.67)

Analogové schéma (parametry jsou bez prouzkii)

L]

wipstup it

Faing
cn-1

F 3

e :
- - K -
= =

Integratard Integrator2
Gaint Gainz
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Normalni forma pozorovatelnosti S, : (A,.b,.,c;.d,)

1/ Reprezentace je duélni vzhledem k normalni forme riditelnosti, matice dynamiky Kp opet
obsahuje parametry, které odpovidaji koeficientaim charakteristického polynomu matice A:
det(l1 - A=I1"+a " +.+al +a,

2/ Matice pozorovatelnosti je v této reprezentaci identickou matici

N _&T TR ~THAn-1 _
Qp_g:p CpAp L CpAp H_I

Struktura matic stavového model u:

€0 1 L 0 éb, U
é a & U
- _ _ €0 0 1 o0 Y _ g
S,: X(t) = AX(t) +bu(t), kde A . . f b, &y U
é U é-u
ea8 -a L -a.,p .0

y(t) =T, X(T) +d_u(t) ¢ =[1 0L 0, d =d (1.68)

Parametry b ..., jsou obecné parametry (zastupuji pocatesni podminky u generétoru signalu).

Do této struktury Ize transformovat jakykoliv pozorovatelny systém S:(Ab,c’,d), pricemz
transformachi matici T urcime ze vztahu (1.63) pri respektovani Q, =1 :
T=Q,, T'=Q} (1.69)

p

Analogové schéma (parametry jsou bez prouzkii)

ucth

wstup
Fain3

Integrator k4

A
Gain 0" Gaind

h
S ainz ;a':'.-_"

Frobeniova stavova reprezentace S, :(A.,b.,c7,d.)

Tato reprezentace je velmi ¢asto pouzivana z diavodu jednoduchého piechodu mezi vnéjSim a
vhitinim popisem LDS v ptipadech, kdy relativni fad systému je vétsi nebo roven 1.

1/ Matice dynamiky A je shodné s matici dynamiky normalni formy pozorovatelnosti a
obsahuje tedy opét parametry, které odpovidaji koeficientiim charakteristického polynomu
matice A: det(I1 - A)=1"+a, | "' +..+al +a,

2/ Nedochézi-li u LDS k primému ovlivnéni vystupu y(t) vstupem u(t) , t.zn., Ze relativni iad
systému je vétsi nebo roven 1 ave vystupni rovnici stavové reprezentace je d. =d =0,
potom Ize dokazat, Ze koeficienty matice €} =[c, T, L €,| serovngi piimo
koeficientiam na pravé stran¢ odpovidgjici diferencidni rovnice
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YO0 +a, YT () .+ ad(t) +ay(t) =b,u™ (1) +b, u™ V() +...+bu(t); m<n
(pti m=n-1: CT=hb,T,=0h,..... ,C,=b, ;)
atedy i koeficientim v ¢itateli odpovidajici prenosové funkce.

Struktura matic stavového model u:

60 1 L 0y é0u
8 0 N
_ _ _ €0 o 1 oY¥Y_ &
: R(t) = AX(t) +b.u(t), kd =€ U p =€
S X(t) = AX(t) +beu(t) e A 8 Mq’bF 810
e u e u
€% -a L -a,0 éa

y(t) =Sy X(T) +d,u(t) g =[c ¢ L g, d. =d (1.68)

Do této struktury lze transformovat jakykoliv 7iditelny systém S:(Ab,c’,d), pricemz
transformacni matici T urcime ze vztahu (1.63):

T=QQ', T'=QQ* (1.69)
Analogové schéma (parametry jsou bez prouzkii)
-, P L1
wystup Wit
" Fainz Gaina 1 Faing
— j: F Y
H -
wstup k4 Integrator k4 Integrator= v
an-1 Saind an-= Gainzﬁ a0 .
. P :
Pi#iklad 1.5.:
LDS je popsan diferencidni rovnici §i(t) +0.4¥(t) + 0.25y(t) = d@(t) + 2u(t) .
Y +2
(odpovidajici prenosova funkceje F(p) = (p) = b ).

U(p) p*+04p+0.25
Urcete jeho stavovy popis ve Frobeniové stavoveé reprezentaci av normalni forme riditelnosti a pozorovatel nosti.

ReSeni:
Relativni rad systému je 1, a proto koeficienty diferenciélni rovnice primo vystupuji ve Frobeniové normani formé
0 140 €0u
S, K(t) = Ax(t) +b_u(t), kde be = cl =12 1
SR = AXO DU, ke A =g o o be=gg ot =[2 ]
y(t) = cE (1)
K Frobeniove formé uréime ekvivalentni nor malni for mu fiditel nosti
_ _ _ — & -025u —
S.: X({t)=AX(t)+b.u(t), kde A =a T=lc, ¢c]=2
- XO=AXO+bUD), ke A =g gD @u o c.]

y(t) =T/ X(t)
Do této struktury |ze transformovat fiditelny systém S, transformacni matici T = Q; *, T'1 =Q, (viz 1.67).

Matici C, :[C1 CZ] vypostemezevztahu €, =ciT ' =¢c.Q [2 1]3l Ll [1 16]
Normalni for ma pozor ovatelnosti §pjeduélni k normalni formé fiditelnosti S;:
A,=A.b,=c., ¢} =b.
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2. PRENOSOVA FUNKCE SPOJITYCH LDS
Pro zavedeni pojmu pienosova funkce (prenos) spojitého linearniho dynamického systému
budeme potiebovat urcité znalosti z Laplaceovy transformace.

2.1. Laplaceova transfor mace

JestliZze néjaka funkce ¢asu f (t) vyhovuje podminkam:
f (t) jejednoznatna a po Usecich hladké v kaZzdém kone¢ném ¢asovém intervalu
f(t)=0 pro t <0

¥
f (t) je exponencidlniho radu: )f () °dt < ¥ prongjaké s, >0,
0

potom Laplaceova transformace f (t), formélné znacena F(p) = L{f (t)}, je definovana

Eé-B) L| dﬁ)y Of (t)e "dt, kde pjekomplexni proménng p=s + jw (2.1)

obraz Tongmajp 0
aexistuje " p takova, Zze Rep>s,.

Zpétna Laplaceova transformace F(p), formalné znacena f (t) =L 1{F(p)} , je definovana

g =L .ﬁgy——w(memdp & resF(p)e, (22)

Zid
original obraz
kde res F(p,) oznacuje reﬂduum F(p,) - hodnotu funkce komplexni proménné v polu p; .

Zakladni pravidla L - transformace

1 a f(t)+a,f,0)}=aF(p)+a,F,(p)  ....... (linearita - homogenita, aditivita)
L {aF (p)+a,F,(p)}=a,f,(t)+a,f,(t)

2/ L{f((t)}ZpF(p)- f(0") ceeeirieiieeeiesinnee. (Obraz casové derivace funkce)
k-l . .
Lt 9= pF(p)- & P OO0 (Obraz k-té casové derivace funkee)
=0
[ u 1 _
3 Ligf@)dty=—F(p) e (obraz integrélu funkce)
To E p
4/ '&{‘Jf(t):'pg? PE(P) i (limitni véta o pocétesni hodnote)
5/ |imf(t)=|impF(p) cteteee et neniee e e (limitni véta o konesné hodnoté, exigtuje-li )
6/ 1fg % =aF(ap), a>0. ceeeieneiineenn . (Obraz funkce pri zméng ¢asového metitka)
|
7/ { (t- t)} e”"F(P) ...ocoviveieieeeeeeeeeennen... (obraz casove posunuté funkce, dopravni zpozdeni)
8/ L{e'a‘f(t)}:F(p+a) et errttieteieaniene e neeeee.. (Obraz exponencidng tlumené funkce)
K
o L{ttra=(- D d S F)- reeevereererrsseennn. (Obraz funkce ndsobené mocninou Gasu)
10/ L|Of t)f(t- t)dtg F.(p)F,(P) ... evevveevnnne.. (obraz konvoluce ¢asovych funkci)
To

32




¥

LYF.(p)F,(p)} = of (t)f,(t-t)dt

11/ L{ f,(t)f, (t)} = z—m@jzl(q) F,(p- g)dqg............ (obraz soucinu &asovych funkci, p,q komplexni
G

proménné, kiivka G obepina vsechny pdly )

Jednoduché priklady:

4 Ll =gl o= L =

)= *‘ L fewa -
b/ Le-at = A -ate- ptdt: hY -(p+a)tdt: - (p+a)t -
03 ?3 p+a ° p+a
I 1 1
c/ Lig p——- lime™ S 1=-— (obraz ¢asové derivace funkce, pravidlo &.2)
Lot ) Ppel wo p+1 p+1
jwt JWtu ) "
d L{snwt}=L e e e‘p e e"p”w)‘]dt—i_ae t 1 g: ZW .
T2 ) 210 2j&p- jw p+iwg piew

2 4 0__ 41 171 1'

e L - =2L°1—— |— o ge’®
P p+1 p+3g Tp+1g g
v . . o _p+11
f/ Urcete !(I@I’Qy(t) a It|®rgy(t), je-lidano Y(p) = p+26'
. e _po P11 1 _ p+11 _
MWPQWMﬂ@%ﬂpz,mw»mwm1m%0p1

2.2. Pirenosové funkce, zdkladni pojmy, rozklad na parciéni zZiomky

Prenosova funkce F(p), podobné jako lineérni diferencialni rovnice s konstantnimi parametry,
jsou parametrickymi modely vnejSiho popisu spojitych lineérnich t-invariantnich dynamickych
systémii a nezavisi tedy na vnitinich proménnych systému, resp. na stavové reprezentaci LDS.

Prrenosova funkce F (p) spojitého LDSje funkci komplexni promenné p a je definovana
s pouztim Laplaceovy transformace ¢asovych funkci jako pomer Laplaceovych obrazi vystupni
veliciny Y (p) a vstupni velicinyU (p) p7/i nulovych pocatecnich podminkach (n.p.p.):
Ly} Y(p)
F(p) = B T (2.3)
Hu®} """ u(p

Pro zavedeni prenosové funkce existuji v podstate dva racionalni diivody:
a/ Laplaceovou transformaci ¢asovych funkci dostavame funkce komplexni proménné,
diferencidni rovnice prechézeji na jednodusSi polynomiélni rovnice a dostdvame se tak
z ¢asové oblasti do algebraické. Problémy analyzy a syntézy |ze ¢asto snaze vyiesit
v algebraické oblasti a feSeni v ¢asove oblasti |ze ziskat zpétnou L aplaceovou transformaci.
b/ Za predpokladu informachich vazeb mezi subsystémy Ize pomoci jednoduchych pravidel tzv.
»algebry blokovych schémat” snadno zjednodusit pienosové funkce slozZitych systémi a
naopak, vytvéret prenosové funkce slozitych systémua z pienosovych funkci subsystémd.

Ze stavového modelu LDS Ize urcit F(p) aplikaci L - transformace na stavovou a vystupni
rovnici a vylou¢enim Laplaceova obrazu stavové promeénné X (p) z obou rovnic.
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Z linearni diferencidlni rovnice Ize ur¢it F(p) primou aplikaci L - transformace.

Prenosovou funkci definujeme pri  nulovych pocatecnich podminkach systému z divodu
jednoznacnosti prirazeni vstupni a vystupni veliciny.

Ureni pirenosové funkce z daného stavového modelu
Jak jiz jsme uvedli na za¢étku 2. kapitoly, z daného stavového modelu LDS

S &(t) = Ax(t) +bu(t) ; X(t,) =%, x®)T R, u(),yt) R (2.4)
y(t) = c"x(t) +du(t)

Ize ur¢it prenosovou funkci F(p) aplikaci L - transformace na stavovou a vystupni rovnici a

vylou¢enim Laplaceova obrazu stavové promeénné X (p) z obou rovnic, pii respektovéani

nulovych poc¢étecnich podminek.
L - transformaci stavové a vystupni rovnice dostaneme
pX(P)- X, = AX(p)+bU(p) ,  Y(p)=c"X(p)+dU(p)

Upravime stavovou rovnici auréime X (p)
(bl - A)X(p) =%, +bU(p) P X(p)=(pl - A)"x,+(pl - A)*bU(p)

Po dosazeni za X (p) do vystupni rovnice dostavame
Y(p)=c'(pl - A) %, +c" (pl - A)*bU(p)+dU(p)
apri nulovych pocatecnich podminkach dostaneme pienosovou funkci jako polynomidlni zlomek
F(p =Y cT(pl- Myt =C (LoD, B(D) (25)
U(p)|™"° det(pl - A) a(p)
a(p) = det(pl - A) je charakteristicky polynom matice A, sta(p) =n

b(p) = ¢’ (pl - A*b+d.det(pl - A) =b(p)+d.a(p); stb(p)<n

Pro d =0 je stb(p) =stb(p)<n ® striktné ryzi pfenosova funkce (relativni rad 3 1)
Prod! 0 je sth(p) = stlo(p)+da(p)|=n ® ryzi prenosova funkce (refativni iad = 0)

Pomamka: V pripade, Ze stavovy modd bude popisovat LDS s vice vstupy a vice vystupy (vicerozmerovy systém,
MIMO systém), dostaneme z (2.5) matici pfenosovych funkci.

Uréeni pifenosove funkce z dané diferencialni rovnice

Predpokladejme, Ze spojity LDS je popsan linearni diferencidlni rovnici

YO ) +a,,y " )+ ayt) +ay) =b u™ () +b, U V(O +..+but); mEn (26
a predpokladejme nulové pocatecni podminky. PouzitimL - transformaci dostaneme

(p" +a,,p" ' +..+ap+a,)Y(p)=(b,p" +b, ,p™ +..+b p+b)U(p) (27)
a odtud prenosovou funkci
m m-1
F(p) = Y(p) n.p.p.:ban) +bm_1g1 +..tbp+h, _ b(p); mEn 2.8)
U(p) p"+a, ,p"t+..+tapta, a(p)
Formy zapisu pirenosové funkce, zakladni pojmy
Obecny tvar prenosové funkce je polynomiélni zlomek
m m-1
F(p): Y(p) _bmp +bm-1p +"'+b1p+b0 = b(p) m £ n (29)

U(p) p"+a,,p""+..+ap+a, a(p)’
kde koreny polynomu b(p) v ¢itateli prenosu oznacujeme jako nuly p/enosu n;, j = 1,....m

akoteny polynomu a(p) ve jmenovateli prenosu oznadujeme jako poly pr/enosu p,,i=1,...n.
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Prenosovou funkci (2.9) Ize zapsat ve tvaru souc¢inu korenovych ¢initela
Q
bm'O(p_ nj)
F(p) = J((p)) - b(m(p' r‘)l()(p' ”;)"'('(p‘ ”n;) == - Zip;, men  (210)
Y P- PP~ P2)---(P- Py Op-p) Y
i=1

PAly i nuly v prenosové funkci mohou byt realné, ryze imaginérni ¢ komplexné sdruzené
a také jednoduché ¢i nasobné.

Pokud jsou redlné casti polu resp. nul zaporné, jednd se o stabilni pdly resp. stabilni nuly.
Jestlize prenosova funkce ma realné stabilni pdly a nuly, definujeme jgich zaporné vzaté

prrevracené hodnoty jako ¢asové konstanty T, = - i, i=L..n t,=- ni j=1,..m
i i
a prenosovou funkci (2.9) |ze zapsat ve tvaru
Q
Ot;p+D
_Y(p) _byt,p+L)E,p+D.t ,P+D) b S _ b(p)

F(p)

= = = , mE£n (2.11)
Up)  a(Mp+H(p+D..(Mp+D 2 § gy aP)

i=1

kde podil koeficienta b,/ a, predstavuje tzv. staticke zesileni systému (viz 3. kapitola).

Pomamka: Pocet pdlii s nulovou hodnotou v prenosové funkci urcuje tzv. stupersi astatismu (pocet integréatorii).

Y(p) _ 3p? +15p+18
U(p) 2p°+20p*+58p+40
nuly: -2,-3 a poly: -1, -4, -5. Vyjédiete prenosovou funkci pomoci nul a pdlt a pomoci ¢asovych konstant.

Priklad 2.1.: LDSje popsan prenosovou funkei F(p) = , kterama

Reseni:

F(p):Y(p):§ (p+2)(p+3 F(p):wzlj (0.5p+1)(0.33p+1)
U(p) 2(p+1)(p+4)(p+5) ' U(p) 40(p+1(0.25p+1)(0.2p+1)

Statické zesileni K = 18/40.

Rozklad prenosove funkce na parcialni 2omky
Prenosovéa funkce F(p)je z matematického hlediska raciondni polynomiani funkce, zkrécené

polynomiélni zlomek. Polynomi&nim zlomkem je ale také napi. Laplaceiv obraz Y (p) vystupni
odezvy y(t) systému na zndmy vstupni signdl u(t), protoZe Laplaceiiv obraz U (p) = L{u(t)} je
obecné rovnéz polynomidnim zlomkema Y (p) = F(p)U(p).

Chceme-li urcit pro slozitéjsi polynomiani zlomky zpétnou Laplaceovou transformaci  ¢asovy
origind y(t) = L Y{Y(p)} nebo g(t) = L Y{F(p)}, (g(t) oznatuje impulsni funkci systému — viz 3.
kapitola), Ize ulohu zjednodusit rozkladem polynomialniho zlomku na parcialni zlomky, ke
kterym lze jiZ snadno ur¢it ¢asové origindly.

Rozklad na parcidni zZlomky budeme demonstrovat na rozkladu prenosové funkce F (p).
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Principialné mohou nastat 3 piipady:
1/ Nenasobnérealné pdly F(p)
Rozklad F(p):

Y(p) _b(p) _ b(p) _ © I . _g T
F = = = = = 212
(P U(p) a(p) 6 p-p P |ol+ P- P, e p- P, a P- P (212

kde r, jsouresdua F(p) vpdlech p, i=1,...n

Vypodet residui:
F(p)(p pI = 1(p pl) rZ(p- p|)+ L+ |(p p|)+ L+ n(p p|) b
P-P PP, p- P, - P,
r=1lim[F(p)(p- p)], i=1...n (2.13)
pP® p

Zpétna Laplaceova transformace F (p) - uréeni impulsni funkce g(t):

id J I J
g(t) = L {F(p)y = L™ y=g L’ = are™ (2.14)
{ } %la;l p- pi i=1 : p- p. i=1

2/ Néasobné pdly F(p)
Uvazujme pro jednoduchost pouze k-nasobny pol p; .

Rozklad F(p):
1 2 k K i
F(p):Y(p) — b(p) — b(p) = n + I 4+ n é I J (2_15)
Up a(p (p-p) P-p (P-P) (p- P = (P- R)
Vypocet rezidua 'r, ( j-té residuum k-nasobného polu p,):
. i k-] u .
i | ——6F - p)*Hy, i=1...k 2.16
L e (ko )idpe © (P)X(P- P) H% j (2.16)
Zpétna Laplaceova transformace F(p) uréeni impulsni funkce g(t):
1& iy S A‘ I
gt) =L {F(p}=L"ia =aL | L =a (- —t‘ e (217)
{ } % =1 (P- pl) = 1(p- k/) j=1 - 1!

Dukaz ( pravidlo ¢.9)

L{tkf(t)}(l)kdk kdk @10 (K

p- plﬂ (p' pl)k+l
-1 (J' 1)!

— apo zpétné transformaci a Upravé (2.17).

(p' pl)J

Fp) b LiteP}=(-1)

Po substituci K = j - 1 dostaneme L{tj'leplt} = (- 1)

3/ Komplexné sdruzené poly F(p)
Uvazujme pro jednoduchost pouze jednu dvojici komplexné sdruzenych poli p,, =a * jb

Rozklad F(p):
b(p) - b(p) = I + Iz = é i (2.18)

F(p) = : . . .
a(p) (p-a- jb)(p-a+jb) p-a-jb p-a+jb 7 p-p

kde residua jsou rovnéz komplexné sdruzenacisla r,, =g * jr .
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Vypodcet residui (stejny jako u pifipadu adl)):

;= lim[F(p)(p- p)], 1=12 (2.19)

Zpétna Laplaceova transformace F(p) - uréeni impulsni funkce g(t):

g(t) =L {F(p)} = a L | E) a ref =(g+jr)e® P +(g- jr)e® P =
=& (e +e JIDt)+ jr (eJIDt +e "“‘)H:Zeat [gcosbt- r sinbt] =

=2)Jg% +r 2 &'[cosbtcosj - sinbtsinj | =2,/g*+r ?e* cos(bt +j ) (2.20)

Poznamka: V predchozim vztahu jsme provedli Upravu, kterd prevadi res duum (komplexni ¢idlo) na polarni tvar.
. .. r

Redlna a imaginarni ¢ast je potom dana vztahy g = \/g2 +r? cos , r = \/g2 +r? snj ,] =arctg—.
g

V obecném pripadé maZe polynomidni zlomek obsahovat libovolnou kombinaci poli, a je tedy
nutné provést kombinaci rozkladi, vypodtu residui a zpétnych transformaci.

Priklad 2.2: Urcete zpetnou Laplaceovu transformaci prenosové funkce (impulsni funkci g(t))
Y(p) 7p® +18p+15

F(p) = = , oy p.: -3, -1t j2(@+jb
(p) U(p)  p°+5p% +11p+15 poly p j2(azjb)

Regent:
F (p) nema nasobné pdly, a proto provedeme jednoduchy rozklad na parcidlni zlomky:

24 + ry I
Fp)=— P *18p*I5  _ h L -4

(p+3)(p+1- j(p+1+j2) p+3 p+l-j2 p-1+j2 S p-p
Residua vypocteme ze vztahu I, = Iig)m[F(p)(p- pi)], i=123:
p® p

n=3, r;=g%xjr =2%]jl (viz Matlab: residue)

Dosadime do rozkladu:
F(p) = 7p*+18p+15 3 N 2+j- N 2-]_
(p+3)(p+1- 12)(p+1+12) p+3 p+1l-j2 p-1+)2

Zpétna transformace:

gt) = L{F(p)} =3e +2g? +r 2e™ coslbt +j )=3.* +2./5.e " cos(2t +0.464)

2.3. Algebra blokovych schémat

Jak jsme uvedli v Gvodu 2. kapitoly, za piedpokladu informachich vazeb mezi subsystémy lze
pomoci jednoduchych pravidel tzv. ,algebry blokovych schémat” snadno zjednodusit pienosové
funkce sloZitych systémi a naopak, vytvéret prenosové funkce slozitych systémi z prenosovych
funkci jednoduchych subsystémi. V dalSim uvedeme zé&kladni typy vazeb mezi subsystémy,
souvislosti sur¢ovanim pienosovych funkci provazbenych subsystémi a nekolik daleZitych
strukturdnich pravidel.

Sériové spojeni subsystémii

U, Yi=U, Y, Un Yn U, Yn
R | R | Y2 Fa(p) b F(p)
Pri sériovém spojeni plati: Y, . (p)=F, . (p)U,..(p) pticemz U, . (p)=Y,..; i=01,...n1
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Celkovy pienos F(p) pii sériovém spojeni je roven soucinu dil¢ich prenosi

_Yn(p) — Yn Yn-l L: = A ]
PP = ) U =y U=, 0, (PF(P - R(p) OF(p (21

n-

Paralelni spojeni subsystémii

> Fup) >
U1 Yl
u Y
F
N > é. b _ ) () -,
— U Y —
U Y
> Fp) >
Un Yo
n
Pri paralelnim spojeni plati: Y=8Y, a U=U,=U,=..=U,

.u‘

_YP) _Y_ Y Y. LY, -8 F
F(p)—m_U_U+U+...+U F.(p)+F,(p)+...+F,(p) iaz‘lF,(p) (2.22)

Zpétnovazebni spojeni subsystémii

U Y
Fi(p) U Y
F(p)
m b —> —»
F(p)

Plati: Y(p)=F,(pU(p)nF,(p)Y(p)] P [LxF(p)F,(PIY(p)=F(pU(p) b

Celkovy prenosF (p)pri zpétnovazebnim spojeni ma v citateli prenos ,piimé vétve* a ve
jmenovateli je k jedni¢ce pricten resp. odecten prenos , oteviené smycky* v zavislosti natom,
je-li zpétné vazba zaporna resp. kladna

_Y() _  FR(p)
F(p) = = 2.23
P00 " 1= (). () 229

Zakladni struktura regulatniho obvodu obvykle predpoklada jednotkovou zpétnou vazbu

A 4

Fs(p)

w Fr(p)

v
<

Prenos regulatoru Prenostizeného systému

Celkovy prenos tohoto regula¢niho obvodu se zapornou zpétnou vazbou je

_Y(p) _ Fs(p)F:(p)
)= W(p) T T+ Fe(P)Fa(P) e
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Prenos oteviene regulacni smycky je F,(p) = Fs(p)Fx(p) -

Premisténi pirenosové funkce F(p) PRED a ZA souctovy uzel

S F

Premisténi prenosové funkce F(p) PRED souctovy uzel:
Prenosovéa funkce prechézi nezménéna do ,, prichozich* vétvi T
sougtového uzlu. S

—> F ® F >
S S
S
S F_l S
Premisténi prenosové funkce F(p) ZA souctovy ¢&len:

Prenosova funkce prechazi nezménéna do ,,odchozi* vétve T
ajako inverzni do , pichozi* vétve souc¢tového uzlu. q

V blokovém schéma se vedle souétovych uzli mohou jesté vyskytnout rozvetvovaci body, které
je nékdy vhodné piremistit.

Piremisténi rozvétvovaciho bodu PRED a ZA souctovy uzel.
Ekvivalentni struktury jsou znézornény na obrazcich a ponechdvdme na ¢tendri ovéreni jejich
platnosti:

S —» S3 ® S > S
- S
$ | -
S S
L T e =
A
S| — - -
SEL: <
S
S

Souctoveé uzly je mozno sdruzovat i rozdruZovat:

«
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Priklad 2.3.: Zjednoduste blokové schéma a uréete celkovy pirenos!
Fap) %_'
F F >

2AP) 3(P) Y(p)

Redeni:  Prenosovou funkci F(p) piemistime pited souctovy uzel , oba uzly nejprve sdruzime a opét rozdruzime:

y

4

) 4

Up) — k)

> Fa(p)
Up —» R > Fyp) F3(p) > Y()
Fap) |«
Pro uréeni celkového pienosu pouzijeme pravidla o sériovém, pardelnim a zpétnovazebnim spojeni:
F.(p)  _ R(P)F.(P)F(p) + F (P)F;(P)F.(P)

“Y(p)
F(p)=—P =k (p)(F F =
(P =gy = RO+ R 1+ F,(P)Fs(p)

Priklad 2.4.: Zjednoduste blokové schéma a uréete celkovy pirenos!

U(p) Fi(p) > Fs(p) > Y(p)

F2(p) Fap) |

ReSeni:  Prenosovou funkci Fo(p) premistime za souctovy uzel a odstranime vnitini zpétnovazebni smycku:

—P 1/ F2 F1F2 > F3

v

F1F2F3
Up —* TR 1+F,F, > Y(p)

Fa <
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Pro uréeni celkového pirenosu pouzijeme pravidla o sériovém zpétnovazebnim spojeni:

F.(P)F,(P)F;(p)
F(p):Y(p): 1 1+ R (p)F(p), _ F (P)Fs(P)
Up) F(p) 1, RPFPIFPIF(P)  1+F(p)F,(p)+F(P)F.(P)F(P)F,(P)
1+ F (p)F,(p)

2.4. Pienosové funkce elementarnich ¢lena

Z hlediska modelovani |ze pohliZzet na obecnou pirenosovou funkci jako na prenosovou funkci,
kterd vznikla v disledku provazbeni jednoduchych subsystémi - elementarnich cleni -
informa¢nimi vazbami, a tedy pripustnymi operacemi mezi jejich prenosovymi funkcemi.
Prenosové funkce elementérnich ¢leni povaZzujeme za dale nerozlozitelné.

Elementéarni ¢leny, vnéj§i popis a zjednoduSeny priklad jgich praktické realizace:
1/ Bezsetrvacny (proporcionélni) ¢len

y(t) = ku(t) zesilovag: u —» Kk —»
_Y(p) _ Y
F(p)=——=k -
U ( p) dvouramenna péka: l T
AN
hydraulicky zesilovag: l T
2/ Integrator

Y(t)=§}1(t )dt ; n.p.p. pﬁtok(g:giij?gk%?nédobyz —‘ l u
¥(t) =u(t)
pY(p) =U(p) A Y
_Y(p) _1
F(p)=_\P) _ =
DU

3/ Derivator

y(t) = é(t)
Y(p)=putp e
Y(p)

F(p)=m= p

4/ Aperiodicky c¢len 1. /adu

TY() + y(t) = u(t) e L
(To+1)¥(p) =U(p) l oL l y
_Y(p)_ 1 u B
RO
T = RC je ¢asova konstanta
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5/ Kmitavy ¢len 2. /adu (komplexni poly!)

T80 +TH(t) +y() =u(t); To<2T L
nebo v interpretovatel ngj&m tvaru i T R Lrvv___

() + 2aw, Y(1) +wy y(t) =wiu(t) ; RLC dlen

(P +20m,p+w7)Y(P) =W U (P) . c= 1,
F(p)= D=t

-2 2
+ 2XW +wW
U (p) P+ nP " Omezeni zarucuji existenci komplexnich pdla. Pri rednych
kde X jereativni cinitel tlumeni, X | [0,1) pélech by byl prenos rozl oZitelny na dva aperiodické ¢leny!

W,, je netlumenéa frekvence systému

6/ Dopravni zpoZdeni

y(t) =u(t-t,) Pasovy dopravnik:
Y(p) =€ *U(p)
_Y(P) _ e
F = WY = d
(p) u(p) e

t , je asové konstanta dopravniho zpozdeni

2.5. Souvidosti mezi modely vnitiniho a vnéjSiho popisu LDS
V 1. kapitole jsme ukazali, Ze fyzikalni model redlného dynamického systému |ze obvykle popsat
vnéjSim modelem v podobé soustavy linearnich ¢i nelinearnich diferencidlnich rovnic obecné
vysSiho tédu.

Prevedenim diferencidnich rovnic vysSiho #&du na soustavu diferencidlnich rovnic 1. ¥&du jsme
ziskali vnitini model popisu jako stavovy model dynamického systému sfyzikang
interpretovatelnymi vnittnimi - stavovymi proménnymi.

Dale jsme ukézali, Ze pro Ucely modelovani mize byt vyhodné urcit k dané stavoveé reprezentaci
ekvivalentni stavové reprezentace se stejnym modelem vnéjSiho popisu.

Zpétny piechod od stavové reprezentace k diferencialni rovnici jsme uskutecnili postupnou
derivaci vystupni rovnice pri sou¢asném respektovani stavovych rovnic systému.
Ve 2. kapitole jsme zavedli ptenosovou funkci jako alternativni model vnéjsiho popisu lineérnich
¢i linearizovanych dynamickych systémi.

K dané diferencidni rovnici lze prenosovou funkci ur¢it piimou aplikaci Laplaceovy
transformace na vstupni a vystupni proménnou pii nulovych poc¢étecnich podminkéach.

Zpétny piechod od pienosové funkce k diferencialni rovnici je uréen zpétnou Laplaceovou
transformaci L-obrazt vstupni a vystupni veli¢iny.

K dané stavové reprezentaci LDS |ze prenosovou funkci urgit Laplaceovou transformaci stavové
a vystupni rovnice pri nulovych pocéecnich podminkéach vylou¢enim vnitinich, stavovych
proménnych.

Pro zpétny piechod od prenosové funkce ke stavovému modelu jsme uvedli, Ze Ize svyhodou
pouZzit prevod do Frobeniovy normélni formy.
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Rekapitulaci souvislosti mezi modely vnit/niho a vnéjSiho popisu znézoriuje naddedujici schéma;

Stavovy model

L-transformace stavové a vystupni
rovnice,
vylouéeni vnittnich proménnych

Derivace vystupni rovnice ekvivalentni reprezentace

pfi respektovani stavovych rovnic

Prevod na Frobeniovu normalni formu /I

Prevod na soustavu n diferencidnich rovnic 1. fadu,
volba stavovych proménnych

Diferencidlni L -transformace, nulové pocatecni podminky Prenosova
rovnice funkce
(n-tého tadu) [ —
Zpétna L-transformace

Souvislosti stavového modelu a pienosové funkce LDS:

Zavedenim prrenosové funkce jsme predli zcasové oblasti do algebraické a za cenu
ziednoduSeni  nekterych Uloh analyzy jsme ponékud ztratili fyzikalni ndhled na analyzu
viastnosti systémi, vyplyvajicich z 7eSeni stavové rovnice.

Objevily se nové pojmy jako nuly a pdly systému, soudélnost a nesoudelnost polynonmi,
ryzi a striktne ryzi prenosova funkce apod.

Sabilita ¢i nestabilita viastnich ¢isel matice dynamiky odpovida stabilite ¢i nestabilite
poli, 7&d systému je dan stupnem charakteristického polynomu matice dynamiky a
odpovida stupni polynomu ve jmenovateli prenosoveé funkce. Relativni 7ad systému je dan
rozdilem stuprizi polynomu ve jmenovateli a citateli prenosu a také prvnim nenulovym
Markovskym parametrem, vyznam stabilnich ¢ nestabilnich nul ale jiz tak prihledny
neni.

Riditelnost, pozorovatelnost a dali viastnosti byly veét&inou vazany na stavovy popis a pri
vnejSim popisu ztraci vyznam. V této souvidosti je viak dilezité s uvedomit, Ze pokud je
systém riditelny a pozorovatelny, jedna se o minimalni realizaci systému, charakteristicky
polynom je minimalniho stupne a v odpovidajici prenosoveé funkci nemiiZe dojit ke kraceni
polii systému oproti nuldm systému. Je-li vSak prenosova funkce urcena pro systém, ktery
je nerfiditelny a/nebo nepozorovatelny, musi nutné ke kraceni nul a poli v prenosové
funkci dojit.

Na zavér ukazeme na konkrétnim piikladu prakticky postup pii uréovani prenosové funkce ze
zndmého stavového modelu (mohli bychom tak odvodit pienosy vSech linedrnich a
linearizovanych modela redlnych systéma uvedenych v 1. kapitole).

Vedruhém prikladu uk&Zeme naopak postup, jak urcit stavovou reprezentaci v normalni
Frobeniové formeé pro obecny tvar prenosové funkce.

Priklad 2.5:
Pouiijte jiZz odvozeny stavovy model stefnosmeérného motoru 7izeného do kotvy (1.14. -1.16) a urcete prenosovou

funkci pro pripad, Ze vstupem U(t) je napeti na kotve U, (t) a vystupem Y(t) bude
a/ thlova rychlost otaceni W(t) [rad/sec] b/ thel natoceni hvidele motoru j (t) [rad]!
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Regent:
a/ MizZeme pouZzit odvozeny maticovy tvar stavového modelu (1.15)

K, ,
eR< u elu

N Gku_€ L L Uexl(t)u & éx(t)u
SAPEY G 08TEk, b B e g @ YO0 g
83 "JH eod
a urgit prenosovou funkci ze zndmého vztahu

F(p) = W((F;)) =c"(pl - A)'b= ...

Z duvodu ilustrativnosti vSak pouzijeme postupné odvozeni pienosové funkce ze stavovych rovnic (1.14):
di (t .
L DR 0 =00 ko I b =k,i ;IO =w

Respektujme v rovnicich volbu stavovych proménnych: X, (t) =i, (t), X,(t) =w(t), X;(t) =] (t)

a piipomeiime, Ze vstupni veliginou je U, (t) avystupni velicinou W(t).

Po Laplaceové transformaci dostavdme stavové rovnice ve tvaru:

(Le P+ R)i (P) =u (p) - kw(p); (Ip+b)w(p) =kyi (P); P (p)=w(p)

Vylougenim vnitini proménné i, () z prvych dvou rovnic dostdvame po Uprave hledanou prenosovou funkei
F(p) = w(p) _ Ky
Uc(p)  (Jp+b)(Ly p+R)+k.ky

Poznamengime, Ze hodnoty parametri realnych motori jsou takové, Ze tato pienosova funkce mavzdy realné pdly a
pienosovou funkci 1ze modelové povaZzovat za sériové spojeni dvou aperiodickych ¢lend 1. fadu:

F(p) = D) Ky L k

uc(p)  (p+b) (L P+R)+kky 7 (PT, +1)(pT, +1)

b/ Bude-li dedovanym vystupem Uhel natoceni , odvozeni je anal ogické stim, Ze nyni uvazujeme vSechny ti
rovnice, ze kterych je nutné vylougit vnitini promenné i, (P) aw(p).
Prenosova funkce maoprati predchozimu piipadu navic astatismus prvniho stupné:

F(p) =P - K - - k

uc(p) PIEP+b)(Lp+R) +kkyl T p(pT, +D(pT, +1)

Priklad 2.6.: Urcete stavovou reprezentaci ve Frobeniove tvaru pro prenosovou funkci
F(p)=Y(P) _2p°+4p+5 _ b(p)
U(p) p*+05p+2 a(p)

Reeni:
b(p)
a(p)

Prenosova funkce F(p) = je ryzi (rdativni f&d = 0) a vystupni rovnice stavové reprezentace musi mit

d?t 0, viz(25).
Pro ptimé uréeni parametrtt matic ve Frobeniové stavové reprezentaci je nutné nejprve provest rozklad

F(p):m ® F(p):@+ d, kde @

a(p) a(p) : a(p) jedriktnéryzi a s b(p) =< b(p)- 1:



Y(p) _ 2p*+4p+5 _b(p) _b(p), ,_ Bpth

F =
()= U(p) “prr05pr2 ap) ap) O p?+05p+2

Koeficienty polynomu v ¢itateli striktné ryzi prenosove funkce a souc¢asné i parametr d uréime porovnénim citatela

2p° +4p+5=bp+b,+dp® +05dp+2d b b =3, b =1, d=2

Dostavame
Y(p) _ 2p*+4p+5 _ 3p+1

= = +2
U(p) p°>+05p+2 p?+05p+2

F(p) =

anyni jiz mizeme piimo zapsat stavovou reprezentaci systému v Frobeniové tvaru:

S ex(u_¢0 1 vex(u &u 0
& 08 &2 - o050l &

vy =[t slgfi))ﬂ +2u(t)

Pozamka:
Pokud je prenosova funkce striktné ryzi (relativni ¥ad je 3 1), parametry Frobeniovy reprezentace odpovidaji
znamym zpisobem pifmo koeficientiim polynomi pienosové funkce.
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3. DYNAMICKE ODEZVY LDS

V piedchozich dvou kapitolach jsme se vénovali matematickému popisu dynamickych systémi a
ukdézali jsme, Ze dynamické chovani linearniho systému mize byt explicitne dano bud’ modelem
vnitiniho nebo vngjsiho popisu. V téo kapitole se zamétime na alternativni, implicitni zpasob
zji&eéni chovani dynamického systému prostrednictvim analyzy jeho dynamickych odezev.
Dynamickou odezvou rozumime c¢asove promenné chovani stavovych promennych nebo vystupu
systému, kterym systém reaguje na pocatecni podminky a/nebo na vstupni signél.

Jak uvidime déle, dynamické odezvy ndm mohou napf. poskytnout postacujici informaci o
neznamém systému, pro ktery navrhujeme regulétor, ae také informaci o tom, zda regulator byl
Uspedne navrZen a regulovand velicina sleduje poZzadovany typ referenéniho signdlu s minimalni
odchylkou.

Obecné je prirozené mozné analyzovat odezvu systému ¢i regulacniho obvodu na libovolny
vstupni (testovaci) signél, avSak teoretické i praktické davody nés vedou k omezeni mnozZiny
testovacich signdlt. Ve vétsing pripada vystacime s nékolika zakladnimi typy signéli:

1/ Jednotkovy impuls ( Diraciiv impuls)
¥
u(t) =d(t) d®): d@®)=0 "t,t* 0, cy(t)dt=1
-¥

U(p) = L{d(1)} =1 (31)
Diraciv impuls je fyzikalné nerealizovatelny, |ze jej aproximovat napt. obdélnikovym pulsem
qt): q(t)=1/t proftf £t/2, q(t)=0 proft| >t /2, kteryprot ® O limitujek d(t).

V dalSim uvidime, Ze Diractv impuls hragje dualezitou roli v analyze systémi, protoZe odezva
LDS na Diracav impuls je impulsni funkce systému g(t). Jgi Laplaceiv obraz je prenosova
funkce systému L{g(t)} = F(p)a impulsni funkce je také soucasti konvolutorniho integralu,
ktery Ize pouZit pro vypocet odezvy systému na libovolny vstupni  signdl:

t

y(t) = Og(t- t)ult )dt .

Na druhé stran¢ s pouZzitim Diracova pulsu jako referen¢niho signalu, ktery by meél byt piesné
sledovan regulovanou veli¢inou v navrZeném regulacnim obvodu, se v praxi nesetkame.

2/ Jednotkovy skok
u(t) = t] ut): u(t)=0 pro t <0; u(t)=1 prot 3 0

U(p) =Ll = (32

Jednotkovy skok je jednoduSe realizovatelny (sepnuti spinace). Odezva LDS na jednotkovy skok
je prechodova funkce systému h(t), kterd poskytuje dobrou predstavu 0 chovani a vlastnostech
systému.

Jednotkovy skok resp. po ¢astech konstantni funkce je také ¢astym typem testovaciho signdlu pro
navrZzeny regulacni obvod, nebot’ regulace na konstantni hodnotu resp. sledovani po ¢astech
konstantniho signalu je ¢astou regulacni tlohou.

3/ Funkce linearne rostouci s casem (rampova funkce)
ut) =kt ; K ... konstanta
k
U(p) = Likt}=— (33
Funkce linedrné rostouci scasem byva poZadovanym typem referenéniho signdlu, ktery ma
regulovana veli¢ina sledovat (napt. regulace pozadovaného naristu teploty v peci, sledovani
objektu pohybujiciho se konstantni rychlosti a pod.).
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3/ Harmonicky signal
u(t) = Asinw,t ; A...amplituda harmonického signalu, w, ...0hlova rychlost [rad / sec]

U(p) = A—0

o (34)

Odezva na harmonicky signdl je zakladem frekven¢niho pristupu k analyze i syntéze
dynamickych systému.

3.1. Casovéodezvy LDS pfi vnitinim a vnéj&m popisu
Uvazujme stavovy model lineérniho t-invariantniho dynamického systému n — tého radu (SISO),
St &(t) = AX(t) +bu(t) ; x(t,) =%, , ()T R, u(t),yt)T R

y(t) = ¢ x(t) + du(t) (3.5)
kterému odpovida pienosova funkce

=P :% app=C (Pl - A'b+d = Cd(ei)(lr;l /.A)A)JbJrOI Z% (59

Uved’me nejprve principidni moZnosti vypoctu odezev LDS pri vnitinim popisu systému.
Stavova resp. vystupni odezva systému na zndmé pocaecni podminky a/nebo na znamy vstupni
signdl jsou dany reSenim stavove resp. vystupni rovnice - viz (1.36):

X(t) = "X (t,) + t(‘?’*“-t Bu(t )t (3.7)
YO= qenshly * t(‘yTeA“'”bu(t )dt +du(t) (39)

odezva- pri- nulovém- vstupu 1 44499244443

odezva- pri- nulovych- pocatecnich- podminkach

nebo zpétnou Laplaceovou transformaci obrazi stavu resp. vystupu

Jako priklad vypoctu odezvy pii vnittnim popisu uré¢ime impulsni odezvu systému g(t), kteraje
definovéna jako odezva systému na jednotkovy (Diractiv) impuls pii nulovych pocéatecnich
podminkéch. Po dosazeni d (t) do (3.8) za vstupni signal dostavame

g(t) =c"e*b+dd (t) (3.9)

Pri vnéj Sim popisu LDS pirenosovou funkci F(p) Ize vypocitat vystupni odezvu y(t) na
znédmy vstupni signél u(t):

a/ zpétnou Laplaceovou transformaci jejiho obrazu Y (p) , coz je polynomiélni zlomek, ktery Ize
rozloZit na parciéni zlomky

v =LY (P} =L{F(pU (D)} = & re” | (310)

kde r, jsou residuafunkce Y (p) v polech p; n resp. n, je pocet pola F(p) resp. U(p)

b/ pouZitim konvolutorniho integralu

t

y(t) = Qg(t- t)uft )t , (311)

kde g(t) jeimpulsni funkce systému uréendz (3.9) nebo jako g(t) = L*{F(p)}.
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Prirozena a vynucend s oZka odezvy
Je-li na systém v ustdleném stavu (miZeme jej ztotoZnit s nulovymi pocéecnimi podminkami)
piiveden n¢jaky vstupni signa u(t), je vystupni odezva y(t) vytvarena dvéma sloZzkami:

y(t) =y, (1) +y, (1), (312

kde y,(t) jeprirozena sloZka, zavisgjici nadynamice daného systému

a v, (t) jevynucena slozka, zavisejici na dynamice systému generujiciho vstupni signal.

To prirozené plati i pro jejich obrazy:

_Y(p) _b(p)
"0 ) —

u(p) Y(p) =Yu(p) + Y(P)

G U(p=2 2

A 4

Predpokladejme:  a(p) a a,(p) jsou nesoudéIné polynomy , t.j. n.s.d. (a(p), a,(p)) =1
s [b(p)b, (p)] < st [a(p).a,(P)]

Pro L-obraz odezvy plati

b(p) b,(p) _b(p) , b,(p)
Y(p) =F(pU(p) = AR e (3.13)
a(p) a,(p) ago_)
Yo (p) Y, (p)

1a(p) )p fa )iﬁ
picemz polynomy b(p),b, (p) Ize urit bud’ odpovidajicim rozkladem (3.13) na parcidni zlomky
nebo feSenim polynomiélni (Diofantické) rovnice

av ¢asové oblasti y,(t)=L 1' b

a(p)b, (p) +a,(p)b(p) =b(p)b,(p). (3.15)

Z uvedeného vyplyva, Ze u stabilnich LDS bude s rostoucim ¢asem prirozena slozka konvergovat
k nule a odezva systému bude dana vynucenou sloZzkou odezvy

limy(t) = E'&‘ép Q +Himy, (1) =limy, (1) (3.16)

Priklad 3.1.: Na vstup stabilniho uzavreného regulacniho obvodu s pienosovou funkci

Y(p) 7p*+18p+15 b(p)

F = = = 'I :_3, :_112 i v_ed
(P) W(p) p3+5p2 +11p+15 a(p) spoly P P23 J£ Jepiiveaen
referencni signdl W(t) =t , resp. W(p) = iz = % . Urgete prirozenou a vynucenou slozku odezvy!
p= a,(p
ReSeni:
b(p) b,(P) _ 7p® +18p+15

YO =LY V(0 = F(pW(p) =2 = e e o 15

Prirozenou a vynucenou slozku odezvy uréime rozkladem Y ( p) naparciaini zlomky (Matlab: residue)

Y(p) = 7p® +18p+15 033 -O4+102 - 04- 102 0467 1

~ 5 4 3

p° +5p* +11p° +15p? 34344%&4544&4&233 1&2493
Yo (P) Y, (p)
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azpétnou L-transformaci

YO =y, (1) + ¥, () = 043365 3 G845 5052 - A + OUeTd

Yp(t) Yo (1)
Je ztgimé, Ze prirozena slozka odezvy konverguje k nule a celkova odezva je dana vynucenou slozkou. Odezva y(t)
deduje referencni signd w(t) strvalou regulacni odchylkou e(t)=w(t)-y(t)=-0.467.
Impulze Response

Frirozena & wynucena slofka odezwy
12

10

trvald regulacni odch

Amplitude

e

3.2. Impulsni a pfechodova funkce. Odezva na obecny vstupni signél
Impulsni funkce je definovana jako odezva systému v nulovych pocéatecnich podminkach na
jednotkovy (Diractv) impuls. Jejim grafickym znazornénim je impulsni charakteristika.

xperiment: G u®=d() | _Y(p) _b

(Eide;rizove:r:y) i RSy | F(p)—%—% ™ yH=9(t)
Definice:

g(t) = Y(t)um =4(0) VIATIR®  G(p) =Y(P)ypa P G(IO)—F(IO)% F(p) (317)

Impulsni funkci lze tedy urcit zpétnou Laplaceovou transformaci pienosové funkce a naopak,
pirenosova funkce je dana L aplaceovym obrazem impulsni funkce:

g(t) = L{F(p)} F(p) = L{g®)} (3.18)

Vypoeet g(t):

reP"  (vng& popis, nenésobné pdly)

$D°:

14 rQ
=LYF L?!
g(t) {F(p)} = %ip E) .

g(t) =c’e™b+dd(t) (vnitini popis) (3.19)

1

Potateéni a koneénd hodnota g(t) pro systémy bez astatismu:
Ilmg(t)—llm pG(p)—Ilm pF(p)—Ilm p——- b(p) P limg(t)=0 prosta(p)- stb(p) 2 2

(p) t®0
limg(t)* O pro sta(p) - stb(p) <2

Ilmg(t)—llmpG(p)—IlmpF(p)—Ilmp (p)b limg(t)=0

(p) t® ¥
Impulsni funkce v konvolutor nim integr dlu — odezva na obecny vstupni signal:
t t
y(t) = pt-t)utt)dt nebo y(t)= (‘pTeA“" bu(t )dt (3.20)
0 0

(ut)=0prot <0, g(t-t)=0 prot-t <0)

49




Impulsni funkce a stabilita LDS:
Vnitini stabilita LDS (limx(t) =x © 0) implikuje wej§ (BIBO) stabilitu LDS, dle nikoliv

naopak, protoZe vystup systému mize byt odvozen pouze ze stabilnich sloZzek vektoru stavu!
¥ n
Piipomeime, e LDS je BIBO stabilni U gjg(t)ldt< ¥ a g(t)=L*{F(p)} =4 re"
i=1

¥
aodtud vyplyva, Ze vnitini stabilitaLDS (Re p <0, " i ) implikuje i BIBO stabilitu.

Pirechodova funkce je definovana jako odezva systému v nulovych poc¢étecnich podminkéach na
jednotkovy skok. Jegjim grafickym znézornénim je prechodova charakteristika.

Experiment: G: u(t) =1[t] > E(p)= Y(p) _ b(p) L >
Definice:

O = YO gy #HHRITS HE=YO), . P H(p)zF(p)U(p)zF(p)%

(3.21)
Vypoeet h(t) :
T N A R
h(t)=L"] F(p)— .a—"=a re”
% Tiz P- B i=1
t
nebo h(t):c‘p(t-t)l[t]dt . kde g(t) =c"e*b+dd (t) (3.22)
0
Potateéni a konedna hodnota h(t) prosystémy bez astatismu:
. . . b(p) . _
limh(t) = lim pH (p) = lim pF(p) =lim—-—= a(p) P limh(t)=0 prosa(p)- stb(p)® 1
Iti®rrgh(t)1 0 proga(p)- sth(p)=0
b(p)
I|mh(t) —I|m pH (p) —I|m pF(p)—— Il(grgJ a(p) p !g@rgh(t) 0.
Piiklad 3.2.: Urceteimpulsni a piechodovou funkci pro systém s prenosovou funkci F () ZE = p+2
o U(p) p+1
ReSenti:
Prenosova funkce je ryzi (relativni iad je 0), aproto ji ngprve rozlozime na striktné ryzi + konst.:
p+2 1
F = =—+1 ® t)=LHF el +d(t
(p) = ol pil gt) =L*{F(p} = (t)

Pro urcenl prechodové funkce pouZzijeme ne prve konvol utorni integrél

h(t) = Cp(t t)At]dt = e +d(t-t)paft]dt —e‘o#l[t]dt +(p|(t t)1ft]at =

o
(et - 1)+1:2- e’
Alternativni vypoéet h(t) provedeme rozkladem na parciélni zlomky:

h(t)=L"* F —
© CF E .(p+1)p?5 1P p}ﬁ

Vypoétem uréimeresidua I, =- 1, , =2 apozptné transformaci dostavame stejny vysledek:  h(t) =2- €'
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I mpulsni a piechodové funkce elementarnich ¢lenii:

Prenos ¢lenu F(p) o(t) h(t) Impulsni a piechodova char.
Proporciondlni ¢len A 90 h(t)
F(p)=k kd(t) Kk r /
k
. » i
I ntegrator
1
F(p)== 1] t o)
p 1 A ARRENNNY CRNNNN] /_
h(t)
Derivétor > t
d
F(p)=p Ed(t) d(t)
hit)  g(t)=?
Aperiodicky dlen 1.#adu > 1
_ 1 1 . % - % Step Response
F ( p) - pT + 1 ? S 1 -e : Impulsn_l’ra::rechodové charakieristika
hit)
Casova konstanta T je dana praisecikem te¢ny k piechodové %
charakteristice v po¢atku s ustdlenou hodnotou h(t). E. o
Prechodova charakterisika prot =T nabyva 63.2% ustdlené g(tJ ]
hodnoty aprot=3T as 95% ustalené hodnoty! o 2 PR
Kmitavy élen 2.i%du o |;r|np?-f:laf::::;icmm-w
2 t
W . .
F(p) = - ke™ cos(bt +j ) Agt-t)d [ ST ul?
p* +2xw, p+w, 003 ' /
f_f ns i
. T
Poznamka: o
g(t) ah(t) jsou zakreseny prow,, =1, x =0.5. I
Vyznam parametri K,a,b,j je zigimy ze vztahii (2.18) — (2.20).
Odezvy kmitavého ¢lenu budou podrobngji analyzovany v nasledujici ¢asti.
4 90
Dopravni zpoZdéni o ht)
F(p)=le ™ d(t-t,) -t ] 1-== C—
- > t
0 t,
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Souvislost roZozeni pdli a odezvy na jednotkovy skok u kmitavého ¢lenu 2.7%4du.
Prenosovéa funkce kmitavého ¢lenu 2.radu (se satickym zesilenim K))

F(p) = (P Kw, (3.23)

U(p) p?+2xw,p+w;

je parametrizovand netlumenou (pfirozenou) frekvenci systému w,, w, > 0 a relativnim
¢initelem tlumeni x . Pro gtabilni kmitavy ¢len 2. ¥adu predpokladame 0 £ x < 1, zgpornému X
by odpovidal nestabilni ¢len.

(Pripomesime, Ze pro X 3 1 by byl prenos rozloZitelny na dva sériove spojené aperiodické ¢leny 1. /adu).

Je ztejmé, Ze parametry x,w, budou parametrizovat rozlozeni pola i prabeh ¢asovych odezev.
Vénujme nejprve pozornost parametrizaci rozloZeni pola. Komplexni poly jsou uréeny feSenim
kvadratické rovnice p* +2xw, p+w’ =0:

(3.24)

P, =-Xw, % J%ag'é =azxjb

tlumena. frekvence

Zakreslime-li dvojici (stabilnich) komplexné sdruzenych pola p,,v komplexni roviné p,
zjistujeme, Ze poly se nachazi na praseciku poloptimek svirgjicich se zapornou rednou osou Uhel
j akruznice se stredem v posétku a polomérem | p, |, pricem plati x = cosj a|p;,| =w,:

A Imp
P1 R XW, —

— cosj = =X
i BB jW, /1- X 2 \/Xz\Nf +W§(1- X2)
AN

» Rep
- XW / ‘p1,2‘=\/(Rep1’2)2+(lmp1’2)2 =

I pikkcil = o, ) + w2 (L x7) =w,

Z uvedeného vyplyva, Ze pii fixovanémx lezi poly na polopiimce a jejich vzdalenost od pocétku
je rovna netlumené frekvenci w, . Pri fixovanémw,, lezi poly na kruznici o poloméru w, a ¢initel
relativniho tlumeni x je dan kosinem Uhlu polopiimky vychazejici z po¢atku a prochézejici
piisluSnym polem.

Obe¢ varianty jsou ilustrovany na nasledujicich obrazcich ( Matlab: pzmap):

Pole-Zero Map Pale-Zero agp

3 1.5
tlurneni = konst. = 0.5 e netlurmena frekvence © Trad/sec
2 0§, _-.om--ooe5 1 05,...--m-
g2 1 lmroTT B 05 DBB}@(:‘_ -
= ’ Ir
‘uE‘s Of---------m-- | ittt ’;: ““““““““ g 0 .1,____________________:_;_
:f R o p e
g -1 oS o e L’
£ . i E O naes. -
2 08¢ ST 1 ]
netlumena fekvence: 1,2 radfsec Itlumenl': 05, D.BEEl
3 . . . : .
15 . : .
s 25 2 A5 A 05 0 w e 5 s o

[N
oot

Odpovidajici prenosové funkce: Odpovidajici prenosoveé funkce:

1 4 1 1
F(p)=————, F(p)=———— Flp)=— T  F(p)=— L+
(M= FO= oy (P= oy PP
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Zabyvejme se nyni souvislosti rozloZeni péla kmitavého c¢lenu 2.f&du s prabéhem jeho
piechodové funkce h(t) ( piechodovou charakteristikou), ktera je rovnéz parametrizovatelna
parametry x,w, .

Jako motivacni piiklad jsou na nésledujicim obrazku zakresleny prechodové charakteristiky

2

kmitavého ¢lenu 2.14du s prenosem F(p) = >, priw, =1rad/sec

n

P> +2XW_p+Ww
a prox = 0.2, 05, 0.707 a 0.9:

Step Responze

& tlurmeni 0.2

MNetlumend frekvence : 1 radisec

tlumeni 0.5

Amplitude

thumeni 0.9
tlurneni 0.707

05

0 2 4 g g 10 12 14 16 18 20

Pro xT (0,1) jsou poly (3.24) komplexné sdruZené (stabilni) a prechodovy dgj charakterizujeme
jako tlumeny.

Pro x =0 by pdély byly ryze imaginarni, systém by byl na mezi kmitavé stability a piechodovy
d¢j bychom charakterizovali jako netlumeny.

Pro X 3 1 sejiz ngedné o kmitavy ¢len 2. adu, nebot’ pdly jsou jiZ redné.
Pro X =1 dostaneme dvojnasobny redlny pél a prechodovy déj charakterizujeme jako kriticky tiumeny, pro X > 1
dostaneme dva redlné, rizné poly a prechodovy déj charakterizujeme jako pi‘etlumeny.

Jak uvidime dale, z praktického hlediska nas bude zajimat piredevSim pribeh prechodové funkce
h(t) stabilniho kmitavého ¢lenu 2.i&du, tj. pro x 1 (0.1) aw, > 0.
Pro vypocet pirechodové funkce h(t) vyuzZijeme rozklad obrazu skokové odezvy systému na
parcidlni zlomky (viz (3.22)) a zpétnou Laplaceovu transformaci:

1 SXwot ée 2 “1- A ’
e " gniw, 4/1- x “t+arctg

J1-x? g - X
Konkrétnim hodnotam parametri x,w,, odpovida rozlozeni péli p,, = - xw, £ jw,/1- x?
a konkréni hodnoty parametrii také jednoznaéné uréuji  prechodovou funkci h(t), resp.
prechodovou charakteristiku.
ProtoZe jako kmitavy ¢len druhého Fadu se mohou chovat i uzavi‘ené regulaéni obvody,
pouZivaji se v regulacnich Glohach misto parametraiz x,w,, takove parametry, které kvalitativné
hodnoti prizbéh piechodové charakteristiky uzaviFeného regula¢niho obvodu a zastupuji
obvykle formulované poZadavky na poZzadovany prizbéh regulaé¢niho procesu:

h(t) = 1-

I-I- -I-O:

; x1(0) (3.25)

Q

1/ maximalni relativni pFeregulovani s

_— Poa©° 1) 0 procentuaine o [%0] = WSOMLIG))
h(¥) h(¥)

2/ ¢asovy okamzik maximalniho pieregulovani t, ..., h.. (t) =h(t, )

100
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3/ doba regulace T, - vymezena casovym okamzikem t, ., od ktereho jiz h(t) zastava uvnitt
zvoleného tolerancniho pasma h(¥) + d,, , ds,, , d,q,

4/ dobaodezvy T,; - vymezend prvnim dasovym okamzikem t,, , kdy h(t, ) =h(¥)

5/ doba zdvihu T,; - definovana ¢asovym intervalem ve kterém se zméni hodnota odezvy

z 10% na 90% své ustélené hodnoty h(¥).

Vyznam téchto parametri budeme ilustrovat opét na prechodové charakteristice kmitavého
systému 2.f&du (w, = 2rad /sec, x =0.2):

Step Responze

14 T

T
N
/T\‘b\m{imélni prevegulovani — tolarancni pasmo ]
i - .

|
|
i ustalena hodnota
|

Amplitude

t-sigmarnax

| | | |
2 3 4 5 E 7

Time [zec)

Pro tlumené prechodové dgje kmitavych systémi 2.iadu tj. pro x1 (0,1) lze ziskat analytické
vyrazy pro funkéni zavislost téchto parametrti na parametrech x a w,. Napiiklad vyrazy pro
tom @ S Uréime z nutné podminky extrému prechodové funkce (3.25), tj. z anulace jeji

¢asové derivace.
Po Upravach |ze ziskat podminku ve tvaru

dh(t) _w e
dt  J1- x?

kterdbude spinéna, jestlize sinw, 4/1- x*t, ... =0 resp. jestlize w,/1- X*t, ... =P -
Dogtavame tak vyraz pro ¢asovy okamzik ve kterém dochazi k maximalnimu pieregulovani

ts max :L (327)
W, +/1- x?

a po dosazeni za t,, do (3.25) alprave, vyraz pro hodnotu maximalniho preregulovani s .,

ax

snw,1- x*t=0, prot =t __ (3.26)

px

S =€ i (3.28)

V praktickych dlohach potrebujeme naopak urcit parametry x a w, zodmétenych C¢i
pozadovanych hodnot t, . & S . :

L e =—P b ow=>" (3.29)
W 4/1- x? t 1- x?2

n S max



ox Ins .
s _=e™ p Ins_ =- pxz b x= D = (3.30)
1-x \/1+aéns O
Ep b

Priklad 3.3.:
Z experimentalné Zistené kmitavé prrechodové charakteristiky neznamého systému bylo odmereno:

N =2.04, t . =1.22sec, h(¥)=15.
Predpokladejte, Ze se jedna o kmitavy c¢len 2./7adu a urcete jeho prenosovou funkci.

ReSeni:
S v = hmaxh'(;)(¥) = 2'03'51'5 =036; Ins,, =-10217
NS g
X = D == 03252 ==031; w,= P =271
\/1+§¢nz g ~ J1+(03252) max\/1 x* 1 22\/1 (0.3093)"

Prenosova funkce kmitavého ¢lenu 2.7/4du bude mit tvar
Y Kw? 1.5(2.71)° 11.02
F(p) =Y _ (271) _

n

U(p) P +2w,p+w?  p?+2(031)(2.71) p+(271)° p°+168p+7.34

spoly: P, =-XW, £ jw,/1- x* =-0.84+ j2.58

Satické zesileni: K —I|m pF(p)1 —&—15

7.34

Bude-li neznamym systémem skuteéné kmitavy élen 2. ¥adu, je pienosova funkce uréena presné. Bude-li
neznamym systémem kmitavy €élen sice vysSiho ¥adu, ale s dominantni dvojici komplexné sdruzenych pdli
(dominantni pdly jsou pdly umisténé nejblize k imaginarni ose), uréena pienosova funkce mize byt
akceptovatelnou apr oximaci skuteéné pienosové funk ce neznamého systému vysSiho iadu.

Existence dominantni dvojice komplexné sdruzenych pola je motivujici i pro Ulohy regulacni.
Pokud bude uzavieny regulatni obvod popsan modelem kmitavého ¢lenu 2.i&du nebo vySSiho
f&du sdominantni dvojici komplexné sdruZzenych péla, miZzeme podle (3.29),(3.30) urcit
z pozadovanych t a s,, parametry x a w,, které budou specifikovat dle (3.24)

S max
pozadované umisténi poli uzavieného regulacniho obvodu. PoZadované umisténi pdla potom
zgjistime ndvrhem regulétoru (viz kapitoly 7 a9).
V pozadavcich na tg ., ~ DOyva casovy okamzk tg ., nahrazovan pozadavkem na dobu

regulace T . Parametry x a w_ potommusi byt urceny zpoZzadovanychs _ a T
eg reg y n max reg

max
Priblizné vztahy pro zavislost doby regulace T, na parametrech x a w, (lisi se respektovanim

raizné Siiky toleranéniho pasma 5%, 2%, 1%) byly odvozeny z exponencidniho tlumeni
kmitavého procesu a vyuzivame je pro uréeni parametru w,, :
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Ins .
X = p : Wn@i, Wn@i, Wn@ﬂ, (3.31)
\/1+aéns 8 XT o5 XT,os XT o1
€ p 5

Zavéredné poznamky k dasovym odezvam LDS:

Doposud jsme se zabyvali dynamickymi ¢asovymi odezvami a charakteristikami a to jak pi
vhitinim, tak i pfi vnéjSim popisu LDS.

Satickd odezva resp. statickd charakteristika LDS vyjadiuje zavislost mezi vstupni a vystupni
veli¢inou v ustdleném stavu a pro LDS je to piimka prochézejici pocdtkem se smérnici K
(statické zesileni). V této souvislosti piipomenme, Ze systémy s astatismem nemaji ustalenou
hodnotu a nelze tedy hovorit o jejich konetném statickém zesileni.

Statické zesileni LDS popsaného pienosovou funkci F(p)uréime z obrazu skokové odezvy

. Seer N o . . 1
systému a s pouzitim limitni véty o konecné hodnoté: K = |I@I)’Tg pF(p)—=F(0).
P p

3.3. Frekvenéni odezva LDS
Dulezitou tfidou ,testovacich signali“ pri analyze systémit a navrhu fidicich systéma jsou
harmonické signdly, obvykle reprezentované sinusovym signdlem

u(t) = A, sinwt; A, je kongtantni amplituda vstupniho signdlu, t3 0, wi ¢0,¥) (3.32

Je-li sinusovy signal s konstantni amplitudou priveden na vstup stabilniho systému v ustaleném
stavu, potom ustalenou vystupni odezvu nazyvame frekvenéni odezvou systému.
Jak uvidime dale, frekvenéni odezva je vlastné vynucena dozka v, (t) odezvy y(t) v ustaleném
stavu, protozZe prirozena sozka odezvy y, (t) pro stabilni systém konvergujek nule.
Vynucena slozka vy, (t) zachovéva sinusovy charakter afrekvenci vstupniho signalu i ve vystupni
odezvé. Nestabilni systémy prirozené také reaguji na harmonicky vstupni signa frekvencni
odezvou, aviak nestabilni médy prirozené sloZky odezvy nam znemoZzni jeji méieni a musime se
uchylit k jejimu vypoctu.
Motivaéni experiment:
Simulujme experimentalni uréeni frekvenéni odezvy LDS, popsaného pienosovou funkci

|:(p):Y(p): 80p+8 _
U(p) p*+7p®+18p*+20p+8
Na vstup LDS privedeme harmonicky signd u(t) = A, SINWt a provedeme dva experimenty Se stejnou
amplitudou A, =1, aepro dvé rizné frekvence:w, = 0.2 rad/sec a w, = 7rad/sec.

u(t) = A, sinwt y(t) =y, () + A W)singnt +j (w)g
oooo 20=+3
oo ™ 54+?53+1E=32+2EIS+E= ’_j L I:l

Signal
Generatar

Transfer Fon

Scope
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Grafické zaznamy vstupniho signdlu a vystupniho signdu:

knieefespanse
Frekvencni odezva - 1. experiment
T T T T T T
wystupni signal

wstupni signal

Am plitude

Mt e R R

Frekvencni odezva - 2. experiment

1
vstupni signal

Amplitude

wystupni signal
| 1 | | 1 | | | |

0 1 2 3 4 3 G i g El 10

1/ Pro vstupni signdl U(t) =1sin(0.2t) dochézi k amplitudovému zesileni vstupniho signdlu, vystupni signél
mav ustdleném stavu amplitudu A, @2.2 , fézové predbihd vstupni  signd o ] @+30°
(~fézovy predstin®) ajeho frekvence je shodnéa s frekvenciw vstupniho signdu.

2/ Pro vstupni signdl u(t) =1sin(7t) dochazi k amplitudovému zes abeni vstupniho signdlu, vystupni signal
méaamplitudu A, @0.2, fézove se zpozd'uje oproti vstupnimu signdluo j @ 220° (,fazové zpozdeni“)

ajeho frekvence je opét shodna sfrekvenciw vstupniho signélu.
V tomto piipadé je zitetelné vidét, Ze prirozena slozka odezvy konverguje k nule a Zze vynucena d ozka odezvy
zachova sinusovy charakter afrekvenci vstupniho signalu.

Z experimentu vyplyva, Ze linearni systém reaguje na vstupni signél u(t) = A, sinwt
frekvenéni odezvou, kterou Ize zapsat ve tvaru y(t) =y, (t) + A (W)singnt +j (w)g.

Amplituda vystupniho signdlu A, (w), & obecné amplitudové zesileni A (w)/ A, (w) a fazovy
posun j (W) vystupniho signélu jsou funkce zavislé na frekvenci vstupniho signélu w .

Pro experimentalné zjisténou frekvenéni odezvu a funkeni zavislosti amplitudového zesileni a
fazového posunu na frekvenci nyni odvodime potiebné matematické vztahy, které nédm
poskytnou informace o chovani a vlasthostech systému z frekvencniho hlediska a budou
z&kladem frekvencnich metod ndvrhu tidicich systéma.

Poznamka: Vypocteme-li frekvencni odezvu stabilniho LDS se zndmou prenosovou funkei F () , kdy na vstupu je

sinusovy signél se zvolenou frekvenci W, a s jednotkovou amplitudou A, =1, bude amplituda vystupniho signalu

A (Wl) primo rovna amplitudovému zesileni A, (Wl)/ 1.

1/ Vypocet frekvenéni odezvy pomoci konvolutorniho integralu
Predpokladame, Ze pro systém zadany pienosovou funkci je znamai jeho impulsni funkce g(t).

. : el - g™ ] : L
Protoze u(t) =1sinw,t :T, urcime nejprve — pouze z matematickych davodu -
J

frekven¢ni odezvu na komplexni vstupni signdl u(t) = e™™":
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yv(t)—llmcg(t Ju(t-t)adt —Ilmcg(t et —Ilme’Wlt Cg(t e Mdt =F(jw)eM™  (3.33)
914243

F(jw)
kde g(t) jeimpulsni funkce, F(jw) je Fourrieriv obrazimpulsni funkceg(t) © frekvenéni picenos.

Vidime, Ze analogicky k definici prenosové funkce F(p)jako Laplaceova obrazu impulsni
funkce g(t), definujeme i frekvencni prenos F(jw)jako Fourrieriv obraz impulsni funkce g(t).

Odtud vyplyva, Zze F(jw) = F(p)| o= & také, Ze pro libovolné w, 1 &,¥) je frekveneni

prenos F ( jw, ) komplexni &slo

F(jw,) = Cp(t )e ™ dt = cplt eoswt - jsinwit Jdt =ReF(jw,)+ jImF(jw,) (3.34)

0

které |ze prevést na polarni tvar:

ImF (jw,)

ReF(jw,) (3:35)

F(jw) =[F(iwy)e’ “; [F(jw,) =+(ReF)? +(imF)?, j (w,)=arctg

jwit 4wt

Pro vypocet frekvencni odezvy na vstupni signa u(t) =1sinw,t = eT vyuzijeme (3.33),
J

(3.35) aplatnost vztahi |F(jw,) =|F(- jw,) aj (- w,)=-j (w,):

Pro frekven¢ni odezvu v ustdleném stavu dostdvame vztah
F(jw,)e™ - F (- jw,)e ™ gilvt )] _ g ot (o)
t) =
¥, () 7] 2]
ktery odpovida experimentalné zjisténé vynucené sloZce odezvy.
Frekveneni odezva je tedy v ustdleném stavu pro libovolné w, 1 &0,¥ ) pIné charakterizovana:

'%(Wl) _

Amplitudovym zesilenim A1 | F( jW1)|

= |F (jw, ) sinfwit +j (w,)]

=[F (i)

ImF (jw,)

ReF(jw,) (3:36)

Fazovym posunem j (w,)=arctg

2/ Vypocet prirozené a vynucené s oZky odezvy pomoci rozkladu na parciélni Zzomky
Formélné budeme postupovat dle vztahu (3.13) pro uréeni prirozené a vynuceneé slozky odezvy

b(p) b,(p) _b(p) , b,(p)
Y(p) =F(pU(p) = L (3.37)
a(p) a,(p) ago_)
Yo (P) Y, (p)

ProtoZe frekvencni odezva je dana vynucenou sloZzkou odezvy, neni treba provadét rozklad
obrazu prirozené slozky odezvy Y, (p), ae pouze obrazu vynucené slozky Y, (p) .

w, _b(p)
p*+w;  a,(p)
dosazeni do (3.37) miZeme obraz vynucené slozky Y, (p) rozlozit na parciani zlomky

Y(R)=F(PU(P) = F(P) s (p)+er%;ﬂ“2%
L 4

Y, (p)

Pro L-obraz vstupniho signdlu dostavame U (p) = L{lsinw,t} = a po jeho

(3.38)
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Urc¢ime hodnoty rezidui r,r,:

. W F(jw,)
r,=lim (p- jw,)F(p) — L = .
A, (P ) (p+iw)(p- jw;) 2]
W F (- jw,)
r,= I|m p+jw,)F(p) —1 = :
{ ) (p+iw)(p- jw,) 2]
adosadime do (3.38)
F(jw F(- jw 1., . . RN
(21. ) F ") - EF(w) (p+jw, ) - F(- jwi)(p- jwy)g
— J 2] _ 2] _
Y(p)_Yp(p)+ . - . _Yp(p)+ 2 2 -
Ao Raits p* +w;
¥, (p)
=Yp(p)+F(JW1)_2_F(_ wi) P 2+F(JW1)+F(' w,) W
J P +w; 2 P +w;
Po pievodu komplexniho ¢isla na polarni tvar dostavame
eu( ) gt el (1) 4 o i (w) Wl v

a po zpétné transformam do ¢asové oblasti dostavdme vystupni odezvu ve stejném tvaru, ktery
jsme zjistili experimentalné

y(t) = y, () +|F (jw,)|ginj (w,)cosw,t+cosj (w,)sinwtg=y, () +|F (jw,)singnt+j (w,)g
limy(t) =limy, (t) +limy,(t) = 0+ [gyl F(jw,)|singvt +] (w,)g (3.39)

Vypocet ilustruje vliv prirozené slozky vy, (t), ktera u stabilniho systému s rostoucim ¢asem
konverguje k nule a vynucena slozka odezvy odpovida frekven¢ni odezve.

Bez ohledu na to, jestli byla frekvenéni odezva LDS uré¢ena experimentéing ¢i prostiednictvim
znalogti jeho frekvencniho prenosu, bude uzitecné zvolit néjaké vhodné grafické znazornéni
frekven¢ni odezvy, které nazveme frekvenéni charakteristikou LDS.

Frekvenéni prenos F(jw)jsme prozatim definovali vztahem F(jw)= F(p)| nebo jako

p=jw
Fourrierovu transformaci impulsni funkce g(t) a predpokléadali jsme jeho znalost.

Ukazali jsme, Ze frekvencni prenos F(jw) je komplexni funkce realného argumentu w a pri
jeho zmené v intervalu wi €0,%) bude F(jw) opisovat kiivku v komplexni roviné — frekvenéni
charakteristiku. X

Pro zaporné frekvence wl (-¥,0) lze vypocitat jgi , zrcadlovy obraz‘, ktery je symetricky
kolem redlné osy, nebor’ F(jw) =|F(jw)|e’ ™, |F(jw)|=|F (- jw)| a j (-w)=-j (w).
Jsou-li naopak experimentalné urceny pouze frekvencni odezvy pro néjake vybrané frekvence
zintervalu wl €0,¥), dostavdme odpovidajici pocet bodi frekvencni charakteristiky
v komplexni roviné a teprve proloZenim néjake krivky temito body bychom ziskali aproximativni
model prenosové funkce F(jw) .

Diive nez se budeme podrobné zabyvat frekvencnimi charakteristikami LDS, uk&Zeme, Ze
frekveneni prenos F (jw) maZeme také definovat pomérem Fourrierovych obrazi vystupniho a
vstupniho signélu, coZ je analogii definice prenosoveé funkce F(p).
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3.4. Fourrierovatransformace. Frekvenéni pienos.
Jestlize n¢jaka funkce ¢asu x(t) vyhovuje podminkam:

X(t) jejednoznatnaa po Usecich hladka v kazdém kone¢ném ¢asovém intervalu
X(t)=0 pro t <O

¥
X(t) jeabsolutng integrovatelna: Gx(t)dt < ¥ ,
-¥

potom Fourrierova transformace x(t) formélné znacena X (jw) = F{x(t)}, je definovana

X g = F| @y Ox(t)e i i (3.40)

obraz T original p -¥

Zpétna Fourrierova transformace X ( jW) formalng znacena x(t) = F"Y{X (jw)}, je definovana

X = ._x&@y—— OX (iw)e™ dw (3.41)

original obraz

Vaimnéme si formani shody techto defInICnICh vztahi se vztahy pro Laplaceovu transformeaci
(2.2),(2.2), pokud za komplexni proménnou p je uvaZovana pouze jeji imaginarni ¢ast p = jw.
Aniz bychom zkoumali souvislosti obou transformaci podrobnéji, akceptujeme moznost pouZiti
substituce p = jw ato jak pii ur¢ovani frekvencnich obrazi k danym ¢asovym origindlim, tak i
pii uréovani ¢asovych originala k danym frekven¢nim obraziam:

X (jw)= F{x@®}° L{x®} -, a x®)=F{X(iw}e L{X(w)} ., (342
Pro ur¢ovani ¢asového originalu x(t) k danému obrazu X ( jw) muZeme opét vyuzit rozklad na

parciani zlomky. Naptiklad pro nendsobné poly p. obrazu X(jw)| jw=p Urcime casovy origina

[e] I u [o] -t
a——v=are" (3.43)
“p-pp S

x(t) = FH{X(jw)} o LH{XGW)Y ey =L

~

ProtoZe pienosova funkceF(p) byla definovana jako Laplaceiv obraz impulsni funkce nebo
jako pomér Laplaceovych obrazti vystupni a vstupni veliciny pii nulovych pocétecnich
podminkéach, miizeme analogicky definovat i frekveneni prenos F(jw):

Frekvencni prenos F(jw) linearniho systému Ize definovat jakoFourrieriiv obraz impulsni
funkce g(t)

F(iw) = F{o®}° oY .-, (3.44)

nebo jako pomér Fourrierovych obrazi vystupniho signalu a vstupniho signdlu pii nulovych
pocatec¢nich podminkach:
Eciw = Yaw) _ Fly®} o Ly}
(JW) - 2 - ‘ p=jw
u(iw) Fluw}  Luo}

(3.45)

Poznamka:
Pripomeneme-li experimentalni zis&ovani frekvenéni odezvy LDS na vstupni sinusovy signal sjednotkovou
amplitudou, potom snadno overime, Ze pro frekvencéni p/enos plati

L{F (jw) sinfwt +] (w)]}| _ |F(jw)L{sinwt.cosj (w)+ coswt.sin] (W)}|
Litsinwt} o Lsinwi] peiw
=|F(jw)[cosj (w)+ jsinj )] =|F(jw)e’ ¢

F(jw) =
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3.5. Nyquistova a Bodeho frekvenéni charakteristika

Nyquistova frekvencni charakteristika v komplexni rovine:
Prlpomenme si nekteré zakladni poznatky a vztahy pro vypocet frekveneni charakteristiky:
Frekvencni pienos F(jw) je komplexni funkce redlného argumentul.

Pro kazdé redlné w,, w,1 &,¥) je frekvencni prenos F(jw.) komplexni ¢islo
F(jw )=ReF(jw,)+jlmF(jw, ), které miZe byt prevedeno na polarni tvar
ImF (jw, )
F(jw e ), zarctg———5 .
F(iw, )=[F (jw, Je" ). (w,) 9 reF ()
Pri zménach w v intervalu wi €0,¥) bude F(jw) opisovat kiivku v komplexni roving —
(Nyquistovu) frekvenéni charakteristiku.

Nyquistova frekvencni charakteristika F(jw), v zavidosti na thlové frekvenci w, wi £0,¥),
zobrazuje v komplexni rovine (ReF(jw), j ImF (jw)) soucasné amplitudové zesileni |F (jw)
a fazovy posun | (w) harmonického signalu na vystupu LDS s danym frekvencénim prenosem.

Nyquistova charakteristika (ajgji ,, zrcadlovy obraz") pro systém s pirenosovou funkci
. . 1 . , y
resp. s frekvencnim prenosem F(jw) = F(p)|,.;, = Gwetf je znazornéna na
jw

-1
F(p)—(p+1)3 +1)

nésledujicim obrazku. Pro frekvenci w, =0.2rad/sec je znazornéno odpovidajici amplitudove
zesileni|F (jw, ) = 0.94 afézové zpoZdeni vystupniho signdlu j (w,) = - 34°:

Dohoda:
Pyuist Disgram Fazovy predstih : eJrJf (w)
izl ' & ImF’ ' ' ' ' ] kladné orientace je proti sméru
: hodinovych rugi¢ek
nE | [ "zrcadlowy obraz" frekv—sharakteristiky . Fazové zpozdeni : € jf (w)
o4l o i zaporna orientace je po smeéru
; frekwence limituje k nekonechy hodinovych rugicek
5 el nulovd frekvence T
=
5 0
% ¥ fazove zpoZdeni -fi
2 0z2p ;
04k
06
0at

-0.4 -0.2 0 0z 0.4 0.6 0.3 1 1.2

Vyhodou Nyquistovy frekvencni charakteristiky v komplexni roving je soucasné zobrazeni
amplitudového zesileni a fazového posunu vystupniho harmonického signdlu v zavislosti na w,
nevyhodou je, Ze se graf stava malo prehledny vlivem ,zahuStovani“ jednotlivych bodu
frekveneni charakteristiky v oblasti vy3Sich frekvenci.

V nésledujici tabulce uvedeme Nyquistovy frekvencni charakteristiky v komplexni roviné pro
elementarni ¢leny:
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Frekvenéni prenos F (jW) Frekvenéni charakteristika v komplexni roviné

1/ Proporcionalni élen

F(JW) =K Mycquist Discram
' LjimF
2/ Integrétor gl roparciondlni |
. 1
F(JW)—J.—W sl
3/ Derivétor i ; K
. . B T IS | SRS TS —
F(jw)= jw 2 "ReF
E st
4/ Aperiodicky ¢len 1. iFadu
. 1 b
F(iw)=——— 1
JwT +1
15 : :
o 0s 1 15
5/ Kmitavy élen 2. i&du Real Axis
2
. W
()= e
A

dopravni zpozdéni

6/ Dopravni zpozdéni
F(jw)=1¢ ™«

N

Pomamky k frekvenénim charakteristikédm elementarnich élenq:

1/ Frekveneni charakteristika proporciondniho ¢lenu je bod naredné ose s hodnotou K, " W .

2/ Frekvengni charakteristikaintegratoru zacinapri W = O naimaginarni osev - ¥ aprow ® ¥ sméiuje po
imaginérni ose do nuly. (U systémii s astatismem 1. stupné bude Im F(j0) = - j¥ , Re F(j0) v3ak nulova neni).

3/ Frekveneni charakteristika derivétoru zaginapii W = 0 vnuleaprow ® ¥ sm&ujepoimag. osedo + J¥ .

4/ Frekveneni charakteristika aperiodickéno ¢lenu 1. ¥adu zasinapti W = O naredinéose (v bodg, ktery odpovida
statickému zesileni systému) a prow ® ¥ smeiuje do nuly (systémy se striktné ryzim prenosem prenédseji
nekonetnou frekvenci s nulovym zesilenim). Frekvenéni charakteristika probiha v prvnim kvadrantu, maximalni

fazové zpozdsni je -90°. V grafu je zobrazena i zrcadlové charakteristika pro zaporné frekvence.
Frekven¢ni charakteristika aperiodického ¢lenu 1. fadu s jednotkovym statickym zesilenim je v komplexni roving

rovnici kruznice (pro W 3 O pilkruznice) se stredem (0.5,j0) a polomérem 0.5 pro libovolnou &as. konstantu T :
[ReF(jw)- 0.5 +[ImF(jw)]’ =(05)*, wi (-¥,+¥)

5/ Frekveneni charakteristika kmitavého ¢lenu 2. fadu zaginapri w = O naredinéose (v bodg, ktery odpovida
gatickému zesileni systému) a prow ® ¥ smeiuje do nuly (systémy se striktng ryzim prenosem prenasgji
nekonetnou frekvenci s nulovym zesilenim). V urcitém pasmu frekvenci dochézi ke zvySeni zesileni (viz
rezonanéni prevySeni pii rezonanéni frekvenci). Frekvenéni charakteristika probiha ve dvou kvadrantech,
maximalni fazové zpozdéni je-180°. V grafu je zobrazenai zrcadlova charakteristika pro z&porné frekvence.

6/ Frekvenéni charakteristika élenu dopravniho zpozdéni ma konstantni (jednotkové) zesileni pro vSechny
frekvence, fazové zpozdéni narista linedrné s frekvenci.

Vypocet frekvenénich charakteristik v Matlabu: viz Nyquist.
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Bodeho frekvenéni charakteristiky v logaritmickych souradnicich:
Bodeho frekven¢ni charakteristiky zobrazuji oddélené zavislost amplitudového zesileni |F (jw))

a fazového posunu j (w) na tihlové frekvenci w [rad /sec] , vynagené v logaritmickém meritku.

Zobrazujeme tedy: Logaritmickou amplitudovou frekvenéni charakteristiku (LAFCH) a
Logaritmickou fazovou frekvenéni charakteristiku (LFFCH)

Na vodorovné ose je vobou charakteristikach uUhlova frekvence w  rozdélena do dekad a

zobrazena v logaritmickém meéfitku. Zminéné ,zahustovani“ jednotlivych bodia Nyquistovy

frekveneni charakteristiky v oblasti vy3Sich frekvenci je tak odstranéno.

Logaritmicka amplitudova frekvenéni charakteristika (LAFCH)
Na svislou osu je vynageno v linedrnim metitku bud’ amplitudové zesileni |F (jw)| nebo castsji

amplitudovy zisk, definovany jako|F (jw)| _ =20log|F (jw)| v decibelech [dB].

dB
Poznadmka: VynaSeni amplitudového zisku je vyhodné zejménav pripadg, kdyz je pienos vytvaren soucinem dil&ich
pienosi resp. kdyz jeho polynomy v ¢itatdi a jmenovatdi jsou souc¢inem jednodusSich polynomialnich faktort.
V takovém piipadé amplitudovy zisk nahradi nelinearni operaci ,soucin“ souétem a nelinearni operaci ,,déleni®
rozdilem, coZ zna¢né zjednodusi napt. navrh korekenich ¢lanki v LAFCH (viz LS2) & uréeni aproximovaného tvaru
LAFCH pro obecny tvar prenosu (viz dde).

Logaritmicka fazova frekvenéni charakteristika (LFFCH)

Na svislou osu vynaSen v linedrnim metitku fazovy posun j (w)ve stupnich&°g.

Bodeho frekvencni charakteristiky pro el ementarni ¢leny
Pro grafické znézornéni LAFCH a LFFCH prenosii F(jw) elementarnich &leni vyjdeme ze

zékladnich vztahii pro vypocet |F (jw)| aj (w):
F(jw)=ReF(jw)+ jImF(jw)=|F(jw)e! ®

(i) = ReF ([ ) = v 0 )
1/ Proporcionélni élen: F(jw)=K
ReF(jw)=K, ImF(jw)=0; " w
Amplitudové zesileni: |F(jw) =K, " w
ImF(jw):Oo -
ReF(jw) '

(3.46)

Fazovy posun: j (w) = arctg

Polarni tvar: F(jw)=|F(jw)e’” =Ke'”
LAFCH: |F(jw), = 20logK , " w
LFFCH: j (w)=10°, " w

2/ Integrator: F(jw) -1
jw

ReF(jw)=0,"w; ImF(jw)=-
Amplitudové zesileni: |F (jw)| =

Fézovy posun: j (w) = arctggn—

)



- on® - 0n° . e . ik
Polarni tvar: F(jw)=|F(jw)e '® ~ Lo (vimnémesi, 7e j* =e' 2; zdepro k =- 1)
W

LAFCH: ||:(jw)|dB

= 20Iogi = 20logl- 20logw = - 20logw

w
Je to rovnice primky, kterd pii w =1 prochézi osou 0dB se sklonem -20dB/dekadu, nebot’
pro 10x Vv&tsi w dostavame|F (jw) . = 20Iogﬁ =- 20- 20logw

Pro F(jw)= Kok je piimka LAFCH posunutao 20logK .
jw’

3/ Derivétor: F(jw)= jw

ReF(jw)=0,"w; ImF(jw)=w
Amplitudové zesileni: |F(jw) =w

Fazovy posun: j (w ( ) arctgm__,.goo; "W
eF(jW)

Polarni tvar: F jW _||: jW eH® et

LAFCH: |F(JW)|dB = 20logw

Je to rovnice primky, kterd pii w =1 prochézi osou 0dB se sklonem +20dB/dekadu, nebot’
pro 10x v&tsi w dostavame|F (jw) . = 20log10w = + 20+ 20logw

Pro F(jw)=Kjw, K * 1 je piimka LAFCH posunutao 20logK .

LFFCH: j (w)=+90°, " w

4/ Aperiodicky dlen 1. #adu: F(jw)= , Zlomova frekvence' : w, :Tl

jwT +1
1 1wt b
oy 1 jw W . . .
F(jw)= = = Z=ReF(jw)+ jImF(jw
(jw) T L LrweT w: (jw) + jImF(jw)
W
. 1 . -wWT w
ReF(jw)= =  ImF(jw = z
(J ) 1+w?3T?2 w? (J ) 1+w?T? w?
1+ 1+
WZ WZ
. .. 1 1
Amplitudové zesileni: |F(jw) = =
VI+weT w?
1+
WZ

Féazovy posun: j (w)= arctg% = arctg(-wT) = arctg Ee Wﬂ

QIIO:



o . . G 1 . ) 1 jarctggwﬂg
Polarni tvar: F(jw)=|F(jw)e” W =__ =  giacg(w) - e 5
w;

LAFCH: |F(jw)|dB:20Iog|F(jW)|:20Iogﬁ:mlog ! = IF(jw,),, =-3dB

LFFCH: Prow] €0,¥) dostavamej (w)i &0°,-90°); j (w,)=-45°

Pro zednoduené zakreseni LAFCH pouZivame piimkovou aproximaci:

Pro w <<w,: |F(jw)|dB = 20log|F(jW)| = ZOIOQ;Z @0odB
w
1+

Z
zanedbame

@20logw, - 20logw

Prow>>w,: |F(jw), = 20log

2

w
1+ E
(rovnice primky, ktera protind osu 0dB pii w =w, se sklonem -20 dB/dekédu)
1 1
=20log— =-3dB
"2

Prow =w,: [F(jw), =20log——
w

1+

WZ

(Pti w = w, nastéva nejvétsi rozdil mezi skutecnym a aproximovanym prabéhem LAFCH!)

5/ Kmitavy ¢len 2. Fadu: F(JW):(jw)2+j2anw+wf . x142),w,>0
F(iw)=——; L , Zlomova frekvence’ : w, =w,
(WF | e W g
Wn Wn
2 2 2 2 H
F(jw)= T _wellwz - we)- 12>0N“WJ:ReF(jw)+j|mF(jw)

P 2 R
w2 - w) +(2w,w)? (ws - w )+ (2aw,w)’
R W, 1
Amplitudové zesileni: |F(jW)|:\/ - =" S 2 2
(Wn w ) + (2w, w) & wo  awi
& wis B, g
v posurt: | () = arct MEUW) _ g B 2W,W 0
F&zovy posun: (w)—arcth F(jw)_amtgg wl-wi
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2
Polarni tvar: F(jw)= Vl'n el ) = 2 Qi ()
JwZ - w2f + (2avw) \/gi wio  awo
wis bw s

LAFCH:  |F(jw), = 20logF (jw)| = 20log

IF(jw, ), = 20log|F (jw,) = 20log %:- 20log(2x) .
Pro x =05 je |F(jw,), =0dB. Pro x < 0.5 se amplitudovy zisk zvy&uje, pro x > 0.5 se
amplitudovy zisk sniZuje.
LFFCH: Prowi &Ow,) jej (w)T &°-90°); j (w,)=-90°

Prowl (w,,¥) jej (w)T (-90°,-180°);

Pro zednoduené zakreseni LAFCH pouZivame piimkovou aproximaci:

Prow<<w,: |F(jw), = 20logF(jw)=20log 1 @odB

2 2
& w’0  axw
& wip Ew
1
/aavz 92
gwn (]

Wn
(rovnice primky, ktera protina osu 0dB pti w =w, se sklonem -40 dB/dekadu)

Prow>>w,: |F(jw) , @20log = 40logw,, - 40logw

Pow =w,: |F(jw), = 20Iog% = - 20log(2x)

(Pti w = w,, nastava nejvétsi rozdil mezi skutecnym a aproximovanym prabéhem LAFCH!)
5/ Dopravni zpoZdeni: F(jw) =1e M

Frekvencni prenosjejiz v polarnim tvaru.

Amplitudové zesileni: |F(jw) =1, "w

Fézovy posun: j (w)=-wt

LAFCH: |F(jw)
LFFCH: j (w)=

. 20logl=0dB, " w

W (frekvence je vynaSenalogaritmicky, neni to piimka...)
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Bodeho frekvencni charakteristiky elementarnich ¢lena jsou na nasledujicich obrézcich:

Bode Diagram Bode Disgratm
21 - 1
Proporcionalni clen (K=10) Dopravni zpoZdeni
@ 205} . m 05} .
E 20 log K T
) 1]
T E
=
.-E cC
B £ 05
£ 195 . = 7
-1
19
y 1
= 05t .
= 05t . o
g I
w 0 g
w1 L]
E £ 05t 1
L s - = \
1 o i
"o 1 il
10 10
_ Framarnsu fradizamt
i Biode Diagram Integrator L Bode Diagram Derivatar
20
o o > o
= =
o w0 E
= -20dBEfdek =
= 107 ] T +20dBfdek
0 & -
= = -
-20
-89 91
o895 - T a5, 1
s =
o -H0 o 90
L] L]
£ st . £ 895} |
(=1 o
91 ! CE o 1
10" 10 10 10
Biode Dizgram Bode Diagram
1] T L
g 10} s 3B g ° N4 s
= 20dB/dek T z : \JEHDQ 2ksi
é 2ot i 1 % a0 -40dBfdek - _
E' ol Aperiodicky clen 1.radu | E :
T=1sec | Krmitawvy clen 2. radu
40 . , . -40 e
0 : 1] 7
_ i S .45 tlumeni 0.2 |
o : z . hetl. frekvence 1radfsg
=) | S S S SR | S S S S S S S S
Tl ; ' i :
i i - ' J
£ : £ 135 :
= 2 I ”m":u R z - ¥ lu !
10 10 10 10 10 10 10 10
Framammu fraddioas B )
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3.6. Frekvenéni charakteristiky pro obecny tvar prenosu

Vyjdéme ze skute¢nosti, Ze nuly i pély obecné prenosové funkce F(p) mohou byt ryze
imaginérni, reané (stabilni ¢i nestabilni) ¢i komplexné sdruzené (stabilni ¢i nestabilni) a
pienosova funkce maZe obsahovat dopravni zpozdeéni.

Z uvedeného vyplyvd, Ze polynomy v ¢itateli resp. jmenovateli obecné prenosové funkce mohou
byt rozloZeny na soucin polynomua (polynomialnich faktori), jejichZ koteny jsou nuly resp. pély
odpovidajiciho typu.

Obecna prenosova funkce F(p)a frekvenéni prenos F(jw) mohou byt zapsany ve tvaru:

BB T,
F(p)=Kp*=—=———e", F(jw)=K : : ‘ 3.47
(B = (PP (W) =K (W) T (w) (347

kde k jecelé ¢ido (k =0 systém bez astatismu, k < 0 stupen astatismu, k> 0 stupen derivace)

K jezesileni systému uréené ze vztahu: K :Ii&% F(p), K :Ii@r)rg)L F(jw) (3.48)
P w

(jw)*

Polynomidlni faktory b (p),a (p) resp. b (jw),a (jw) jsou bud’ 1. stupné nebo 2. stupng.

Stabilni faktor 1. stupné se Z2lomovou frekvenci w, :Tl ;

8

(pT +1) resp. (jWT +1) = ﬁ Wi (3.49)
eW, ¢
Stabilni faktor 2. stupné se Z2lomovou frekvenci w, :
5 R é . 2 u
(p2+2anp+w,f) resp. e.(jw)2+ j 2w w +W§U=W§é(JL2)+ jZ(ﬂ+ll:I (3.50)
€ u é w: W, g

Faktor Kp* resp. K (jw)“ nazveme “nizkofrekven¢nim faktorem” (jeho LAFCH pri k® 0

meéni svij sklon jiz od nulové frekvence, kdezto faktory 1. a 2. stupné pii pouZiti primkové
aproximace a2 od zlomove frekvence).

Poznamka:
Stabilni faktor l.stupné mél ve jmenovatdi prenos aperiodického ¢lenu a stabilni faktor 2.stupné mél  ve

jmenovateli prenos kmitavého ¢lenu 2. radu. Nizkofrekveneni faktor s K =0 mél proporciondni ¢len,
nizkofrekveneni faktor s K =- 1 mél integrétor a nizkofrekveneni faktor s K = +1 mel derivator. Elementérni
¢leny v&ak nemély zadné nuly.

Prozatim vime, Ze pro stabilni LDS miaZeme jednotlivé body frekveneni charakteristiky urcit bud’
experimentalne nebo vypoctem dle vztahi (3.46) a nasledné je graficky zobrazit jako Nyquistovy
¢i Bodeho frekveneni charakteristiky. Pokud LDS neni stabilni, nelze frekvenéni charakteristiku
odmefit, vypocet vSak formalné miazeme provést. Frekvenénim charakteristikdm pro LDS s
nestabilnimi nulami a/nebo pdly (* neminimalné-fazové systémy”) se budeme vénovat pozdgji.
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Pro vypocet frekvencnich charakteristik vyuZijeme polarniho tvaru jednotlivych faktori F (jw):

F(jw) =K (jw)" Zijjvvvv))gz((jjww))':: & Mo =|F(jw)el @) (3.51)
kde b (jw) =[o, (iw)e™®; |b (jw) = y[Reb, (jw)l* +[imb (jw)]* , b, (w)=arctg 'R”;EEiX”V%
a ()= a (1w o () = [Rea, (i +[ima (W] a, ()= avrg %)
a K(w) = kwi(j) =kwre'? @52
Dostavame tak frekvencni prenos ve tvaru
Iy ()., SRS 059

iw wlel @) =
Y Y

amplitudové- zesileni

ktery lze bezprostiedné pouZzit pro vypocet Nyquistovy frekvenéni charakteristiky.

Uréeni Bodeho frekvenénich charakteristik v logaritmickych souadnicich.

LAFCH pro obecny tvar pienosu v polanim tvaru je sloZzena z dil¢ich frekven¢nich
charakteristik jednotlivych faktora (operaci ndsobeni nahradil soucet a déleni rozdil):

IF(jw), =20log|F (jw) = 20logK +k20logw + 20log]b, (jw) + 20loglb, (jw) +....

- 20loga, (jw)|- 20logla, (jw) - ........ (3.54)
LFFCH pro obecny tvar pienosu v polarnim tvaru je ve tvaru
j (w)= p +b,(W)+b,W)+...- a,(w)- a,W)- ....- wt (3.595)

Pro zZednoduené zakredeni LAFCH pouZivame opét pFfimkovou aproximaci.
Ziskame ji sou¢tem primkovych aproximaci LAFCH jednotlivych faktorii:

LAFCH pro nizkofrekvenéni faktor:

‘K(jw)k‘dB = 20Iog(Kw"): 20log K +k20logw
Je to rovnice primky, kterd prochazi pti w = 1 rad/sec bodem 20log K se sklonem k20dB/dek
L FECH pro nizkofrekvenéni faktor: j (w) = K2

LAFCH pro stabilni faktor 1. stupné
Je-li faktor (3.49) ve jmenovateli prenosu, jedna se vlastné o aproximaci LAFCH aperiodického
¢lenu 1. t&du:

Prow<<w,: |F(jw) . =20log=—-——- = 20lo @0dB
| (J )|dB 9 |(jWT+1)| 9 1+W2
2
L &
Pro w >>w, : |F(jw)|dB:20I09 ! - @20logw, - 20logw
w
1+W2

V4
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(rovnice primky, ktera protina osu 0dB pti w =w, se sklonem -20 dB/dekadu)

_1 1
2

1+W7

w2

2
Je-li faktor (3.49) ve jmenovateli pienosu, LAFCH je primka, ktera protina osu 0dB pii w =w,
se sklonem -20 dB/dekédu.
Je-li faktor (3.49) v citateli prenosu, snadno odvodime, Ze LAFCH je piimka, kter& protind osu
0dB pii w =w, se sklonem +20 dB/dekédu (,,zrcadlovy obraz* vzhledem k ose 0dB).
L FFCH pro stabilni faktor 1. stupné
Prowl €0,¥) jej (w)T &°-90%); j (w,)=-45° (faktor ve jmenovateli)
Prowl €0,¥) jej (w)T &°,+90°); j (w,)=+45° (faktor v citateli —,zrcadlovy obraz*)

Pow =w,: |F(jw), = 20log = 20log—— = - 3dB

LAFCH pro stabilni faktor 2. stupné
Je-li faktor (3.50) ve jmenovateli prenosu, mizZzeme jef povazovat za aproximaci LAFCH

kmitavého ¢lenu 2. fédu s jednotkovym statickym zesilenim:

WZ

. 1
Pro w <<w,: |F(jw), = 20log-————" = 20log @odB
jw)® + j2xw, w +w? 2 5
‘(J y i+ \/?_ Wzg +a@xwg
n g (4]

N S 40logw,, - 40logw
an’o
Gz

(rovnice primky, ktera protina osu 0dB pii w =w,, se sklonem -40 dB/dekadu)

Prow>>w,: |F(jw) , @20log

Pow =w,: |F(jw), = 20Iog% = - 20log(2x)

Je-li faktor (3.50) ve jmenovateli pienosu, LAFCH je primka, ktera protina osu 0dB pii w =w,
se sklonem -40 dB/dekédu.

Je-li faktor (3.50) v citateli prenosu, LAFCH je ptimka, ktera protina osu OdB pii w =w, se
sklonem +40 dB/dekadu (,,zrcadlovy obraz* vzhledem k ose 0dB).

L FFCH pro stabilni faktor 1. stupné

Prowl &Ow,.) jej (w)i &°-90°); j (w,)=-90°

Prowl (w,,¥) jej (W)T (-90°,-180°); (faktor ve jmenovateli)
Prowl &Ow,.) jej (w)i &°,+90°); j (w,)=+90°
Prowl (w,,¥) jej (W)T (+90°,+180°); (faktor v citateli —, zrcadlovy obraz*)

Pokud mé pienos dopravni zpozdeéni, je ovlivnén prabéh faze, ale nedochézi ke zméné LAFCH.

Postup pifi konstrukci pifimkové aproximace LAFCH:
1/ Dany pienos rozlozime na faktory 1. a 2. stupné v ¢itateli a jmenovateli.

2/ Urgime zesileni a nizkofrekvencni faktor Kp* resp. K (jw)" - viz (3.47),(3.48).

3/ Pro jednotliveé faktory 1. a 2. supné v ¢itateli ajmenovateli pienosu uréime zlomové
frekvence a sefadime je vzestupng.

4/ Kongtrukci ptimkové aproximace LAFCH zatindme od nizkofrekven¢niho faktoru
zakreslenim primky se sklonem k20dB/dek, kterapri w =1 rad/sec prochazi bodem 20logK .
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5/ Po té&o primce postupujeme ve smyslu rostouci frekvence az do nejbliZsi zliomové frekvence.
Zjistime, jakému faktoru zlomova frekvence odpovida a zda je faktor v ¢itateli ¢i jmenovateli
pienosu. Od téo zlomové frekvence navazujeme piimkou se sklonem odpovidajicim
zjistenému faktoru atd.

6/ Ve zlomovych frekvencich je mozné respektovat zndme velikosti odchylky aproximovaného

priabe¢hu od skutecného.

P konstrukci LFFCH sé¢itdme fazové charakteristiky jednotlivych faktorii.

Priklad 3.4.:
5.10%(p +100)
p(2 p>+6p+ 50)(p +1000)

Zakred ete primkovou aproximaci LAFCH pro LDSs prenosem F (p) =

a porovnejte priibeh se skutecnym priitbehem (Matlab: Bode)

Reseni:

1/ Prenosova funkce a frekvencni prenos s faktory 1. a 2. stupné:

5.10°(0.01p +1) o 2

nP)= - 4 2XwW

RRPETS p(p? +3p +25)0.001p +1) (faktor 2. stupnéje P° + 2XW, P +W,)
- 5.10°(jw0.01+1

(iw) (jwo.01+1)

"= 210% jw(jw)? + 3w + 25](jwo.001+1)

F(jw)=100 ® K(jw) =100(jw)*

2/ Nizkofrekveneni faktor K(jW)k: k=-1, K=Ilim -

1
3/ Zlomova frekvence &itatele: w, = 0L =100 rad/sec

Zlomové frekvence jmenovatele: W, =5 rad/sec, w, Zﬁ =1000 rad/sec

4/ Primkanizkofrekveneniho faktoru prochézi pii w =1rad/sec bodem 2010g100 = 40dB
se sklonem - 20dB/ dek

5/ Pri zZlomové frekvenci W, =5 rad/sec dochézi k poklesu o dalSich - 40dB/dek ,
pri zlomové frekvenci W, =100 rad/sec k narastu o +20dB/ dek
a pii zlomové frekvenci W, =1000 rad/sec k poklesu o - 20dB/ dek.
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pii nulové frekvenci.

definovanou prvni frekvenci, kdy amplitudovy zisk klesne
=10 Iogg
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-

et amplitudového zisku
ykon
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N

meél co nejvétsi Sirku pasma regulace,

0 3 decibely pod Urov
Bode definoval



Povazujeme-li signalovy vykon za velicinu imérnou kvadrédtu amplitudy signalu, dostavame se
k definici amplitudového zisku

Y (jw)
U (jw)
ProtoZe Sitka pasma regulace byla z fyzikalniho pohledu definovana prvni frekvenci, kde
vykonovy zisk klesne na jednu polovinu vykonového zisku pti nulové frekvenci, v amplitudovém

IF(jw), =20log|F (jw) = 20log

zesileni to znamend pokles na 1 , t.j. na 70,7% av amplitudovém zisku pokles o 3 decibely.

NE

3.7. Minimélné-fazové a neminimalné-fazove systémy.
Pro stabilni systémy se stabilnimi nulami odvodil Bode vztah mezi praibéhem LAFCH a
LFFCH, ktery Ize aproximativné vyjédiit vztahem

@ridlog|F(jw)|

agF(iw) 2 dlogw

(3.56)

Pribeéh faze je tedy vazan na sklon LAFCH aje urcen prislusnym nasobkem % Takové systémy
nazyvame minimalne-fazové systémy, resp. systémy s minimani hodnotou fazového zpozdeéni.
Systémy, u kterych dochazi k vétSimu fazovému zpoZdéni nazyvame neminimalne-fazové
systémy, neplati pro né Bodeiv vztah a lze je rozdélit do ti skupin:

1. systémy s nestabilnimi nulami
2. systémy s nestabilnimi poly
3. systémy s dopravnim zpozdenim

Prab¢h LAFCH je viak u minimaln¢ a neminimalné-fazovych systéma shodny.

1. Systémy s nestabilnimi nulami
Uvazujme linedrni dynamicky system popsany pienosovou funkci
D
O (p-2z)
F(p) =K —J;l (3.57)
O ( p- pi )
i=1

kde z jsounuly F(p), p jsoupoly F(p) a K je parametr, ktery Ize vyjadtit pomoci
statického zesileni K,

Cm)('zj) 6(' pi)
KOF@O)=KZ—— b K=K LEZ—— (3.58)
9( P) C:)l(zj)

Pro ilustraci vlivu nestabilnich nul na prabéh faze budeme pro jednoduchost uvazovat
prenosovou funkci (3.57) s jednou nestabilni nulou z, . Prenosova funkce maze byt zapsana ve

faktorizovaném tvaru sestavajicim z neminimalné-fazové a minimalné-fazové ¢asti
F(p) = Fuw (P)Fi (P) (3.59)

Faktorizaci provedeme tak, aby neminimélné-fazova cést meéla tvar “al-pass’ filtru, ktery ma
jednotkové zesileni pro vechny frekvence, ale zavédi fazové zpozdeni.
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Z duvodu ilustrativnosti zavédéného fazového zpozdéni je vhodné v citateli all-pass filtru
N
docasné zmenit znaménko (vynasobenim -1=1e ?), abychom pievedli pienos do kvadrati
umoziujicich interpretaci fazového zpozdéni
_P-Z _~ Ptz

= = ® F = 3.60

nmf(p) p+Zk nmf(p) p+Zk ( )
Stabilnim ¢lenem p+z rozSitime i citatele prenosu minimané-fazové ¢asti F ;. (p), protoze
stabilni poly vaci stabilnim nuldm mohou byt kréceny. Zména znaménka v citateli zesileni
neovliviuje, ale prevadi fazi do kvadrantu, ktery ilustruje, Ze tento ¢len zavadi dodatecné fazové
zZpozdeni v intervalu (00,- 1800) k fazovému zpozdéni pienosu F, (p) , pricemzj (z ) =-90° .

VetSi fazové zpozdéni u neminimdlné-fazovych systéma tudiz snizuje bezpecnost ve féazi a v
zesileni, zkracuje Sitku pasma regulace, doba regulace se oproti minimalné-fazovym systémam
prodluzuje a obecné se tyto systémy obtizné reguluji.

Priklad 3.5
10(p-1
Uvazujme pienos neminimané-fazového systému F ( p) = L
p(p+10)
10(p+1
a prenos minimané-fazového systému F ( p) = L
p(p+10)
Prenosovou funkci neminimalné-fazového systému piepiSeme do faktorizovaného tvaru
-110(p+1 -p+110(p+1
F (D)= Fog (D (p) =23 APTD 2RI AP

p+1 p(p+10) p+1l p(p+10)
ze kterého je ziggmé, ze systém s nestabilni nulou bude vykazovat vétsi fazové zpozdéni, nez systém se stegjnou
stabilni nulou.

2. Systémy snestabilnimi pdly
Pro ilustraci vlivu nestabilnich péla na pribéh féaze budeme pro jednoduchost uvaZovat
prenosovou funkci (3.57) s jednim nestabilnim polem p, .

Prenosova funkce miZe byt opét zapsana ve faktorizovaném tvaru

F(p) = Fuw (P)Fi (P) (3.61)
Faktorizaci provedeme tak, aby neminimalné-fazova ¢ast mélatvar “all-pass’ filtru
+
Fog () =22 P (3.62)
P- P«

a stabilnim ¢lenem p+ p, rozSitime jmenovatele pienosu F . (p). “All-pass’ filtr ma opét
jednotkové zesileni pro vSechny frekvence a Ize ukazat, Ze tento ¢len zavadi dodatecné fazové
zZpozdeni ( 1800,00) k fazovému zpozdeni prenosové funkee F, (p) , piicemzj (p, ) =-90°.

Priklad 3.6.:
Uvazujme prenos neminimané-fazovéno systému ~ F ( p) = T 1)1(0p +10)
a prenos minimalné-fazového systému F ( p) = 10
- 1 -
(p+1) ( p+ 10)

Prenosovou funkci neminimalné-fazového systému piepiSeme do faktorizovaného tvaru

p+1 10
F =F F = ,
(P) = F (P)F (P) o-1(p+1(p+10)
ze kterého je opét zigmé, Ze systém s nestabilnim pdlem bude vykazovat vétSi fazové zpozdéni, nez systém se
steinym stabilnim pdlem.
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3. Systémy s dopravnim zpozdénim
V ¢tSi fazoveé zpozdéni u téchto systémi piimo vyplyva z frekvenéni charakteristiky ¢lenu
s dopravnim zpoZzdenim.

Pirechodové charakteristiky asymptoticky stabilnich neminimalné-fazovych systémii
Prechodové charakteristika h(t) asymptoticky stabilniho neminimalné-fazového systému muze
vykazovat pocéatecni nebo vicenasobné podregulovani, které souvisi s rozmisténim nestabilnich
nul. UvaZzujme pro jednoduchost striktné ryzi prenosovou funkci (3.57) pouze s realnymi pély a
nulami (vylouc¢ime tak kmitavy charakter odezvy zpusobeny komplexné sdruzenymi poly).

Definice: ('Vicenasobné podregulovani)
Prechodova funkce h(t) vykazuje vicenasobné podregulovani pro t>0, jestlize existuje

k raznych hodnot t, i=1,...k, 0<t<....<t, <+¥ takovych, ze

1 Kht)<o0, i=1..k
0] gy i=1,..k (3.63)
dt t=t;
2
3 K |40 L, i=1..k
d* |,

Definice: ( Pocatecni podregulovani)
Prechodova funkce h(t) vykazuje pocatecni podregulovani, jestlize h(t)|t:0+ nabiha v opa¢ném
sméru, nezZ je jgji ustdlena hodnota:

Kht)<0, "t O<t<t (3.64)
Analyzujme pouze vznik pocatecniho podregulovani.
Oznaéme n_ relativni ¥&d striktné ryzi prenosové funkce (3.57), n, =n- m. Pro uréeni “smeru
ndbéhu” pouzijeme vétu o pocatecni hodnoté a uréime prvni nenulovou derivaci pirechodové
funkce h(t) v pocéatecnim case:

pu
1 Ol(p Zj)
limh(t) = lim pF(p)—== limK 22— =0
t®0* p® ¥ p p® ¥ LY
P-B
O(p- n)
!
pu
1 p"O(p-z)
limh™(t) = lim p"*F(p)= = limK —I2 =K (3.65)
t® 0" pe ¥ p pe¥ C”)(p_ p)

i=1

Prvni nenulova derivace prechodové funkce je tedy rovna parametru K, ktery lze vyjadrit
pomoci statického zesileni K, vztahem (3.58):



Z definice poc¢étecniho podregulovani az (3.64) je ziejmé, Ze podregulovani nastane pii riaznosti
znamének parametri K a K.

Z (3.58) potom vidime, Ze u stabilnich neminimalné-fazovych systémii (vSechny realné poly p.
jsou zdporné) dochazi k pocatecnimu podregulovani pouze pri lichém poctu nestabilnich nul.

V praxi tento charakter odezvy mizZeme pozorovat napi. na dynamické odezvé tlaku pary v
parogenerdtoru pri skokové zme¢né dodavaného mnozstvi pary do turbiny, pri fizeni stoupani
letadla pomoci nastaveni polohy klapek, pii vicesmyékovém fizeni MIMO systémua, pii fizeni
vozidel natééenim zadnich kol, aj.

Poznamka:
Analyza vzniku vicenasobného podregulovani a souvislosti poctu podregulovani ¢ extrémi na
prrechodové charakteristice s rozlozenim nul a pdli: je obtiznéjSi a presahuje ramec vykladané | atky.
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4. REGULACNI OBVOD A STABILITA REGULACNICH OBVODU

4.1. Struktura regulaéniho obvodu, p¥imovazebni a zpétnovazebni ¥izeni

Priméarni funkci kazdého regulétoru ¢i ridiciho systému je regulovat chovani jedné nebo vice
promennych na rizeném systému (procesu) prostednictvim jeho vstupii. Obvykle poZadujeme,
aby se regulovana veli¢ina udrZovala na zadané konstantni hodnote nebo aby sledovala zadanou
trajektorii. V obou pripadech je toto poZadované chovani zadavano v podobeé referenéniho
vstupniho signalu, ktery mé regulovana veli¢ina dedovat.

Je-li referencni signél piimo zpracovavan reguldtorem, ktery generuje fizeni piivadéné na vstup
fizeného systému, hovotime o regulatnim obvodu s pifimovazebnim (programovym) Fizenim.
Takové tizeni miaze byt efektivni pouze v ryze deterministické situaci nebo kdyZz mozné zmeény
parametri systému a vliv poruch nezpasobi vyznamnéjSi odchylky regulované veli¢iny od
hodnot zadavanych referenénim signdlem. Programové tizeni Ize tedy pouzit napt. pri tizeni
obrabéciho stroje ¢i tizeni polohy ramena robotického manipulatoru, ale nebude pouzitelné pri
stabilizaci polohy inverzniho kyvadla na pohyblivém voziku ¢i pro gtabilizaci hlavné tanku pri
jizdé terénem.

Charakteristickym rysem regula¢nich obvodi je naopak vyuzivani zpétné vazby od regulované
veli¢iny k referenénimu signalu. Zavedeni zpétné vazby samoziejmé implikuje nutnost méieni
regulované veli¢iny n¢jakym senzorem. Bez zaporné zpétné vazby by nebylo mozné prabézné
porovnavani skutecného pribehu regulované veliciny s poZzadovanym prabéhem a jeho vyuziti
pro korekci pribéhu regulované veli¢iny. Davame tedy prednost regulaénim obvodim se
Zpétnovazebnim Fizenim, které automaticky potla¢uje vliv zmeén parametri systému a pasobicich
poruch na chovani regulované veliciny.

Regulacni obvody s primovazebnim a zpétnovazebnim tizenim jsou na nasledujicich schématech

(regulovanou veli¢inou je zde vystup fizeného systému):

l poruchy
referen¢ni signal fizeni regulovany vystup
Generétor Regul &or Rizeny systém
referen¢niho > > »
signdlu
(pozadovany vystup)
l poruchy
referenéni signdl fizeni regulovany vystup
Generétor Regul &or Rizeny systém
referen¢niho » > >
signdlu
(pozadovany vystup) yy
Zpétna
Senzor \?;ba
méieny vystup

T Sum méieni

Schéma zpétnovazebniho regulacniho obvodu pouze naznatuje, Ze reguldtor néjakym zpasobem
zpracovava referencni signdl a méreny vystup. V této souvislosti je vSak dulezité uvést, ze
zpusob zpracovani téchto signdlu definuje principialné odlisné reguléatory (regulétory sjednim a
dvema stupni volnosti - viz dal€). Za piedpokladu, Ze dynamiku senzoru Ize zanedbat, je méreny
vystup pres né¢jakou pievodni konstantu meéreni Umérny regulovanému vystupu a je mozné
akceptovat zjednoduSené schéma zpétnovazebniho regulacniho obvodu s jednotkovou zpétnou
vazbou. Poruchy piasobici na fizeny systém respektujeme aditivni poruchou a prepocitavame ji
obvykle na vystup fizeného systému. Vezmeme-li v Gvahu tato zjednoduSeni, mizeme zakreslit
schéma piimovazebniho regulacniho obvodu a zpétnovazebniho regula¢niho obvodu
sreguldorem 1DoF (sjednim stupném volnosti — 1 Degree of Freedom). Vstupem regulétoru
1DoF je regula¢ni odchylka, definovana rozdilem referen¢niho signalu a métreného vystupu.
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Primovazebni regulacni obvod :

primovazebni regul &or G
s pienosovou funkci R(p)

w u v y

G, » R Fs(p)

y
v

Zpétnovazebni regulacni obvod s regulétorem 1DoF:

v

w €
Gv |—@— Fr(P) F<(p)

T

Fs(Pp) ... prenosova funkce tizeného systému, F(P) ... prenosova funkce regulétoru
G, generdtor referencniho signduw(t), G, ....... generator vystupni poruchy v(t)
e(t) = w(t)-y(t) ... regulaeni odchylka,  u(t) ... fizeni,  y(t) ... m&eny (regulovany) vystup

Z uvedenych schémat je zigimé, Ze pokud bude vystupni porucha nulova, lze navrhnout
k danému tizenému systému piimovazebni reguldtor R(p)i zpétnovazebni reguldtor Fg(p) tak,
Ze regulované vystupy budou na referen¢ni signal reagovat shodnym zptisobem. Zacne-li vSak
pusobit nenulova porucha, ptimovazebni reguldtor na ni nereaguje a porucha se pIné projevi na
regulovaném vystupu. Zpétnovazebni regulator prostiednictvim zpétné vazby reaguje na zménu
regulovaného vystupu a vlivem zdporné zpétné vazby dochazi k potlateni jejiho vlivu.

Priklad 4.1.:
Y

Pro rizeny stabilni systém sprenosem Fg(p) = (p) = navrhnéte primovazebni a zpétnovazebni
U(p) 20p+1

regulator tak, aby bylo docileno poZzadovaného tvaru pirenosu mez referencnim signalem a regul ovanym vystupem

Y 1
Fou(p) =) - .

W(p) p°+14p+1
Pro oba pripady Zistéte, jakd bude ustdlena hodnota regulovaného vystupu pi odezvé na referencni signal
w(t) = ]{t] , bude-li na vystupu soucasné prsobit konstantni porucha V(t) = 0.5[t].
Regent:
1/ V piimovazebnim regulacnim obvodu plati F, , (p) = Fs(Pp)R(p) a odtud vyplyva
U(p) . 20p+1
W(p) p*+14p+1
Y(p) _ Fs(P)F:(P)
W(p) 1+Fs(p)F:(p)

Porovnanim F, ,, (p) u obou zpisobyi Fizeni urcime prenos zpétnovazebniho regulatoru Fg () :

_ F(p)Fr(p) _ _ R(p) _ 20p+1
Fy’W(p)_1+Fs(p)FR(p)_FS(p)R(p) P Fa(P)= R(p)Fs(p)  p(p+1.4)

3/ Ustdlena hodnota regulovaného vystupu pri skokové odezve a prisobici konstantni poruse:
Primovazebni regulacni obvod: I(i@rg(t) = “@E‘g pF, .. (PW(p) +0.5=15
t p '

prrenos primovazebniho regulatoru: R(p) =

2/ Ve zpétnovazebnimregulacnimobvodu plati F, , (p) =
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Zpétnovazebni regulacni obvod:
limy(t) =lim pF,,,(PW(p) +1lim pF,,, (p)V(p) =1+lim p
( v daném pripadé bude porucha plné kompenzovana).

r Z0s+1 1
| . | .
- -
=2+ e+ 20+

Step

1 05 _
1+Fs(p)Fr(p) P

Constant

Transfer Fon Transfer Fon<

I

-< «-Jos

20=s+1 1
2+ s
Transfer Fon2

20=+1
Transfer Fondl

Constantd

b
i

4.2. Prenosy v regulaénim obvodu. Regulétory sjednim a dvéma stupni volnosti

Uvazujme regulatni obvod s reguldtorem 1DoF a uvazujme jesté aditivni poruchu r(t) navstupu
fizeného systému, poruchu v(t) na vystupu systému a poruchu z(t) ve zpétné vazbe, kterd
zastupuje ,3um* meéreni a pusobi obvykle v pasmu vySSich frekvenci:

Gr G

u r
Fr(P)
.

| e

Predpokladejme, Ze fizeny systém je popsan striktné ryzi prrenosovou funkci

Fs(p)

<
v =

Fs(p) :w = @; a(p),b(p) jsou nesoudéIné polynomy, st a(p) =n, s b(p)£n-1
U(p) a(p)

a1 DoF reguléor ryz prenosovou funkci

Fe(p) = w = w; c(p),d(p)jsou nesoudéIné polynomy, st ¢c(p) =st d(p) =m
E(p) c(p)

Polynomy a(p),c(p) jsou obvykle monické polynomy (koeficient u nejvyssi mocniny je 1).
Generdtory externich signdla G, G, , G, a G, budeme povazovat za polynomiéni zlomky:
b b
wip) = 2P gy =B® B .(P)

, Z(p) =22 4.1
a,(p)’ a(p)’ am “ P 0

Uved’me nejprve dva z&kladni typy prenosi bez uvazovani poruch.
Pifenos otevi‘eného regulacniho obvodu:

_Y(p) _ _b(p)d(p)
F.(p) = = F(p)Fx(p) = 4.2
(p) W(p) s(P)F:(P) a(p)o(p) (4.2)
Pifenos uzaviFeného regulacéniho obvodu(s 1DoF regulatorem):
F (p=Y® _ F@FR(M ___ bpd(p) 43)

W(p) 1+Fs(p)Fe(p)
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Poznamka:

Kdybychom uvazovali soucasné prisobeni vech externich signélu (poruch) v uzavieném
regulacnim obvodu, byl by Laplaceziv obraz regulovaného vystupu Y (p) dan superpozci obrazi
odezev externich signali prres pridusné prrenosy v regulacnim obvodu:

Y(p) =F,, (PW(p)+F,, (P)R(p)+F,,(P)V(P)- F,,(P)Z(P) (4.4)

Zaméirme nyni pozornost naregulator s jednim stupném volnosti (1DoF) a dvéma stupni
volnosti (2DoF) a na duleZity pojem vnitini stability uzavifeného regula¢niho obvodu.
DuleZitou roli hraji ¢tyti zakladni prenosy:

U F (p):Y(p): Fs(P)Fe(P) _ b(p)d(p)
T W(p) 1+ Fg(p)Fr(p)  a(p)e(p) +b(p)d(p)
2 F(py=Y®)_ 1 ____a(pe(p)
T V(p) 1+ Fg(p)Fr(p)  a(p)c(p) +b(p)d(p)
3 Fo(p=Y®__ F(p)  _  b(pe(p)
. R(p) 1+Fs(p)F:(p) a(p)c(p)+b(p)d(p)
4 oF (U@ - F® _  apdp o

W(p) 1+Fs(p)Fa(p)  a(p)c(p) +b(p)d(p)

Vamnéme si, Ze charakteristicky polynom uzavi-eného regulacniho obvodu a, (p)

a,(p) = a(p)c(p) +b(p)d(p) (4.6)
je shodny u vSech prenosi a Ze v citateli v3ech prenosovych funkci se vZdy vyskytuje jeden
z polynomi regulatoru d(p) nebo c(p). Tato skutecnost je pro 1DoF regulator limitujicim

faktorem pro dosaZeni pozadovaného tvaru pienosoveé funkce uzavieného regulacniho obvodu tj.
pro moznost nezavisiého umisténi nul a pélu zpétnovazebnim regulédorem 1DoF-.

Tato omezeni vyplyvaji i z rovnice regulétoru 1DoF

d 1

U(p) =2 E(p) =L [a(pW(p)- d(p)Y(p) (47)

c(p) c(p)
Regulétor 1DoF je regulator sjednim vstupem (regulacni odchylka) a jednim vystupem (7izeni),
ktery stejnym zpiisobem ,, zpracovava” referencni signal w(t) i mereny vystup y(t) .
Z predchoziho vztahu je ziejmé moznost zobecnéni regul&oru v tom smyslu, Ze referenéni signél
a meéieny vystup budou zpracovavany odliSnym zpusobem, coz vyjadiime zavedenim néjakého
polynomu t(p), st t(p) £ st ¢(p) do rovnice (4.7)

U(p) = Tlp)[t(p)W(p)- d(p)Y(p)] 4.8)

Blokové schéma obou reguldtort je na nasledujicich obrézcich:

—_ 4P 1 | P B B
, cm | , c(p)

d(p) d(p)

A A

1DoF regulétor 2DoF regulétor
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Presuneme u 2DoF regulétoru blok spolynomem d(p) pred a za souctovy ¢len a zakreslime
blokové schéma regulacniho obvodu s 2DoF regul&torem

2DoF regul&or Rizeny systém

b(p)
a(p)

)
=
=
o
—~
e
N
@)
—~
-O ‘
N
<
v
<

Regulator 2DoF je regulator sdvema vstupy (referencni signél, méreny vystup) a jednim
vystupem (7izeni), ktery ,, zpracovava“ referencni signal w(t) i merreny vystup y(t) nezavide.
Primovazebni ¢ast regulatoru s prenosem F, (p) pasobi nezévisle na uzaviené regulacni smycce
a predstavuje tedy druhy stupen volnosti pii ndvrhu regulatoru. Tato ¢ast generuje piimovazebni
(,kompenzatni*) Fizeni, které miaze byt vyuZito napi. pro kompenzaci nezédoucich nul
(vykréceni stabilnich nul), coz vyplyva z tvaru prenosu uzavieného regulacniho obvodu.
Pifenos uzaviFeného regulacéniho obvodu(s 2DoF regulatorem):
Y F F b(p)t
F,u(p)= Y(P) ¢ (p)Ts(PFea(P) _ (P)t(p) (4.9)

W(p) 1+ Fs(P)Fro(P)  a(p)e(p) +b(p)d(p)

Uvazujme nyni situaci, kdy uzavieny regulatni obvod s2DoF reguldtorem je stabilni, ale
navrzeny reguldtor ma polynom d(p)s nestabilnimi nulami (neminimélné-fazovy systém).
V takovém pripadé bychom pro simulaci nemohli vySe uvedené schéma pouZit, nebot’ nestabilni
nuly regulatoru se stavaji v primovazebni ¢asti nestabilnimi poly a simulace by paradoxné vedla
k nestabilnimu chovéni stabilniho systému.

Pouzijeme proto alternativni modelové schéma, ktera piimo vyplyvaz rovnice (4.8)

umF—Lhwmmwmwm]“mwm W)y (p) (4.10)
o(p) o(p) o(p)

Rizeny systém

Fra(p)
, d(p) : b(p)
@ o) [ a(p) >y
_____ 2 _D_‘)_F_r_e?"f'f“.‘ir___é
Prenos uzaviceného regulacniho obvodu zistava nezménén
b(p)t(p)
Y(p) - Fs(PFa(P) _ a(p)e(p) _ b(p)t(p)
E - 4.11
P = W(p)  1+Fs(DFe(p) 1, b(PA(P) ~ a(p)c(p) +b(p)d(p) @
a(p)c(p)

anezménén zastavai charakteristicky polynom uzavieného regula¢niho obvodu (4.6).
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Predpokladejme, Ze tizeny systém mize mit nestabilni poly a/nebo nuly, avdak regulator ma byt
prirozené navrZen tak, aby uzavieny regulacni obvod byl stabilni, t.zn. charakteristicky polynom
uzavieného regulacniho obvodu a,(p) = a(p)c(p) +b(p)d(p) musi byt stabilnim polynomem.
Pojem , vnitini stabilita uzavieného regula¢niho obvodu“ souvisi s hypotetickou moznosti
navrhu regulatoru tak, Ze nestabilni pdly systému budou vykréceny nestabilnimi nulami
regulaoru resp. nestabilni nuly systému budou vykréceny nestabilnimi poly reguléoru.

Uvazujme schéma regula¢niho obvodu s 1DoF reguldtorem

Gr GV

_d(p) r _b(p) v y
Fr(p) = F.(p) =
v =@ TP g —*é—' P 2 —
T u
a analyzujme disledky takového kraceni (pri kraceni budeme pro jednoduchost piedpokladat
stejné stupné polynomu a nestabilitu viech jejich korent):

1/ Nestabilni pdly systému budou vykréaceny nestabilnimi nulami regulétoru.

Pro nestabilni polynomy plati d(p) =a(p).
Respektujme-li tuto rovnost ve ¢&tyiech zékladnich prenosech (4.5) zjistime, Ze v prenosech
1/, 2/ a4l 1ze nestabilni polynom ve jmenovateli formalng zkratit se shodnym nestabilnim
polynomem v ¢itateli, alenelze jej vykrétit v prenosu poruchy na vstupu systému na vystup.
Nestabilni polynom d(p) = a(p) faktorizuje charakteristicky polynom a,(p) adusledkem je
neomezeny vystup uzavieného regulacniho obvodu pii ptisobeni nenulové poruchy r(t)
na vstupu systému.

2/ Nestabilni nuly systému budou vykraceny nestabilnimi poly regulatoru.

Pro nestabilni polynomy plati c(p) =b(p) .
Respektujme-li tuto rovnost ve ¢tyiech zakladnich prenosech (4.5) zjistime, Ze v prenosech
1/, 2/ a3/ l1ze nestabilni polynom ve jmenovateli formalng zkratit se shodnym nestabilnim
polynomem v ¢itateli, alenelze jej vykrétit v prenosu referencniho signdlu nafizeni.
Nestabilni polynom c(p) =b(p) faktorizuje charakteristicky polynom a,(p) a disledkem je
neomezené fizeni, a tedy i vystup uzavieného regulacniho obvodu, pii pasobeni nenulového
referen¢niho signalu w(t) .

Z uvedeného vyplyva diileZity poznatek ktery musime respektovat pri ndvrhu regulétorii: nekratit
nestabilni nuly resp. pély regulatoru s nestabilnimi nulami resp. pdly systému.

Pokud nedojde ktomuto kraceni, o stabilité vSech prenosi v uzavieném regulacnim obvodu
rozhoduj e pouze stabilita charakteristického polynomu a,(p) = a(p)c(p) +b(p)d(p).

82



4.3. Stabilitaakriteria stability regula¢nich obvodi
Sabilitu uzavieného regulacniho obvodu povazujeme za zdkladni poZadavek pri navrhu
regulatorz (1DoF nebo 2DoF), protoZze naSi snahou by vzdy melo byt urcit nejprve Gplnou
mnoZinu stabilizujicich reguléator:i a teprve na této mnoziné vybirat v néjakém smyslu optimalni
regulator, ktery zaruci formulované poZadavky na kvalitu regulace.
O dahilite uzavieného regulacniho obvodu rozhoduji jeho poly, které Ize urgit teSenim
charakteristické rovnice

a,(p) =a(p)c(p) +b(p)d(p) =0 (4.12)
Z analyzy stability LDS vime, Ze spojity linearni t-invariantni dynamicky systém je asymptoticky
stabilni tehdy a jen tehdy, kdyZ realné ¢asti vSech polu pirenosoveé funkce (redlné ¢asti vlastnich
¢isel matice dynamiky pii vnitinim popisu) jsou zdporné ® poly lezi vlevé komplexni
poloroving.
Charakteristicka rovnice (4.12) je algebraickou rovnici a u slozitéjSich obvodi je pro uréeni pola
nutné pouzit numerické reSeni. Pro uréeni stability vSak neni nutna znalost konkrétnich hodnot
polu, ale pouze odpovéd’ na otédzku, zda redlné casti péla lezi v levé komplexni poloroving ¢i ne.
Pro tento G¢el byla vypracovana algebraicka kriteria stability, kterd o stabilité uzavieného
regulacniho obvodu rozhodnou pouze na zaklade znalosti koeficientzi charakteristické rovnice.

Hurwitzovo algebraické kriterium stability
Vychazi z charakteristické rovnice (4.12) s urcenymi koeficienty

a,(p)=a,p"+a,,p" " +..+ap+a, =0 (4.13)
aze Stodolovy nutné podminky stability:
» Veechny koeficienty a., i = 0,1,...n, jsou nenulové a maji stejna znaménka'“ .
Pokud je charakteristicky polynom a,(p)nejvySe druhého stuprg, st a,(p)£2, je nutna
podminkai postacujici podminkou asymptotickeé stability.

V_obecném piipadé postupujeme nésledovng:
1/ Z koeficientt charakteristické rovnice sestrojime Hurwitzovu matici H (bez Gjmy na
obecnosti piedpokladame kladna znaménka koeficienti):

éﬁ'n- 1 a'n- 3 L 0 l]

A

€a, a, L 0

H=€" . (4.14)
eéo O o0u
é a
e0 L a a
2/ Vypocteme t.zv. Hurwitzovy determinanty (hlavni diagondni minory) H,,i=1,...n
a a a
an- . an- . n-1 n-3 n-5
H,=a, ,; H, = 4 a s Hy=la, a,., a4l ... ; H,=aH, (4.15)
" "2 0 an-l an-3
Hurwitzovo kriterium stability: LDSje asymptoticky stabilni U H, >0, "i,i=1,..n
Poznamka:

Z determinantu Hurwitzovy matice H, = a,H , , |ze urcit mez aperiodické (nekmitave) stability a
mez kmitavé stability.

Je-li a, =0 avSechny diagonalni minory jsou kladné, charakteristicka rovnice ma nulovy pél a
regulacni obvod je na mez aperiodické stability.

Je-li H, =0, charakteristicka rovnice mé dvojici ryze imaginarnich pdl: a regulacni obvod je
na mez kmitavé stability.

83



Priklad 4.2.:
Analyzujte stabilitu uzavieného regulacniho obvodu vzhledemk zesileni K > 0 s pouztim Hurwitzova kriteria

w u 1

(p+2)°

A 4
v

Regent:
Otevienaregulagni smyckaje stabilni " K, K>0.
1/ Ur&ime pienos uzavieného regulaéniho obvodu a charakteristickou rovnici:

K
Fyu(P) = (p+1] < ; a,(p)=p°+3p*+3p+1+K =0
yw 1+ K p®+3p?+3p+1+K z

(p+1)°

2/ Ur¢ime Hurwitzovu matici a Hurwitzovy determinanty:
& 1+K 0 u
H=§ 3 0 i H,=3 H,=8-K, H=(1+K)H,
0 3 1+K§

s dostane na mez kmitavé stability (K =8 je,, kritické zesileni* — viz bezpecnost v zesileni a ve faz, odst. 4.4).

Charitonowiv teorém
Zabyva se ur¢enim stability v pripadé, Ze koeficienty charakteristického polynomu

a,(p)=a,p" +a,,p " +..+ap+a (4.16)
Nejsou znamy presné, nicmeéné Ize stanovit dolni a horni hranice pro mozné zmény jejich hodnot
a™£f£a £a™; i=0L1........ n (4.17)

Charitonowiiv teorém:
Nechs pro dany charakteristicky polynom (4.16) sdefinovanymi hrani¢nimi hodnotami jeho
koeficients (4.17) jsou urceny 4 polynomy

Ql(p) = a(r)nln +a1m|n p+a£nax p2 +a3max p3 +

Q(p) =ag" +a™ p+a;™pt +ag"p’+ ...

Qi(p) =ag™ +a™ p+ay"pt +ag"p +....

Q(p)=al™ +a™p+a)"p®+al™p’+.... (4.18)
Potom charakteristicky polynom a,(p)ma stabilni koreny (poly) pro libovolné hodnoty
parametrzz (vyhowvujicich hranicnim omezenim) tehdy a jen tehdy, kdyZz vSechny ctyri polynomy
Q.,Q,.Q;,Q, spl7iuji Hurwitzovo kriterium stability.

Routh-Hurwitzovo algebraické kriterium stability

Vychézi opét ze znalosti koeficientti charakteristické rovnice uzavieného regulacniho obvodu
a,(p)=a,p" +a,,p"" +a,,p" +..+a,(p)+a(p)+a,=0 (4.19)

aze Stodolovy nutné podminky stability.

Kriterium je zaloZzeno na konstrukci Routh-Hurwitzova pole, které je trojuhelnikového tvaru a je

vytvareno z koeficienti polynomu, které vzniknou postupnou redukci charakteristického

polynomu a,(p). O stabilité rozhoduji zmeny znamének koeficientti redukovanych polynomi

v prvnim sloupci Routh-Hurwitzova pole.

Routh-Hurwitzovo kriterium stability:




Pocet korenu (poli) charakteristického polynomu a, (p) s kladnou redlnou c¢asti je roven poctu

zmen znameének koeficientz v prvnim sloupci Routh-Hurwitzova pole.
Odtud vyplyva, Ze uzaviceny regulacni obvod je stabilni U kdyZ vSechny koeficienty v prvnim
sloupci Routh-Hurwitzova pole jsou nenulové a maji stejné (kladné) znaménko.

Konstrukce Routh-Hurwitzova pole:
Pocinaje koeficientem a, rozdélime koeficienty polynomu a,(p) na liché (podtrzené) a sudé,

sepiSeme je do radek pod sebou a provadime redukci polynomu dle nésledujiciho schéma:

an l An-2 l An-4 lan_ﬁ .......

koeficienty v fadce nasobeny a,/ an.1 —p G &3 8ns 218 AP
koeficienty v fadce nasobeny anq;'an, —P Yan2 v a4 v lan-e
Pt Routh-Hurwitzovo pole
koeficienty v fadce nésobeny ‘ao/%a. —» , A ) A
; An-3 £

Koeficienty redukovaného polynomu vetieti fadce (prvni fédka Routh-Hurwitzova pole)
dostaneme vynasobenim druhé radky pomérem koeficienta umisténych v prvych dvou fadkach
v prvnim sloupci, odectenim této radky od prvni a sepsanim vysledku s posunem o jedno misto

vlevo (koeficient a, u nejvyssi mocniny byl anulovéan). Analogickym zpisobem pocitame
koeficienty redukovanych polynoma i v dalSich radkéch:

, a a
lirédkaR.-H.pole: a,- —a , =0, ‘a, ,=a,,- —~a ,,'a,

n
n-1 n-1 a'n- 1

. a,.
2i&dkaR.-H.polea, ,-—t'a ,=0,%a, ,=a, -+

n-

a, » a, »

n-

Priklad 4.3.:
Analyzujte stabilitu regulacniho obvodu, ma-li jeho charakteristicky polynom tvar

a,(p) =1p* +2p° +3p* +4p+5

Regent:
1 3 5
koeficienty v fadce nasobeny 1/2 —» 2 4 0
koeficienty v fédce nésobeny 2 —» 1 5 0
. o 5 6 0 .
koeficienty v fadce nésobeny -1/6 Routh-Hurwitzovo pole
5

V prvnim doupci Routh-Hurwitzova pole jsou koeficienty 1, -6 , 5 a dochédz tedy ke dvéema zménam znamének
koeficientsi . Regulacni obvod bude nestabilni, s dvéma nestabilnimi pdly.

(Matlab: p,, =0.28+ j1.41, p,, =-1.28+ j0.85)
. 3,

Michajlovovo frekvenéni kriterium stability:
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| toto kriterium vychézi ze znalosti charakteristické rovnice uzavieného regula¢niho obvodu
(4.13). Charakteristicky polynom a,(p) upravime na soucin kofenovych ¢initela

a,(p)=a,(p- p)(p- B,)--(P- P,) (4.20)
Po dosazeni p = jw dostavame Michajlovovu funkci a, ( jw)
a,(jw)=a,(jw- p)(jw- p,)..(iw- p,) (4.21)

pro jejiz modul aargument plati
la, (jw)|=a,|iw- p|iw- p,|..|iw- p,|
aga,(jw) =arg(jw- p)+ag(jw- p,)+..+ag(jw- p,) (4.22)
amuzeme ji vykreslit v komplexni roving jako t.zv. Michajlovizv hodograf.
Budou-li vSechny koteny p,,p,,...p, charakteristického polynomu lezet v levé komplexni
poloroving, bude pii wi &0,¥) pro prirastek argumentu Michajlovovy funkce platit
D ag a(jw)= nE (4.23)

OEWEY 2
Na zakladé tohoto vztahu |ze formulovat Michajlovovo kriterium stability:
Uzavieny regulacni obvod bude stabilni prave tehdy, kdyz Michajloviiv hodograf bude zacinat na
kladné redlné poloose komplexni roviny a proti smeru hodinovych rucicek projde postupné tolika
kvadranty, kolikatého stupné je charakteristicky polynom uzavi-eného regulacniho obvodu.
Jestlize prizbeh hodografu vychézi z pocéatku je systém na mezi nekmitavé stability, jestlize projde
pocatkem pro néjakou nenulovou frekvenci, je systém na mezi kmitavé stability.

llustrace moznych prabéht Michajlovova hodografu pro charakteristicky polynom 3. stupng:

Im Im Im Im
A A A A

/ \ » m » /—\\ > »
‘// Re / Re // Re i Re

stabilni systém systém namezi kmitavé stability  systém namezi nekmitavé stability nestabilni systém

Nyquistovo frekvenéni kriterium stability
Vychazi z teorie komplexni promenné (Cauchyho princip argumentu, konformni zobrazeni).
UmoZiuje analyzovat stabilitu uzaviFeného regulacniho obvodu na zaklade znalosti pritbéhu
frekvencni charakteristiky otevieného regulacniho obvodu F, (jw).
OteviFeny regulacni obvod meiZe byt stabilni, nestabilni ¢i na mezi asymptotické stability.

Predpoklady:

1. F(p)jeraciondni funkce komplexni proménnép, p=s + jw srednymi koeficienty, ktera
je analyticka (diferencovatelnd) v celé komplexni roviné (Re p, jIm p) s vyjimkou svych pol.

2. V komplexni roviné p existuje jednoduchd, spojita, uzaviena, kladné orientovana ( po sméru
hodinovych rucicek) kiivka G, , ktera obklopuje véechny poly anuly F(p).

3. Z konformniho zobrazeni vyplyva, Ze dosazenim hodnot komplexni proménné p, které leZi
nakiivceG, do F(p), dostaneme v komplexni roviné (Re F(p) , jIm F(p)) jinou spojitou,

uzavienou kivku G. , kterou povaZujeme zazobrazeni F : G,® G. ,rep. G = F(G,).

Cauchyho princip argumentu:
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Jestlize funkce F(p) ma P pdlii a Z nul obklicenych v roviné p spojitou, jednoduchou, uzavienou,
kladne orientovanou krivkou G,, potom pocet obkliceni N pocatku roviny (Re F(p) , jim F(p))
krivkou G. jeroven

N=Z-P

pricemz kladny smer obkliceni (po smeéru hodinovych rucicek) plati proN 3 0
a zaporny (proti smeru hodinovych rucicek) plati proN< 0.

Definice , obkli¢eni* : Uzaviena kiivka C obklicuje dany bod komplexni roviny N - krét, jestliZe privodic
z daného bodu k bodupl C seotoci ouhel Nx2p pri prichodu bodu pl  C celou uzavienou krivkou.

llustrace principu argumentu:
Uvazujme funkci F(p) = 1/(p+1), kterdma jeden pdl a zadnou nulu: P=1; Z =0.
Jako ktivku G, zvolme v komplexni roving (Re p, jim p) napt. kruznici se sttedem v pocatku as

polomsremr = /2, kterd pdl obklopuje.

Podle principu argumentu bude pocatek roviny (Re F(p) , jimF(p)) obklicen krivkou G-
N-krét, kde N=Z—-P=0 -1=-1 (tedy 1x proti sméru hodinovych rucicek).

L ze se o tom presvédcit volbou nekolika bodi lezicich nakiivce G, ajejich dosazenim do F(p):

Imp L A ImKp)
F =]
L P !
+4/2 1+\/§
Rep 1 ReF(p)
+ G, 1- 42 -G
pocéatek roviny F(p)
P=1,7=0 N=zZ-P=-1

Zvolime-li kiivku G, tak, Ze nebude obklicovat Zadny pdl a Zadnou nulu, nebude ani kiivka G-
obkli¢ovat pocétek roviny F(p): N=Z-P=0-0=0.

VyuZiti principu argumentu pro analyzu stability uzavi'eného regulaéniho obvodu na zakladé
nalosti frekvenéni charakteristiky otevi'eného regulacniho obvodu F,(jw).
Prenos oteviené regulacni smycky zapiSeme s monickymi polynomy a,(p),b,(p) azesilenimK:
b(p)d b,
F(P) = Fo(pFa(p) = 2LRAP) _  Du(e) (424

a(pe(p)  a(p)
Prenos uzaviené reguladni smycky métvar:

K Po(P)
_ R _ & _  Kb(p
B P S () T, B(D) 2, (p)+ Kb, (p) (429
a,(p)
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Protoze o stabilite uzavieného regulacniho obvodu rozhoduje funkce 1+ F,(p) ve jmenovateli
prenosu (4.25), budeme aplikovat princip argumentu na funkci

F(p)=1+F, (p) =1+ K 2P _ &P +Kb,(P) & § (4.26)
a,(p) a,(p) ePg
Nuly této funkce jsou poly prenosu uzavieného regulacniho obvodu (4.25) a jegich pocet
ozacime Z!
Paly této funkce jsou totoné s pdly prrenosu otevieeného regulacniho obvodu (4.24) a jgich pocet
oznacime P!
Ma-li byt uzaveny regulacni obvod stabilni, nesmi se v pravé komplexni polorovine koren:
nachézet Zzadny pdl prenosu (4.25), a tedy Zzadna nula F(p),t.zn. Z= 0.
Je-li oteviFeny regulachi obvod stabilni, nenachéz se v pravé komplexni polorovine koreni Zadny
pdl F(p) t. zn. P= 0; je-li nestabilni, bude P> 0 ajeli na mezi asymptotické stability nachazi
se pély F(p)naimaginarni ose.
Tato tvaha nas vede k volb¢ jednoduché, spojité, uzaviené, kladné orientovane kiivky G,, ktera
obklopi celou pravou (nestabilni) komplexni polorovinu korena F(p).
Pribeh kiivky G, zvolime tak, aby prochazela zdola nahoru po imaginarni ose a kiivku
uzavieme pies pravou komplexni polorovinu palkruznici o poloméru R® ¥ .
Vyskytnou-li se na imaginarni ose pély, zahrneme je podminéné do levé (stabilni) poloroviny
€ p pu

obkrouzenim téchto pol zprava palkruznicemi re, gl § 52K o poloméru r ® 0.
1 Imp . 1 Im F(p)
\\‘\ +G F(p)_1+Fo(p) +GF
Gl \ i F(p)=F(p)-1
’ r
:’# — — x Cj >
el ’:' Rep (_1,]'0) A (\
R . ll
A o
;/ Gp ® G.: Pocétek roviny F(p)

Z principu argumentu vyplyva, Ze po konformnim zobrazeni kiivky G, vznikne v komplexni
roving (Re F(p), jlm F(p)) uzaviend kiivka G. , ktera obklici pocatek této roviny N =Z - P krét.
Protoze v3ak pro prenos otevieného regulacniho obvodu plati F (p) = F(p)- 1, je tento pocet
obkli¢eni shodny spoc¢tem obkli¢eni bodu (-1, jO) Nyquistovo kiivkou Fo(p)|p:jw, kterd je
tvorena frekvencni charakteristikou otevieného regulacniho obvodu F (jw) pro Ofw<¥ a
jejim zrcadlovym obrazem pro zaporné frekvence F, (- jw).

Poznamengjme, Ze frekvenéni charakteristika v okoli pdli na imaginarni ose se bliZzi k nekone¢nu a
piilkruznice o poloméru r ® O se zobrazi ve frekvenéni charakteristice F,(jw)jako pilkruznice s
R® ¥ . O tom, jestli se uzavira pi‘es pravou ¢ levou polorovinu (smysl orientace !!) se musime
presvédcit dosazenim p=re ,q =0°,do F,(p).

O sahilite uzavieného regulacniho obvodu tedy muZeme rozhodnout na zakladé prabehu
frekvencni charakteristiky otevieného regulacniho obvodu, ktery maZe byt stabilni, nestabilni ¢i
na mezi asymptotické stability.
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1/ Otevi‘eny regulaéni obvod je stabilni

V tomto pripadé nelezi Zadny pol prenosové funkce otevieného regula¢niho obvodu F,(p),

atedy i z&dny pol funkceF (p) v pravé komplexni poloroviné ® P =0.

al Jestlize Nyquistova kiivka F,(jw) prowi (- ¥,¥) bod (-1, j0) neobklicuje, jeN =0
a uzavieny regulacni obvod bude stabilni, nebot’ bude mit v pravé komplexni poloroving
Z=N+P=0+0=0 nestabilnich pdlu.

b/ Jestlize Nyquistova kiivka F,(jw) prow1 (- ¥,¥) obklici bod (-1, j0) napr. 2-krét
v kladném smyslu, je N = 2 a uzavieny regulacni obvod bude nestabilni, nebot’ bude mit
v pravé komplexni poloroviné Z=N + P =2+ 0=2 nestabilni poly.

o/ Jestlize Nyquistova kiivka F,(jw) pro w1 (- ¥,¥) bude prochézet bodem (-1, j0),
uzavieny regulacni obvod bude na mezi stability.

2/ OteviFeny regulacni obvod je nestabilni

V tomto pripadé bude urcity pocet péli prenosové funkce otevieného regulacniho obvodu

F.(p), atedy i funkceF (p) lezet v pravé komplexni polorovinge ® P > 0.

al Jestlize Nyquistovakiivka F,(jw) prowi (- ¥,¥) bod (-1, j0) neobklicuje nebo pocet
obklicenijeN t -P, uzavieny regula¢ni obvod bude nestabilni, nebot’ bude mit v pravé
komplexni polorovine Z=N + P=0+ P=P nebo Z > 0 nestabilnich pola.

b/ Jestlize Nyquistova kiivka F,(jw) prow1 (- ¥,¥) obklici bod (-1,j0) P-krét
v zporném smyslu, je N = -P a uzavieny regulacni obvod bude stabilni, nebot’ bude mit
v pravé komplexni poloroving Z =N + P=-P+ P =0 nestabilnich p6lu (p#i prachodu
bodem (-1, jO) bude na mezi asymptotické stability).

3/ OteviFeny regulacni obvod je namezi asymptotické stability
Podminéné zahrnuti péli naimaginarni ose do stabilni poloroviny se sice projevi natvaru
Nyquistovy kiivky a poctu obkli¢eni bodu (-1, j0), ale postup pii vyhodnoceni stability
uzavieného regula¢niho obvodu se od predchozich pripadu nelisi.

Nyquistovo frekvenéni kriterium stability:

Nutnou a postacujici podminkou stability uzavieného regulacniho obvodu je pozZadavek, aby
Nyquistova krivka F,(jw) prow (- ¥,¥) obklicovala bod (-1, j0) v zaporném smyslu tolikrat,
kolik mé& otevieny regulacni obvod nestabilnich polii.

»

v JImE(jw) Pocet obkli¢eni bodu (-1, jO) Nyquistovo

kiivkou Ize jednoduge ur¢it jako
soucet poctu prasesiki této kiivky

s libovolnou pol opiimkou q vedenou
-1+j0 z obkli¢ovaného bodu.

w=0 P¥i souctu je respektovano znaménko
orientace kiivky v misté prasesika.

ReF,(jw) | Nauvedeném piikladu je pocet obkliceni
N =+2.

89



Priklad 4.4.:
S pouzitim Nyquistova frekvenéniho kriteria stability analyzujte stabilitu uzavieného regulacniho obvodu, je i

otevieny regulacni obvod popsan prenosem

K
F.(p) = m . Uvazujte t7i hodnoty zesileni K: K=5, K=8, K=20

ReSenti:

OteviFeny regulacni obvod je stabilni (P=0) a o stabilite ¢i nestabilité uzavieného regulacniho obvodu rozhodneme
podle poctu a orientace obklic¢eni bodu (-1, j0).

Nyquistovy krivky (Nyquistovy frekvencni charakteristiky otevieného regulacniho obvodu) jsou pro vSechny t
pripady zakredeny na nad edujicich obrazcich:

Myoquizt Disgram

Myoquist Diagrarm Myoquist Diagrarm
m 2 e 4
E, E, z
> = =
fix] (i I
= = =
4 ' o
2 0 2 4 2 0 2 4 & = 0 10 20
K=5: K=8: K=20:
Nyquistova kiivka neobkli¢uje bod Nyquistova kiivka prochazi Nyquistova kiivka obkli¢uje bod
(-1, jO), uzavi‘eny regulaéni obvod bodem (-1, j0), uzavieny reg. (-1, jO) dvakrat v kladném smyslu
bude stabilni: Z=N+P=0 obvod bude na mezi stability. (N=2), uzavieny regulaéni obvod
(K=8 je kritické zesileni) bude nestabilni: Z=N+P=2
(pdly: -3.7, 0.35+j2.35)
Priklad 4.5.:

S pouzitim Nyquistova frekvenéniho kriteria stability analyzujte stabilitu uzavieného regulacniho obvodu, je i
otevieny regulacni obvod popsan prenosem
10 10

al FO(p):(\@p+1)(p-l) b/ FO(p)Z(@p-lXp+l)

Poznamenejme, Ze pro analyzu priibehu faze je vhodné oba prenosy | ze prepsat do tvaru s all-pass filtrem (3.62).

Regent:
al OteviFeny regulacni obvod je nestabilni (P=1). O stabilité ¢i nestabilité uzavieného regulacniho obvodu
rozhodneme podle poctu a orientace obkli¢eni bodu (-1, jO). Pro lepSi ndzornost uvedeme i Bodeho charakteristiky:

Bode Diagratm Pyoquizt Diggram
~ 20 2 : ,
)
L 0
= L]
=
[
_ 180 — <
& 85 - £
‘o 190 f---
& 95 |-
S 1| DA I S R R R :

107" 107" 10° 10" -10 8 -6 -4 2 o
Prabeh faze nelze odvodit z pravidel pro stabilni Nyquistova kiivka obkli¢uje bod (-1, jO) jedenkrét
aminimané-fazové systémy a musime jg spocitat: v kladném smyslu (N=1), uzavieny regulaéni obvod
P¥i nulové frekvendi je faze -180° a s rostouci bude nestabilni: Z=N+P=1+1=2
frekvenci féze ngprve klesa a potom stoupa. (dva nestabilni poly p;, =0.2+)2.27)
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b/ Otevi‘eny regulacni obvod je nestabilni (P=1) . O stahilité ¢i nestabilité uzavieného regulacniho obvodu
rozhodneme opét podle poctu a orientace obkliceni bodu (-1, j0).

Bode Disgram Myquist Diagram
=) 2 ' : :
g
= @
] F
= .
2
i
=
(v
Pi nulové frekvenci je faze -180° a srostouci Nyquistova kiivka obkli¢uje bod (-1, jO) jedenkréat
frekvenci féze nejprve stoupa a potom klesa. v zéporném smyslu (N=-1), uzavieny regulaéni obvod
bude stabilni: Z=N+P=-1+1=0.
(dva stabilni pdly py, =-0.2%j2.27)
Priklad 4.6.:
S pouzitim Nyquistova frekvenéniho kriteria stability analyzujte stabilitu uzavieného regulacniho obvodu, je i
2
otevieny regulacni obvod popsan prenosem F,(p) =
p(p+1)(p+2)

Regeni:
a/ OteviFeny regula¢ni obvod je na mezi asymptotickeé stability (nulovy pdl zahrneme do stabilni poloroviny P=0).
O stabilite ¢i nestabilite uzavieného regulacniho obvodu rozhodne pocet ( a orientace) obkliceni bodu (-1, jO).

Bode Diagram Myguist Diagram
_ . e 20 . : . .
g N
1)
2 W 10 5 \ _
5 E, Z
ki e " Vo
. -E0 N = ; /
=] N = '
Vi) 1
b £ o : e 1
: L
= -20 : : i : :
102 A5 4 05 0 05 15
Otevieny regulaéni obvod je stabilni, Nyquistova kiivka neobkliéuje bod (-1, j0), N=0,
minimalné-fazovy apribéh LFFCH |ze jednoduse uzavreny regulaéni obvod bude stabilni:
odvodit z LAFCH Z=N+P=0 (stabilni pdly : -2.5, -0.24+j0.85).
Poznamka:

Nekdy se miiZzeme setkat s regulachimi obvody, které jsou stabilni pri vySSim zesileni a nestabilni
pri sniZeni zesileni. Takovym systémuim /ikame podminéné stabilni.
Prikladem miiZe byt prenos oteviceného regulacniho obvodu

. 02p°+15p®°+19p+1
I:o ( p) - K 3 2

p(p +30p° + 2p+1)

Ur¢enim pdli zjistime, Ze otevieny regulagni obvod je na mezi asymptotické stability (P=0) a o stabilité uzavieného
regulagniho obvodu rozhoduje pocet obkliceni bodu (-1, j0) ajeho orientace. Pouzitim Matlabu dostaneme:

, ktery je stabilni pro K = 20 a nestabilni proK = 1

91



pro K=20 pro K=1

Myeuist Disgram Plyouist Diagram

S0 = (nutno zvetsit) :

© Jn i

% 4 |
E e LELEPEEEE LT — LR E [

= 1 = 1

5 | = :
E ; E q/ b

-SI:II:I : 1 1 1 l

300 -2500 -200 -180 1000 -50 O AD -5 -0 -5 0
Nyquistova kiivka neobkli¢uje bod (-1, j0), N=0, Nyquistova kiivka obkli¢uje bod (-1, jO) dvakrét

uzavireny regulaéni obvod bude stabilni. v kladném smyslu, N=+2, Z=N+P=2+0=2,

uzavieny regulaéni obvod bude nestabilni.

4.4. Robustnost ve stabilité. Kritické zesileni, bezpeénost v zesileni a bezpe¢nost ve fazi.
ProtoZe uzavieny regulacni obvod by mél zastat stabilni i vzhledem k neurcitosti nominélniho
modelu fizeného systému (model redlného systému nezname presné, parametry redlného systému
se mohou v ¢ase ménit a pii tvorbé modelu to nerespektujeme...), je Zadouci vytvorit ndvrhem
reguldoru uréitou ,,bezpecnost” ve stabilité, kterou nazyvame robustnosti ve stabilite.
Z predchoziho vykladu vime, Ze uzavieny regulacni obvod se dostane na mez stability, jestlize
frekveneni charakteristika otevieného regulaénino obvodu F_ (jw) bude pravé prochazet
kritickym bodem (-1, jO). To znamend, Ze pii n¢jake frekvenci w =w,,, apfi zesileni otevieného
regula¢niho obvodu K =K, bude platit

Fo (Wi Kigi) =-1 resp, |Fo(jWkrit Kt )| =1 a ag F,(jw;, Kyi) =- 180° (4.27)
Robustnost ve stabilité tedy zavisi na prubéhu F,(jw)v okoli kritického bodu a je definovana
dvéma parametry, vyjadiujici bezpecnost v zesileni 1/ K, a bezpe¢nost vefaz g.
Bezpecnost v zesileni 1/ K
Je definovana jako multiplikativni konstanta, kterou |ze zmenit zesileni otevieného regulacniho
obvodu K tak, Ze uzavreny regulacni obvod se stane nestabilnim ( zesileni bude kritickeé).
Bezpec¢nost veféz g
Je definovana jako fazové zpozdeni g, které po zavedeni do otevieného regulacniho obvodu
Zpusobi, Ze uzaviceny regulachi obvod se stane nestabilnim.

ImF,
N R Bezpeénost v zedlleni a ve fazi v komplexni roviné
. F,(jw)
Wkrit,': 0 ©
-1j0 jednotkova kruznice
krit. bod

» ReF,

F. (jw, K) ... frekveneni charekteristika pii n&jakém zesileni K
/ s bezpetnosti v zesileni 1/K, abezpetnosti ve fazi gama

F,(Jw,K,,;) ... frekveneni charakteristikapii kritickém zesileni K=K
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Bezpeénost v zisku a bezpeénost ve fézi v logaritmickych soufadnicich (Bodeho apr oximativni LAFCH)

|Fo(jW)|dB [

|20Iog(1/ K0)| ... bezpetnost v zisku

[
»

log w

\\\\4 --- J I:o ( jW! Kkrit )|

F, (jw, K)|

-90

-180

-270

Z uvedenych schémat vyplyvd, Ze pro vypocet bezpecnosti v zesileni je nutné zjistit kritickou
frekvenci w, : arg F,(jw,,) = - 180° aamplitudové zesileni pri této frekvenci K, =|F, (jw,,,)|-
Pro vypocet bezpetnosti ve fézi je nutné urcit frekvenci w,: |F,(jw,)|=1 a fézi prenosu
otevieného regula¢niho obvodu pii této frekvenci j (w,)=argF,(jw,) .

Vypodet bezpecnosti v zesileni 1/Ky a kritického zesileni Kyit
1/ Kritickou frekvenci w,;, ur¢ime z podminky: ImF, (jw,,)=0 neboarg F,(jw,,) =- 180°
2/ Viypocteme K, = |F, (jw,,;, )| = ReF, (jw,;) a bezpecnost v zesileni 1/ K,

3/ Mel-li otevieny regulacni obvod zndmé zesileni K, kritické zesileni je Kyt = (U/Ko)K.
(Obecne urcime Kyt zrovnic (4.27 ) nebo pomoci Hurwitzova algebraického kriteria stability).

Vypodcet bezpe¢nosti ve fazig

1/ Frekvenci w,, tj. frekvenci pri které protina F,(jw) poprve jednotkovou kruznici a LAFCH
protind osu 0dB, urcime z podminky |F, (jw,)| =1

2/ Ur¢ime-li fazi prenosu otevieného regulacniho obvodu pri w,, 1ze bezpecnost vefaz g
wyjédsit jako dopliikovy dhel do-180% g =180° +argF, (jw,)

(Obwykla doporuéeni pro volbu bezpe¢nosti v zesileni a ve fazi jsou : 1/Ko>2, g > 40%)

Vaimnéme si, Ze bezpecnost ve fazi g lze také interpretovat jako maximalné pripustnou velikost
dopravniho zpozdéni t .., , zavedeneho do prenosu otevieneho regulacniho obvodu ¢lenem
e Mam= i kterém se stane uzavieny regulacni obvod nestabilnim. ProtoZe pro Uhel bezpegnosti
ve fazi plati g =Wt 4, [rad], mizeme pti zndmém g uréit toto dopravni zpozdeni ze vztahu

t g =9/W, (4.28)
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Z uvedeného wyplyva, Ze pro analyzu stability a robustnosti ve stabilité regulachich obvod::
s dopravnim zpozZdénim je prakticky pouzitelné pouze Nyquistovo frekvenéni kriterium stability.
Frekvencni prenos oteviceného regulacniho obvodu s dopravnim zpozdénim | ze zapsat ve tvaru
F,(iw) = F,(jw)e ™ (4.29)
Je tedy pouze nutné konstruovat Nyquistovu krfivku pro Eo(jw), kterou ziskame z F,(jw)
pootocenim kazdého bodu frekvencni charakteristiky o Uhel -wt, po kruznici se stredem v

pocéatku a polomeru |F, (jw)).

Priklad 4.7.:
Urcete bezpecnost v zesileni, bezpecnost ve fazi a kritické zesileni, je-li prenos otevieného regulacniho obvodu

2
FO(p)_W

Reseni:

. 2 _ 2@ 3w?) + j(w? - 3w)] _ N .
FolIw) = (jw)® +3(jw)2 +3jw+1)  (1- 3w?)2+(Bw- w®)? ReF, (jw)+ jImF, (jw)
F,(jw) = —

+WwW

Vypocet bezpednosti v zesileni /K,
Y ImF,(jw,,)=0 ® w}, - 3w,, =0 ® w,, =+3 rad/sec

. 2 1
2/ Ko=|Fo(Jka)| = S lweyz=— ® Bezpetnost v zesileni: 1/Ko=4
/1+W2 - 4

Kritické zesileni K, = (1/K;)2=8

krit
Vypocet bezpecnosti vefazi g

) 2 1 1
U |F(w)[=1® ——2=1® 2=(1+w?)? ® V4-1=w? ® w,=0.77 radisec
()
2/ Bezpetnost vefazi: g =180° +argF, (jw,) =180° - 3arctg aﬁ%g@ =67.2°
ap
Matlab (Margin):
Bode Diagram
Gim=12dB (at 1.73 radizec) , Pm = 67 6 deq (at 0.766 radfzec)
SI:I T T L T T L | T T L L L | T

Phaze (deq) Magnitude (dB)
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4.5. Metoda geometrického mista koreni (GMK)

Metodu geometrického mista korenti (GMK) zaved! v r. 1948 Evans jako grafickou proceduru
pro zobrazeni zmén rozloZeni kotent néjakého polynomu v komplexni roving v zavislosti na
zmeéné n¢jakého parametrul.

Nejcastejsi pouziti metody GMK vychézi ze znalogti rozloZeni nul a polt prenosu otevieného
regula¢niho obvodu (4.24),

b, (p)
F (p)=K2>=
-(P) 0

piicemz je sledovan vliv zmén parametru K,KT €0,¥) na rozlozeni péla uzavieného
regula¢niho obvodu.

Poznamka:

Pripomeiime, Ze parametr K ma vyznam zesileni v pripadg, ze polynomy a, (P),b, () maji prosté ¢leny rovny 1.
Jsou-li oba polynomy monické (koeficient u ngjvySSi mocniny je 1), Ize je rozlozit na sou¢in kofenovych Cinitelt a
v tomto piipadé je K je obecnym parametrem.

(4.30)

Motivacni priklad:

Uvazujme uzavieny regulacni obvod dle nésledujiciho schéma, kde zesileni otevieného
regulaéniho obvodu K je znazornéno oddélenym blokem (¢arkovang je vyznatena moznost jeho
piesunu pred souctovy uzel):

v

FolP) = (or 1), +1)

Lze tedy akceptovat, Ze pro K = 0 je zpétna vazba ,pierusena’ a GMK piedstavuji dva redlné,

razné poly p, =- i, p, =- 1 prenosu otevieného regulacniho obvodu

T, T,
K
P (P) = o 2)(oT, +1)
K=0 Imp
S ‘
-UT, -UT, Rep

Pro K > 0 je zpétna vazba , uzaviena’ a GMK budou predstavovat poly uzavieného regulacniho
obvodu s pienosem

(P = el X «

1+F,(p) (T, +1)(pT, +)+K TT,p? +(T, +T,)p+1+K
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Pély zéavisi na hodnoté K ajsou uréeny vztahem:
D (K):- (T1+Tz)i\/(T1' Tz)z' 4T T,K - (Tl"'Tz)i\/B
-2 2T1T2 2T1T2

Diskriminant D zavisi na parametru K ajeho hodnota ur¢uje, zda budou pély uzavieného
regulacniho obvodu redlné razne, rediné ndsobné ¢i komplexné sdruzené,

2
Pro0<K < -T.) je D>0 apdly jsou redlné razné.
41T,
2
M je D =0 a dostavame dvojnasobny redlny pol p, = p, =- 1 i+i
41T, 2T, T,

5
Pro K= T
2

2
Pro K> M je D <0 a poly jsou komplexn¢ sdruzené.
41T,
Geometrické misto korenti pro K1 €0,¥) je vyznateno na nasledujicim obrazku.

A
Imp
K® ¥ ) §
K=0 | K=0
N .
X?h X » Rep
T, ¢ -UT,
2
K = (Tl B TZ) 1
41T,

Pély vychézeji pro K=0 z pdlu otevieného regulaéniho obvodu, probihaji nejprve po redlné ose,
kde dochéazi k vétveni apro K® ¥ sejgjich imaginérni ¢ést bliZi k nekone¢nu. Poly zastavaji
pro libovolné K v levé komplexni poloroviné a uzavieny regulacni obvod je stabilni.

Hledejme nyni rovnici popisujici tvar GMK v obecném pripadg.

Rovnice geometrického mista korenii a zakladni pravidla jeho konstrukce.
Uvazujme striktné ryzi prenosovou funkci oteviceného regulacniho obvodu s monickymi
polynomy a,(p) a b,(p), st a,(p)=n, stb,(p) =m, m<n a parametrem K ,K1 &0,¥)
D
nw_, 9P 2)
F(p)=F(pF (p)=K °(p)=K 5 (4.31)
= O(p- p)
i=1
Monické polynomy Ize rozloZit na soucin korenovych ¢initelt se specifikovanymi hodnotami
npolt p;, i=1,...n. a mnul z, j=1,..m.

Prenos uzaviceného regulacniho obvodu je

K Pe(P)
_ B _ am _ knp
B R (D) ™ o BB (P + Kby() (432
a.(p)
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Porovnanim prenosu otevieného a uzavieného regulaéniho obvodu zjistujeme, Ze
»poloha* nul se uzavienim zpétné vazby neméni
»poloha" péla se viak uzavienim zpétné vazby méni a je dana feSenim charakteristické
rovnice uzavieného regulatniho obvodu

a(p)+Kb(p)=0 resp. 1+k 2P _g (4.33)
3,(p)

Definice GMK:
Geometrické misto korenii je definovano jako takova mnozina komplexnich cisel { p} , kterd pro
"K,KT &,¥)vyhowuje rovnici GMK:

1+k 2P (4.34)
a,(p)
Rovnici GMK zapiSeme ve tvaru
508 L L ‘i gl k=01,.... (4.35)
a(p) K |K
Po rozdéleni na absolutni hodnotu afazi dostdvame pro GMK dvé rovnice
b(p)|_1 Th,(p)U_

agj ag{b,(p)} - arg{a,(p)} =+(2k +1)p (4.36)

am K o “Namp

Pt rozkladu polynomut na souciny kotrenovych ¢initelt dostdvame rovnice GMK ve tvaru

Pyl
p- 7,
b°(p)|=’gl| J|=i (4.378)
la,(p)| A K |
O|p' pi|
i=1
arg%mg:é arg(p- zj)- a ag(p- p)=2(2k+)p, k=01,. (4.37h)
Tao(p)g j=1 i=1

Aby néjaké komplexni ¢ido p bylo prvkem GMK, musi existovat takové K 3 0, Ze je spinéna
rovnice (4.37a) a soucasne faze (4.37b) musi byt lichym nasobkem p .

Pro orienta¢ni uréeni pribéhu GMK bylo odvozeno z rovnic GMK nékolik pravidel pro jeho
konstrukci a neni tedy nezbytné ieSit tyto rovnice (pro exaktni reSeni Matlab: rlocus).

Zakladni pravidla pro konstrukci GMK (K > 0):

1/ GMK vychéz z pdli prenosu oteviFeného regulacniho obvodu pii K =0 a koné¢i v jeho
nulach pii K ® ¥ .

. b(P)|_1_, | A e
Dikaz K =0: |2 =—=¥ U (p) =0 (fesenim jsou pdly)
a(p)| K *
K=¥: b, (p) :i=0 U b,(p)=0 (resenim jsounuly)
a(p)| K
Diidledek:

GMK sestava z n vétvi vychazejicich z pdla, pifi¢cemz mvétvi konéi v nulach a n- m vétvi
se asymptoticky blizi k ¥ ( , k neviastnim nuldam“, , k nulam v nekone¢nu*).
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2/ (n- m)asymptot GMK se protina naredlné ose v bodé g

ap-az
q:%; p;,Z; jsou ¢iselné hodnoty pdli a nul, n-mjerelativni 7ad F, (p)

(n- m)asymptot GMK svira sredlnou osou Uhly a,

+(1- 12
a =P rE_m)p,

1=12,....n-m

3/ GMK je symetrické viiéi redlné ose
4/ GMK probiha po realné ose VLEVO od LICHEHO pocétu nul a pdli

5/ Body, kde GMK opousti nebo pfichazi narealnou osu, jsou uréeny i‘€Senim rovnice
4§ 1 & 1
i1 P- B j= P Z

6/ Prasec¢iky GMK simaginarni osou (nastavaji pro K = Kyit) uréime dosazenim p = jw do
rovnice GMK.

7/ Pron- m3 2:
Soucet hodnot pdli oteviFeného reg. obvodu = soucet hodnot pdli uzaviceného reg. obvodu

8/ Otevi‘eny reg. obvod ma alespori jeden pdl v poc¢atku (astatismus):
Sou¢in hodnot pdli oteviFeného reg. obvodu = sou¢in hodnot pdli uzaviFeného reg. obvodu

Pravidla konstrukce GMK |ze overit na prikladech, které byly spocitany (Matlab: rlocus)

oot Locus i Im p Fo(p) =K 1

' | 3
[ K =8 (kritické zsilend) | ] (p+1)
-‘_‘-\_\_\_L. 1

: Relativni t&d: n-m =3 (3 nuly , nevlastni*)
e Gl —- 3 vétve, 3 asymptoty, q=(-3-0)/3=-1

! [ ahly asymptot: 60° 180°, 300°
Prasecik simaginarni osu pii K=8 (krit. zesileni).
Zjisteni libovol ého pélu uzavieného reg obvodu a
piislusného zesileni : Matlab, rlocfind.

2t

Imaginary Lxis
(]

4L : ]

-2 -'1I EII 1
_ p+3

F(p=K "> _

= g D= o )p2)

E Relativni ¥&d: n-m=1 (1 nula,nevlagtni*)

: 2 vétve, 1 asymptota s thlem 180°

1 bod kde GMK opousti Re p

i 1 bod kde GMK piichézi naRep

-1 - GMK prochézi po Re p vievo od lichého poctu nul
0 apdli, musi kongit v nulach, a proto opousti Re p

aopét se vraci na Re p v pripustné oblasti.

Imaginary &xis
(o]
(I
o |
[aul
=¥

98



p+S

Oproti piedchozimu je zménéna nula pienosu.
3 vétve, 2 asymptoty s thly 90°, 270°

oot Locus ?Im o F (p) =K
10 r . o 2
E (p +2p+2)(p+])
w 5 Relativni t&d: n-m =2 (2 nuly , nevliastni* )
3 , 3 vétve, 2 asymptoty s thly 90°, 270°
= o : 1 vétev GMK vychézi z rediného pdlu -1
z asmetfujedo ,viastni* nuly s hodnotou -5
g 2 vétve smeiuji do nestabilni oblasti, kde se
= & nachézeji asymptoty, protingici redlnou osu
v bodé g = +1. Uzavieny regulacni obvod bude
-1 ':15 o stabilni pro K< K
_ p+0.5
| Roct Locus ?Imp Fo(p)_K( 2492 +2)( +1)
84— . | Y P P
| .
5l I asymptota |

Imaginary Axis
=

JN—"—G} -------- e —T = 1 vétev GMK vychézi z redného pdlu -1
1 Rep asméiuje do vlastni nuly s hodnotou -0.5
S ' - 2 vétve smefuji ve stabilni oblasti k asymptotam,
I které protingji redlnou osu v bods g =-1.25.
4 | . . A Uzavieny regulatni obvod bude stabilni pro
-1 0.5 0 05 libovolné K.

ProtoZe pirenos otevieného regulacniho obvodu je dan soucinem prenosu znamého fizeného
systému F¢(p) a prenosu navrhovaného regulétoru F, (p), je ziejme, ze metoda GMK bude

7

Gcinym néstrojem zejmeéna pro volbu struktury regulédtoru z hlediska “tvarovani” prabéhu GMK
zavedenim nul a péla reguldtoru k danym nuldm a pélim fizeného systému.

Tvar GMK reprezentuje moZnou umistitelnost polt uzaviceného regulacniho obvodu zvolenym
typem regulétoru a rozhoduje nejen o stabilité uzavieného regulaéniho obvodu, aei o dalSich
vlastnostech, které poZadujeme od chovéni uzavieného regulasniho obvodu.

Priklad 4.8.(nereSeny):
Pouztim metody GMK ukazte, Ze pro stabilizaci netlumeného linearniho harmonického oscilatoru s p/enosem

nemize byt pouzit
+1

ani P regulétor s prenosem F(p) = K

+1/T, 6
ani Pl regulétor sprenosem F(p) = K aep—/|+ T, >0

(%]

TL,p 0
t.p+ly
ktery do otevieného regulacniho obvodu zavede jeden stabilni pdl a jednu stabilni nulu

T,p O
nebo PID regulator sprenosem F, (p) = K +i+ o P ot
Tp t.p+tly

ktery do otevieného regulacniho obvodu zavede jeden stabilni pdl, jeden nulovy pdl a dvé stabilni nuly.

Pro 7izeni systému je vhodna volba PD regulator s prenosemF (p) = K §+ Tyt >0t <T,,
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| kdyz se miiZze zdat nel ogické zkoumat prizbéh GMK pro zaporné hodnoty K (coz odpovida
regulacnimu obvodu s kladnou zpétnou vazbou), nékteré tlohy navrhu regulatorii mohou vést
i k takovému ieSeni, a proto se budeme zabyvat i touto variantou GMK.

Rovnice GMK a zé&kladni pravidla pro jeho konstrukci (K <0):

Rovnice GMK (4.34) ma v tomto pripadé tvar

b,(p) _ b(p) 1
1- K=2 =0 1 9 =2— 4.38
a,(p) P a(p) K e

Po rozdéleni na absolutni hodnotu a fézi dostavame oproti (4.36) pouze zménu fazové podminky

1b(p)l

= b - =0, 4.39
arg%ab(p)g arg{b,(p)} - ag{a,(p)} (4.39)

zatimco podminka pro absolutni hodnotu prfenosu zistdva nezménéna:

Pro konstrukci GMK musime tedy upravit jen ta pravidla, kterych se tyka zména fazové
podminky:

Pravidlo2/ (n- m)asymptot GMK svird srealnou osou uhly a,

a =—-7~", | =1,2,....n-m

Pravidlo 4/ GMK probiha po redlné ose VLEVO od SUDEHO po¢tu nul a péli

Odtatni pravidla se neméni

p-1

Priklad 49.:  Je dén prenos otevieného regulacniho obvodu F, (p) = K p(p+1)(p+2)(p- 2)

Zakredete GMK pro K>0 a K< 0!

K>0 K<0

Root Locus

Foaot Locus

Imaginary Lxis
(|
Imaginary Axis
(o]
]
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5.DISKRETNI LINEARNI DYNAMICKE SYSTEMY

Dosud jsme se zabyvali spojitymi lineérnimi dynamickymi systémy (LDS), t.j systémy spojitymi
v ase i vUrovni a predpokladali jsme, Ze budou fizeny néjakym spojitym (analogovym)
reguldorem, tedy systémem, jehoz vstupem i vystupem jsou funkce spojité v ¢ase.

Spojity regulaéni obvod m¢l tedy vSechny ¢ésti popsané spojitymi modely LDS a v3echny
veliciny byly spojité v ¢ase.

5.1. Regulaéni obvod pri diskrétnim Fizeni spojitych LDS

Pri fizeni spojitych LDS ¢islicovym pocitacem je situace komplikovanéjsi, nebot’ ¢islicovy
pocita¢ simplementovanym diskrétnim algoritmem fizeni je propojen se spojitym fizenym
systémem pres A/D a D/A pievodniky.

A/D prevodnik navstupu poditace

povazujeme jej za idedlni vzorkovas, ktery prevadi spojitou vystupni funkci y(t) a referencni

signdl w(t) s konstantni periodou vzorkovéni T,, nafunkce diskrétni v ¢ase y(kT,,), w(kT,),
definované pouze v diskrétnich ¢asovych okamzicich t =KT,, k=0,1,.......

D/A prevodnik navystupu poditace

mé za kol prevédit vypoctené diskrétni hodnoty fizeni u(KT,) skonstantni periodou fizeni T,

na spojity fidici signdl u(t). Vychazimei z funkce obvykle pouzivaného D/A prevodniku,
ktery kazdou vypocétenou hodnotu fizeni pridrzuje konstantni po dobu periody fizeni T,,
modelujeme D/A pievodnik jako idedlni vzorkovac v sériovém spojeni s t.zv. tvarovacem
nultého 7&du, jehoZ vystupem je spojitd, po ¢éstech konstantni funkce u(t). ProtoZe tvarovac

reaguje na posloupnost ridicich pulsi, jeho funkce je reprezentovana integrétorem, ktery se
vynuluje po uplynuti periody tizeni alze jej tedy popsat spojitym pienosem

F (P) :%a- ) 5.1)

Po ¢astech konstantni fizeni u(t) je nasledné privadéno na vstup spojitého fizeného systému,
popsaného spojitym pienosem Fg(p).V této souvislosti se nabizi otézka, neni-li po ¢astech
konstantni fizeni u(t) pouze hrubou aproximaci spojitého fizeni, které bychom ziskali,
kdybychom stejny systém fidili spojitym reguldtorem a neméme-li se snazit o presnéjsi
rekonstrukci spojitého tizeni u(t) z diskrétnich hodnot fizeni u(KT,) ve smyslu Shannonovy
véty o rekonstrukci spojitého signdlu z jeho diskrétnich hodnot?

Z hlediska diskrétniho Fizeni systému je vsak dalezity pouze U¢inek ridici velic¢iny nasystém aje
tedy nutné modelovat rizeny systém jako soucin pifenosu tvarovace nultého 7&du a prenosu
rizeného systému, coz automaticky bere do Gvahy neidedlni rekonstrukci spojitého rizeni.
Poznamenejme jedté, Ze cinnost A/D pirevodniku i D/A pievodniku je fizena hodinovymi pulsy,
které budeme v dalSim povaZzovat za synchronni a budeme uvaZovat i rovnost periody
vzorkovani T, a periody fizeni T, , pod spolecnym oznacenim T =T, =T..

Regulacni obvod pii diskrétnim fizeni spojitého LDS je uveden na nasledujicim schéma:

(z diivodu jednoduchosti a piehlednosti je odhlédnuto od skutecné hardwareové realizace)

D/A pievodnik
Ref T Algoritmus T : Tvarovaé E Spojity
signd | Fizeni L ] 0-téno LDS >
w(t) w(kT) e(kT) ukT) ! tadu ! u(t) y(t)
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Spojity referencni signdl je oznaten w(t), spojity vstup fizeného systému u(t) a spojity vystup
y(t). Po vzorkovéni referencniho signdlu a vystupu A/D prevodnikem dostdvame funkce
diskrétni v ¢ase w(kT), y(KT)a po jejich odesteni diskrétni regulacni odchylku e(KT).
Diskrétni algoritmus fizeni maze byt zastoupen diskrétnim prenosem regulétoru F,(z), ktery
budeme pozdéji definovat pomoci Z-transformace pomerem Z-obrazu diskrétni funkce u(kT) a
e(KT) pti nulovych pogétesnich podminkéch.

Funkci tvarovate jsme jiz vysvétlili ajeho spojity prenos je dan vztahem (5.1).

Podgtatné je, Ze se v regulacnim obvodu vyskytuji jak ¢leny pracujici ve spojitém case, tak i
¢leny pracujici v diskrétnim ¢ase. Analyza diskrétnich regulacnich obvodi i navrh diskrétniho
algoritmu Fizeni vSak samoziejmé predpokladaji pouZiti néjakého konzistentniho matematického
popisu pro obatypy téchto ¢leni. Zavadi se proto Laplaceova transformace i pro funkce diskrétni
v ¢ase, ktera dostala jiz zminény ndzev Z-transformace.

Pouziti konzistentniho matemeatického popisu umoziuje dva principidlné odlisné pristupy k
navrhu diskrétniho algoritmu fizeni:

1/ Vytvorime diskrétni model pro sériové spojeni fizeného spojitého LDS atvarovace 0.-tého
tédu, dané soucinem prenosi Fs ( p) Fy, (p) a provedeme ptimy névrh diskrétniho regulétoru.
Navrh regul&toru oviem piredpoklada pouziti néjaké navrhové metody, ktera by méla byt
podloZenateorii diskrétniho rizeni LDS.

2/ Vyjdeme ze znalosti modelu spojitého fizeného LDS a navrhneme spojity reguléator
s pouzitim n¢jaké navrhove metody, vyplyvajici z teorie spojitého Fizeni LDS
Nasledné provedeme diskretizaci navrzeného spojitého regulétoru.
(V tomto pristupu, narozdil od piedchoziho, funkce tvarovace neni apriorné brana do avahy,
piestoze ji v regulatnim obvodu vykonavd).

Intuice ndm tik4, Ze diskrétni systém se bude chovat jako spojity systém pri dostatecné malé
periodé vzorkovani T apiirozené si mizeme klast otazku, zda mé viilbec smysl vytvéiet néjakou
teorii diskrétniho fizeni LDS a pro¢ pii navrhu diskrétnich reguldtorti nepostupovat vzdy podle
druhého pristupu?

Na otazku odpovida napi. navrh diskrétniho regulatoru skonecnym poctem krokii regulace
(dead-beat control), ktery nenachézi paralelu u spojitych reguldtori s naslednou diskretizaci.
Jako formdlni ilustraci uvaZzujme spojité a diskrétni fizeni skokové odezvy polohového
servomechanismu, reprezentované napt. pozadovanym uUhlem natoceni |, htidele

stejnosmérného motoru.
Blokové schéma spojitého regulacniho obvodu je na nésledujicim obréazku:

i, e u - - .

A z — Polohovy servomechanismus j ()
egul &tor .

S _j(p)_ K >
F=(p) Fs(p) = =

L U(p) pa(p)

Predpokladejme, Ze byl k danému systému navrzen néjaky spojity reguléor. Typicky prabéh
skokové odezvy vystupni velic¢iny j (t) a priabeh spojitého fizeni u(t) V uzaviené regulatni
smycce je schématicky znazornén na nasledujicim obrazku:
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wistup & _
Step Response and control wariable

|_||:t:| 2 T T T T T T T

1.3

Amplitude

Budeme-li poZadovat misto spojitého (analogového) regulédoru ¢islicovy reguldtor, mizeme
postupovat pristupem ad 2/ a diskretizovat navrZzeny spojity regulator. Spojité rizeni systému
bude nahrazeno po ¢éstech konstantni funkci a pii dostatecné malé periodé fizeni se spojita

V obou pripadech v3ak bude platit, zej , = !!@ryj (tyresp.j , = L!@n;lj (KT)!

V 9. kapitole, zabyvajici se klasickymi metodami syntézy, ukaZeme na navrhu diskrétniho
reguléoru s konecnym pocétem kroki regulace, Ze pristupem ad 1/ miazZe byt poZadovana hodnota
regulované veli¢iny teoreticky dosazena jiZz za pocet period rizeni, ktery je roven f&du trizeného
systému.

Na nasledujicim obrézku jsou znézornény prabehy diskrétniho fizeni a skokové odezvy vystupni
polohy spojitého servomechanismu druhého adu s navrzenym dvou-krokovym regulétorem:

spoj. wystup T
uikT)

Step Responze and control variable

I Konecny plcuu:et krakl rlegulace |'L'I'=I lsec., 2 krlfnkj,rj

wyistup
e

2 F

Amplitude
[}

A1t P ulkT) dvoukrakove rizeni -

Oproti predchozimu grafu vidime, Ze pii ndvrhu reguldoru skonecnym poétem kroka regulace
dosahl spojity regulovany vystup polohového servosystému druhého radu poZadované ustalené
hodnoty jiZ za dvé periody fizeni, tedy za dvé vtefiny a na poZadované hodnot¢ jiZ trvale zastava
Rizeni je po dvou periodach nulové.

Pri diskrétnim tizeni spojitych systému se setkame s dalSimi jevy v regulacnim obvodu, které je
nutno vzit v Gvahu pii navrhu diskrétnich regulatora:
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al Casova zavid ost (t-variance)

Vyplyva ze skutecnosti, Ze vzorkovani atizeni je taktovano hodinovymi pulsy pocitace, kdezto
externi signal (referencni signél, porucha) miaze zacit ptisobit v libovolném ¢asovém okamziku
t,tT gkT,(k+1)Tg, k=0,1,... Odezvy naexterni signdly jsou tedy obecn dasové posunuté vii
okamzikam vzorkovani (tizeni) a hodnoty vzorkovanych veli¢in jsou funkci ¢asového posunu.
Tento efekt se zmenduje s volbou kratSi periody T .

b/ Aliasing
Tento efekt vznikd v dusledku nedodrZeni vzorkovaciho teorému, ktery vyZaduje, aby
vzorkovany signél byl vzorkovan se vzorkovaci frekvenci w,,, kterd musi byt rovna alespon

dvojnasobku t.zv. Nyquistovy frekvence w,, pticemz w,, je dana Sitkou frekvencniho pasma
vzorkovaného signalul.
Jak ukézeme v odstavci 5.10., vzorkovanim spojitého signdlu y(t) s frekvencnim spektrem

Y (jw), vznikne vzorkovany signd vy’ (t) jeko diskrétni posloupnost { y(KT)}. Frekveneni
spektrum vzorkovaného signdlu Y™ (jw) v3ak bude jedté obsahovat vedlejSi spektra posunuta o
nasobky vzorkovaci frekvence kw,, :

* - 1 °¥ - -
Y (jw) =T aY(jw+ jkw,,) (5.2
k=-¥

Neni-li dodrZena podminka w,, 3 2w, , dojde k piekryti spekter, ve vzorkovaném signalu neni
jiZ moZzné separovat prispévky od jednotlivych frekvenci a vznikaji jakési zdanlivé (aliasing)
frekvence, které systém vlastné negeneruje. Predstavime-li si, Ze diskrétni reguldtor bude
odvozovat tizeni z téchto zdanlivych prabéha vzorkovanych veli¢in, je nutné vzniku aliasingu
zabranit vybérem vhodné periody vzorkovani a névrhem anti-aliasingového spojitého filtru
(dolno-frekvenéni propust se zZlomovou frekvenci mensi nez w,, /2).

Uvedeme priklad:

Do vymeéniku je piivadéna pies regulagni ventil horka para a ohtiva protékajici vodu. Tlak pary ve vyméniku se
méti analogové a teplota ohiivané vody diskréiné se zvolenou periodou vzorkovani T = 2 min. Teplota vody je
udrZzovéna na pozadované hodnoté diskrénim reguldtorem, ktery fidi otevieni ventilu v zavislosti na odméiené
teplotni  odchylce od pozadované hodnoty. Regulace probiha uspokojivé az do okamziku, kdy se kuzelka
Vv opotiebovaném ventilu trochu uvolni, rozkmita a zpasobi oscilace v piivadéném mnozstvi pary, atedy i oscilace
v tlaku péary a v teploté vody, protoze tlak pary a teplota vody jsou fyzikélng vazané veli¢iny a mély by oscilovat se
stejnou frekvenci.

Situace je znazornéna na nad edujicim obrazku spolu se zaznamy méteni tlaku a teploty:

Privod pary u Pozadovana teplota

Diskrétni
Méieni tlaku pary regul&tor Y3

T

| Méiena teplota y
Studend H;0 ( ) M
TeplaH,O

Tlak pary l Teplota

A

2.11min vymenik

=~ -
. N - ~
’ ~ id AN
\
P N 4 Sel -
_- < _ -

t t =kT

v
v
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Podivame-li se na zaznam diskréniho méfeni teploty, usuzujeme na periodu oscilaci as 38 minut, avsak
z analogového méieni tlaku zjist'ujeme periodu 2.11 minut.

Nevhodnou volbou periody vzorkovéani teploty T = 2 min. ziggmé vznikl aliasing efekt.

Vypocteme frekvenci vzorkovani W, afrekvenci oscilaci tlaku pary W, :

w,, = L 3.142rad /min, w, = > - 2.978rad / min.
2 211

vz

Vzorkovaci frekvence nespliiuje pozadavek dvojnasobku frekvence spojitého signdlu (oscilace tlaku), spojity signal
je reprezentovan frekvenci vétsi nezli je Nyquistova frekvence (W, =W, / 2).

Ve vzorkovaném signdlu dochazi k periodickému piekryvani frekvenénich spekter v okoli nasobka vzorkovaci
frekvence ( W =kw,, +W,) a ngniz§ aliasing frekvence je W, =w,, - w, =0.1638rad /min, coz

odpovida odméiené periodé oscilaci teploty 38 minut.
Tyto oscilace jsou fiktivni, regulator viak podle nich fidi privod pary aregulace teploty je nefunkéni!

Jeste jeden pifklad:

Pozadujeme-li , aby ve vzorkovaném fecovém signalu byly zastoupeny frekvence ieknéme do 11kHz, musi byt
spojity Fe¢ovy signal vzorkovan se vzorkovaci frekvenci alespoi 22kHz a navic je nutné zaradit do kanalu spojitého
signalu dolni frekven¢ni propust se zlomovou frekvenci nizsi nez 11kHz, jinak vznikne aliasing.

5.2. Funkce diskrétni v ¢ase

Funkce diskrétni v dase vzniknou:

al dosazenim diskrétniho ¢asu do spojitych funkci (t = kT)
xt)=e* ® x(KT)=e*" | k=0,1,......

b/ aproximaci integrace ¢i derivace u spojité pracujicich ¢lent v regulacnim obvodu

y(t) = Ti JOt  ®  ykn)= Ti 3 Tu(mT)

| m=0

T T,

¢/ vzorkovanim spojitych veli¢in

y, (t)
Tt
_______ R Spajity LDS J_»
y(®) y; (t)

Spojita velicina y(t) je vzorkovana s konstantni periodou vzorkovani T a po dobu sepnuti je
vzorkovanou velicinou y; (t) sledovan prabgh spojité veliciny y(t). Tento skutesny priibeh

vzorkované veli¢iny bude matematicky obtizné popsatelny, a proto se uchylime k jeho
aproximaci obdélnikovymi pulsy sdobou trvani t :

¥
Yo () = y(KT)[at- kT)- 2t- kT-t)],  1(t- KT)... jednotkovy skok zpozdény o KT
k=0
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V L-obrazech :

. . ¥ éle pkT 1e kae pt N ¥ - pkT l]
Ly =Y (m =8 ykne— Q= ay«ni )
k=0 e p P 0 «=o P u
Rozvineme 1-e ™ v fadu apro aproximaci vyuzijeme skutesnost, zet <<T:
) 3 3y
0
1-e® =1- g1 ot + P ﬂa..ﬁ@pt
g a3
Po dosazeni do predchoziho vztahu dostavame
e PKT ) - pkT

* ¥ é
Y (p)=Q Y(KT)gpt
k=0 e p
a po zpétné transformaci do ¢asové oblasti

¥
yi(t)@ g y(KT)(t- KT) =t y'(t).
AN 448
y ()

Ziskali jsme vztah mezi aproximovanym pribéhemy; (t) a idealizovanym popisem y’ (t)
vzorkované spojité velic¢iny. Aproximovany popis |ze interpretovat jako amplitudovou modulaci
d - pulsi (Diracovych pulsii), nasobenych dobou sepnuti t  (tanebude hréat roli v prenosech!).
Vzorkovanim veli¢iny v regulatnim obvodu tedy ziskdvdme posloupnost diskrétnich hodnot
{ y(kT)}, k=0,12,...., kterou miZeme popsat funkci diskrétni v ¢ase y” (t)

¥
u ta yKme
k=0

(e

¥
y (1) =g y(KT)d(t- KT) = y(0)d (t) + y(T)d (t- T) + y(2T)d(t - 2T) +........ (5.3
k=0
zanasledujicich predpoklad:
al t <<T , Tjezvolena perioda vzorkovani
b/ v regulacnim obvodu je tvarovac, ktery pridrzuje hodnoty vzorkované veliciny na konstantni
hodnoté " t, kT £t< (k+1T, k= 041,...je kompenzovanot )
¢/ urcujeme diskrétni prenos ( je kompenzovano t )

Priklad 5.1. :

Vzorkujte s periodou T = 0.5 sec. impulsni funkci systému, jehoz pienosje F(p) = 4/(p+2) !

Regent:

Impulsni funkce je g(t) = 4 €. Hodnoty g(t) v diskrénich ¢asovych okamZicich t = 0, T, 2T, tvori diskréni
posloupnost { g(kT}= {4, 1.47, 0.54,....... }.

Impulsni funkce, jako funkce diskréni v case, matvar g (t) = 4d (t) +1.47d(t - T) +0.54d (t - 2T) +.....

5.3. Laplaceova transformace funkci diskrétnich v ¢ase. Z —transformace.
Aplikujme Laplaceovu transformaci nafunkci diskrétni v ¢ase f (t)

L{t )} =F (p)= L:af(kT)d(t kT)g oaf(kT)d(t KT)e Pdt|,; =

= Of (O)d ()t + Of (T)d(t- T)e Pdt + )f (2T)d (t - 2T)e Pdlt +........ =
0 0 0

= f(0)+ f(T)e ™ + f(2T)e PZ +........... b

F'(p)=q f(kT)e ™ (5.4)

k=0
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Zavedenim komplexni promenné z = e”" (ve frekveneni oblasti z=e"" =coswT + jsinwT)
definujeme Z-transformaci, prevadejici funkce diskrétni v case na funkce komplexni promenné z

Z{f (K1)} =F(2) =§ f(KT)zX=f(0)+ f(T)z*+ f(2T)Z % +........ (5.5)

Podobn¢ jako u spojitych systémi je F(z) raciondni polynomiani funkce (polynomialni
zlomek).

Pro urceni ¢asového origindlu f (KT) z daného obrazu F(z) pouzijeme zpétnou Z-transformaci ,
kterdje rovnéz analogii zpétné L-transformace pro spojité veli¢iny.

Zpétna Z-transformace je dana vztahem

f (KT) =Z'1{F(z)}=2—:j@j:(z)z"'ldz= éri z! (5.6)

Vypocet ¢asového originalu z daného obrazu provadime:
1/ Rozdadem F (z) na parcialni 2omky a uréenimresidui r, , prislusgjicich singularnim bodiim

(péliim) z, i = 1,...nfunkce F (z). Rozklad na parcialni Zomky a vypocet residui se provadi
stejnym zprisobem jako u spojitych systém.
2/ Pouztim tabulek prevodnich vztahi.
3/ Primym delenim polynomu v citateli polynomialniho Zlomku polynomem ve jmenovateli.
V pripade soudeélnosti polynomi dostaneme po vydéleni polynom konecného stupné, a tedy
konechou posloupnost diskrétni promenné, v pripade nesoudeélnosti polynome dostaneme
nekonechou posloupnost diskrétni promenné. V takovém pripadeé je ovsem obtizné ziskat
casovy original v uzavieném tvaru jako pri pouzti (5.6).

Zakladni vlastnosti Z-tr ansfor mace

1/ Linearita
Z{a, ,(t) +a,f,(t)} = a,Z{ f,(O)} +a,Z{f, (1)} = a,F,(2) + a,F,(2)

2/ Casové posunuti (dopiedné)

. T .
Z{ft+nT)}=2" gF(z) - a f(mT)z'mE, f (MT) ... poc&esni podminky
e m=0 u
¥ ¥ ¥
Dikaz Z{f[(k+mT}=8 flk+nTlz =2"q f[k+mTlz*" =" f(mT)z" =
k=0 k=0 m=n
_ n ég -m %1 -m l]
=Z'aa f(mT)z"- g f(mMM)z' "
@n=0 m=0 u
z{f(t+nT)}=2"F(2), pfi nulovych pocétesnich podminkéch

3/ Casové posunuti (zpétné)

z{f(t- nT)}=2"F(2)
Dikaz. Z{f|(k - n)T]}=§ fl(k- nTl* = z'“g flk- Tz ®» =z" 5 f(mT)z ™ =

= 72"F(2), protoze f(mT)=0 pro m<O0.
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4/ \/éta o pocatecni hodnoté

lim f (KT) = limF (2)
Dikaz lim F(@) = lim [t + f(M)zt+f@T)z%+..]= f(0)

5/ Véta o konecné hodnoté (pokud kone¢na hodnota existuje)

lim £(KT) = lim (z- YF(2)

Dikaz Df, = f[(k +D)T]- f(kT)p Z{Df, }=(z- YF(2)- zf(0)=§ Df, z

k=0

¥
P lim(z-)F(2)=f(0)+ é Df, = lim f(KT)
®1 k=0 k® ¥
Poznamka:
Protoze pri diskrétnim rizeni prredpokladame konstantni periodu vzorkovani T, ktera je piredem zvolena, obvykle ji
pri popisu diskrétnich velic¢in vynechavame. Prozatim nam slouZ pro lepsi srozumitelnost vykladu .

Priklady pouZziti Z-transfor mace:

1/ Jednotkovy skok: f(kT)=1 "k, k3 0
1z
1- 7' z-1
2/ Jednotkovy impuls:  f(kT) =1 pro k=0, f(kT)=0 pro k® 0

¥
Z{f(k)}=Qq f(KNz* =1+z +z2+..=
k=0

z{f(kT)}zg f(KT)z'* =1

3/ Exponencialni funkce: f(KT)=¢e*T

¥
Z{f (kT =3 e*zX =1+ 7 +e% 72+ = =
{ ( )} ka:‘O 1- e 7 Z- €

4/ Funkce f(KT)=c*, c= konst.:

Z{f(kT)}:gc"z"‘:1+cz'1+czz'2+...: =
k=0

5/ Diferenéni rovnice —diskrétni pienos.
K diferen¢ni rovnici popisujici chovani diskrétniho LDS ur¢ime diskrétni pienos.

Diferencni rovnice:  y(k +2) - 5y(k +1) + 6y(k) = u(k)

Po Z-transformaci: z°Y(z) - z°y(0) - zy(1) - 52Y(2) + 52y(0) + 6Y(2) =U(2)
P#i nulovych pocétecnich podminkach: (z° - 5z+6)Y(2) =U (2)

Y(2) _ 1 _ 1

Diskrétni prenos: F(2) = 5 =
U(zg z°-5z+6 (z- 2)(z-93

6/ Vypocet diskrétni pifechodové funkce
Uvazujeme diskrétni pienos F(z) z piedchoziho prikladu a vypocétéme odezvu na jednotkovy

skok. Obraz jednotkového skoku je U(z) = il
2 -
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a/ Rozkladem na parcialni Zlomky:

3 _ Z _ r1 r2 r3
V(@ =F@U ()= (z- D(z- 2)(z- 3) z- 172-2"2-3

Vypocteme residua: r, = lim Y(2)(z- 2)], =123 P =%, 1r=-2 r3=32
®7
1

3
Zpstna transformace: y(k) = § r,z<* :% 1t 2 2t +g 3¢t =5 2% +% 3%, k=01,..
i=1

b/ Pouzitim tabulek:

, r , rz
V tabulkach nenalezneme ——, ale obraz posunuté funkce —
z- z z- z

1/22_ 2z +3/22
z-1 z-2 2-3

. Posuneme obraz Y (z) :

( obrazy odpovidaji Z{c*}, c= kongt. - viz predchozi priklad 4/)

ZH2Y (2} = y(k +1) = % -2 2K +g 3¢, k=0,1,2,...casovy originl je ale posunuty o 1 krok!

Posunem o 1 krok zpst dostavame:  y(k) = % -2 2t +g 3t = % -

2Y(2) =

2~ +% 3, k=012...,
cozZ je stejny vysledek jako v piredesiém.
¢/ Primym délenim polynoni:

VA VA o
Y(2) = = =122+62°+252* +90z° +.....= k)z
(2 (z- D(z- 2)(z-3) Zz°-6z°+11z- 6 E'Oy( )
Primym délenim polynomii dostéavame nekonednou mocninou fadu v inverzni promgnné z ™.
Ta odpovida definici Z-transformace a jeji koeficienty jsou tudiz primo hodnoty diskrétni

veliciny y(k), k=0,12,....
Neziskali jsme sice uzavieny tvar pro vypocety(k)jako v predchozich pripadech, hodnoty
diskrétni veliciny jsou vSak stejné a miZzeme se o tom piresvédéit dosazenim za k =0,1, 2, ....

5.4. Matematické modely pro vnéjsi popisdiskrétnich LDS

(diferenéni rovnice, diskrétni pirenos, konvolutor ni souéet)
Nekteré dynamické systémy jsou jiZz svoji povahou diskrétni, pracuji tedy pouze v diskrétnim
Case (¢islicovy pocitag, ¢islicovy filtr apod.), neni tieba provéadét vzorkovani a jsou piimo
popsatelné néjakym diskrétnim matematickym modelem. Pokud vSak hledame diskrétni model
pro dynamické systémy, jejichz velic¢iny jsou spojité v ¢ase, musime jedté odliSovat, zda do
spojitého systému bude zahrnuta funkce D/A prevodniku (napt. pii stanoveni diskrétniho modelu
spojitého, fizeného LDS stvarovatem 0.-tého tadu) nebo uréujeme pouze diskrétni model
spojité pracujiciho ¢lenu, ktery je na vstupu a vystupu vzorkovan. Ve formanim zpisu jsou tyto
varianty jiz nerozliSitelné, a proto musime vychozi situaci vénovat patticnou pozornost.
Predpokladejme, Ze dynamické chovani diskrétné pracujiciho systému |ze popsat
linedrni diferencni rovnici n-tého adu s konstantnimi koeficienty:

ykk+n)+a, ,y(k+n-D+...+a,y(k) =bu(k+m)+b_,u(k+m-1)+..+byu(k) (5.7)
piicemz m£n, Yy(0),y®),....y(n- 1) jsou dané poc¢aecni podminky

Aplikaci Z-transformace (pii nulovych pocétecnich podminkach) dostavame

(z"+a,,z" +a, ,2"* +...+az+3,)Y(2) =(b,z" +b, ,z" +...+bz+Db,)U (2 (5.8)
a analogicky jako u spojitych systémt definujeme diskrétni pienos F(2) jako pomér Z-obrazi
diskrétni vystupni funkce a diskrétni vstupni funkce pii nulovych poc¢étecnich podminkéch:
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F(2) = Z{y()} _Y(2) _b,z"+b, 2" +..+bz+b, _b(2) .
Z{uk)} U@ z"+a ,z"'+..+az+a, a2’
Koreny polynomu b(z)v ¢itateli jsou nuly, koteny polynomu a(z) ve jmenovateli jsou poly.

m£E n (5.9

Diskrétni prenos lze také zapsat pomoci polynomi v inverzni proménné z* formalnim
vydélenim ¢itatele ajmenovatele nejvysSi mocninou z"
F(zY) = Y(z') _b,Z" " +b, z "™+ +bZ "+l 7"
u(zh) 1+a, z'+...+az" +a,z"
Odpovidajici diferencni rovnice ma tvar
yk)+a, ,yk-1+....+a,y(k- n)=b u(k- n+m)+...+bu(k- n+1)+byu(k- n) (5.11)

(5.10)

Satické zesileni K Ize urgit z diskrétniho prenosu F(z) pouZitim vety o konecné hodnote
K= Ii(grll F(2) (uspojitychpienosi K = “gg F(p) ) (5.12
Z p

Diskrétni prenos clenu s dopravnim zpozdenim t , - celociselnym nasobkem periody vzorkovani :

_Y(@ _ _.q _ty
F(z —m—z , d—? (5.13)

Konvolutorni soucet je jednim z modela vstupné-vystupnino chovani diskrétnich LDS a je
analogii konvolutorniho integrélu u spojitych LDS:

y(k) =& g(k- ul), (5.14)

kde g(k)je diskrétni impulsni funkce a g (k - i)je diskrétni vahova funkce.

Nékolik poznamek:
1/ Pokud zapiSeme diferen¢ni rovnici resp. rovnici (5.8) v operatorovém tvaru

(z"+a,,z" +a, ,z"* +....+az+3,)y(K) = (b,z" +b, 2™ +..+bz+Db,)u(k),
povaZzujeme z zaoperator dopiredného posunu. Byva oznacovan q pro odliSeni od z ve
vyznamu komplexni promgnné. TotéZ plati i pro operator zpétného posunu z™* (q?).

2/ Pxi ur¢ovéni diskrétnich prenosi v obvodech se spojité pracujicimi ¢leny je nutné respektovat
umisténi vzorkovati:

u(t) y(kT)
— I:(IO)=1 —— I:(IO)=—1 —
1 2
T p T p+1 T
_Y(2) _ z z z°
F(2)=—2 =Z{F Z{F, (p)} = =
@=55 =ARe ARml= T = o e
u(t) | ) y(KT)
" Fi(p) == F(p)=— .
T p p+1 T

Y@ _ 1 G110 ze)
e R e T e s e Ty



3/ Zkraceny z&pis F(2) = Z{F(p)} = Z{L {F ()}, } = Z{0(KT)} b diskrétni prenosIze
definovat take jako Z-transformaci diskrétni impulsni funkce jako u spojitych pirenosa.

Tvarova¢ 0.-tého Fadu

Jak jiz bylo feceno v odstavci 5.1., pri diskrétnim tizeni spojitych LDS je Zédouci povaZovat za
fizeny systém sériove spojeni prenosu tvarovate a pirenosu spojitého, fFizeného LDS.

Vénujme jedté pozornost odvozeni prenosu tvarovace 0.-tého fadu:

u(KT), U (p) u(t), U(p) y(t)

Algoritmus |~ ,| Frv(p) =7 ,i Fs(p)

!

Na vstup tvarovase prichdzi diskrétni posloupnost fizeni u(KT) a na vystupu dostdvame po
géstech konstantni ¥izeni u(t) =u(KT)=konst.pro kT £t<(k+1)T, "k, k=0,12,....

Vystup tvarovace na k-tém intervalu t | é(T,(k +1)Tg Ize vyjédrit jako rozdil dvou o 1 periodu
posunutych jednotkovych skokii, vynasobenych konstantni hodnotou u (KT ):

u(t) = ukT{aft - kT]- At- (k+DT]
Vystup tvarovace nacelém intervalu t1 [0, ¥)je

ut) =& ukn)l- kT]- 1t~ k+9T]

aVv Laplaceovych obrazech

T
1e pkoprU_22-€e°
u-

3 51 .
U(p)=au(kT)Z$e 08 ukT)e ™ = Fyy (p)U° (p)
k=0

a P ok=0
z & Y 5 , st _U(p)_l_e-pT
Dostavame spojity prenos tvarovace 0.-tého 7adu: Fn (p) = 0 ( p) = 0 (5.15)
_ @ T wr/i2 _ 4-jwr/2 : ' )
e Fy () =S BTN e SWTI2 iz

jw jw w
Z frekvencniho prenosu tvarovace 0.-tého r&du vidime, Ze tvarovat vnasi do regulacniho obvodu
fézové zpozdeni umeérne poloving periody vzorkovani.

Diskrétni prenos spojitého L DS stvarovaéem 0.-tého Fadu

Pro ptimy navrh diskrétniho regul&oru povaZzujeme za tfizeny systém soucin pienosu tvarovace
Fn (p) apienosu F¢(p)spojitého LDS. Diskrétni pienos fizeného systému F¢(z) je potom dan
Z-transformaci soucinu spojitych pirenosi:

Fo(2) = Z{UH{F (DFS(p)} = Zl“ll — )k% . )Z'LllFép)z‘”E:

1 Fs(p)gmg (516
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Diskrétni pfenos F.(2) Ize takéinterpretovatjako Z-obraz diskrétni impulsni funkce g (KT):

- pT N
i k% TP
= Z{h(kT) h[(k NT]=2z{g (kT)}, kde h(KT) je diskrétni prechodova funkce.
Priklad 5.2. :
Spojity LDS je popsan prenosem F (p) = Y(p) -1 . Ur&ete jeho diskrétni prenos F (2)
U(p) p+l

al bez tvarovate 0.-tého tadu b/ stvarovatem 0.-tého fadu .
S pouzitim vét o pocatedni a kone¢né hodnoté porovnejte pocatky a ustdené hodnoty diskrétnich prechodovych
charakterigtik. Periodu vzorkovani zvolte T =1sec.

Regeni:
N z 1
o F2)=zio L =
(2)= : ' +1}§/ kTg T 2-0.368 1- 0.3687*
limh(k) =limF(2) Z _lim—2% % —jim—1 _ 1_1=
z-1 2¥z7-0368z-1 °¥]1-0.368Z"1- z
Z
I|mhk—I|mz DF z——Ilmz H—— 1.58
(k) ( )F(2) 1 ( )2036821
1-e™ 1 uf 1| 1

bl F(2) = Z+L1: p*ﬁ% =(1- 7 )z. '_'—+1}§/ kTg

1
_ 0632 _ 0632z°
z- 0368 1- 0.3682"

-1
limh(k) = limF () Z__\im 0632 z —lim 0.632z _ 1_1:
k® 0 z® ¥ z-1 z®¥ Zz- 0368z7z-1 =»¥1- 0368z 1- 7
. . . 0.632 z
limh(k) =lim(z- DF(2)— =lim(z- 1) ———— =
k®¥ () Z®1( I )z- 1 Z®1( )z- 0.368z- 1

V konfrontaci s ptechodovou charakteristikou spojitého systému vidime, Ze limitni hodnoty
spliuje pouze diskrétni model spojitého systému s tvarovacem 0.-tého radu.

5.5. Diskrétni stavovy model spojitého L DS stvarovacem 0.-tého iFadu
UvaZzujme spojity fizeny LDS se stavovym popisem

S: A(t) = Ax(t) +Bu(t), x(t,)dano, x(t)T R" (5.17)
y(t) = Cx(t)

a urceme pro danou periodu vzorkovani (tizeni) T jeho diskrétni stavovy model, respektujici
funkci tvarovate 0.-tého fadu.

Diskrétni stavovy model S, piedpokladame ve tvaru

S, : x(k +1) = F(T)x(k) + G(T)u(k), x(0)dano, x(kT)I R", k=012,..... (5.18)
y(k) = Cx(k)

kde F(T),G(T) jsou hledané matice s vyznasenou zavislosti parametr na period¢ T
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Pro odvozeni diskrétniho modelu pouZzijeme explicitni reSeni stavoveé rovnice spojitého systému:

t
X(t) = " 9x(ty) + g Bult )dt (5.19)
to
Dosadime-li za t, resp. t diskrétni ¢asové okamziky KT resp. (k+1)T abudeme-li respektovat
funkci tvarovace podminkou u(t)=u(kT)=konst. pro KT £t < (k+)T, k = 0,1,2,....
dogtaneme

(k+1)T
Xk +T] = AT Ty + - pAedT gt y(KT)

KT

K(k +T] = " x(kT) - AT IB]%™T y(kT) = A x(KT) + A" - 1)BU(KT)  (5.20)

Porovnanim s (5.18) dostavame hledanou souvislost matic spojitého a diskrétniho modelu:

FT) =€, G(T) =A(e""- ) B (C beze zmeny) (5.21) |

Neni-li matice A invertovatelna (napi. systémy s astatismem), Ize matici G urcit pomoci rozvoje
e*Tv fadu

é 212 é 212 u
G=A'g AL AT IuB Tal AL AT (B (5.22)
g 1 2 o} g 2 3 o}

Uved’'me jedté piehled diskrétnich modelt spojitych systémi s tvarovagem 0.-tého fadu a jegjich
vzajemné souvislosti.

Spojity model Diskrétni model
(t) = AX(t) + Bu(t) ® F=e", G=A'YF-1)B ® x(k +1) = Fx(k) + Gu(k)
y(t) = Cx(t) - A=ZInF, B=(F-1)'AG - y(k) = Cx(K)

l (Matlab: c2d, d2c) l
iF (p)u

F(p)=C(pl- A'B ® F(2=(1-72 )z ® F.(2=C(d - F)'G

Nekolik poznamek:
Diskrétni stavovy model vanikly diskretizaci spojitého systému s tvarovacem je formalné
nerozisitelny od stavového modelu systému, ktery je diskrétni sam o sobe.

Postup pri prevodu diskrétniho prrenosu do normal nich forem stavovych reprezentaci je shodny
S postupem znamym z prevodu spojitého pirenosul.

Diskrétni prrenosy spojitych systémii s tvarovacem 0.-tého 7&du pouzijeme pro primy navrh
diskrétniho regulatoru.

Pokud navrhneme nejprve spojity regulator, potom naslednou diskretizaci jeho spojitého
prrenosu mizeme provést podle nadedujiciho odstavce.
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5.6. Diskretizace spojitych pirenosi na zakladé apr oximace integralu nebo
derivace.

Diskretizace spojitych prenosi neni tak prihledna zélezitost, jak by se mohlo na prvni pohled

zd&. Diskretizaci stabilniho spojitého prenosu miZe vzniknout nestabilni diskrétni prenos,

diskretizaci minimalneé-fazového spojitého prenosu muze vzniknout neminimalné-fazovy

diskrétni pienos.

Jako logicky argument zni, Ze idealni diskretizace by méla vyuzit defini¢niho vztahu mezi

komplexnimi proménnymi z a p,tedy z=e” a p :%Inz. Chceme-li vSak uréit F(z)jako

F (p) do kterého je dosazeno p = % In z, dostaneme nepouZzitelné polynomy v proménné Inz .

Pro exaktni prevod pdli miZeme pouzit defini¢ni vztah z=e"" . Tento vztah miazeme pouzit i
pro pievod prenosovych nul prenosu, je v&ak nutné upravit zesileni pienosu. Obecné je problém
s transformaci nevlastnich nul prenosu (pienos s relativnim fadem n-m ma n-m nevlastnich nul v
nekone¢nu - viz geometrické misto kofeni), coz se ieSi doplnénim citatele diskrétniho prenosu o
diskrétni nuly s hodnotou -1 nebo 0, tedy o polynomy (z+1)" " nebo z™™.

Dale uvedené metody diskretizace vychazeji z aproximace integralu ¢i derivace spojitych velicin
a pouzivame je zeiména pro diskretizaci navr Zenych prrenosii spojitych regulatorai.

2/ Obdé nikova (dopiedna) aproximace:

u(t),u(kT) Spojity pritbeh u(t) je nahrazen obdé nikovou (dopiednou) aproximaci.
t
u(k-1) JISP—— Plocha pod spajitou krivkou je s(t) = cy(t )dt
.- 0
" 1
u(t) a v L-obrazech: S(p) = —pU (p)
T Pro plochu vyjadienou v diskrétnim ¢ase t = KT plati rekurence
<> sk)=s(k- ) +Tu(k- 1) av z-obrazech:
S(k-1)
| (1- zHS(2 =Tz U@ b S(2 :LlU(z)
[ 2 =
0 k-1 k t=KT
Porovnanim obraza ploch S(p)a S(z) dostavamevztah p = Z?l

Diskretizovany prenosF(z) ziskdme ze spojitého pienosu F(p) pii dosazeni p = Z?l

Pouzitim obdélnikové dopiedné aproximace vSak muzeme ze stabilniho spojitého F (p) obdrzet
nestabilni F(z), nebot’ uvedeny vztah prevadi poly p. ze stabilni levé poloroviny komplexni
roviny p do celé komplexni roviny z, pricemz stabilni je oblast vymezena podminkou |7 < 1
(vnittek jednotkové kruznice — viz stabilita diskrétnich systéma v odst. 5.9.).

p- rovina - p:%l, z=pl+1 ® z-rovina

T i
&

———ﬂ—> Rep > Rez

I
2/ Obdé nikova (zpétna) aproximace:
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u(t),u(kT) Spojity pribeh u(t) je nahrazen obdé nikovou (zpé&tnou) aproximaci.
t

A

u(k) [ Plocha pod spajitou kiivkou je S(t) = (it )dt
=X 1
u(t) a v L-obrazech: S(p) = —pU (p)

, il Pro plochu vyjadienou v diskrétnim ¢ase t = KT plati rekurence
A e sk)=s(k- 1) +Tu(k) av z-obrazech:
S(k-1)

| (1- zHYS(2)=TU(2) b S(2) :T—21U(z)

» 2 =
0 k-1 k t=KT

Porovnanim obraza ploch S(p)a S(z) dostavamevztah p = Z_I_—l
Z

Diskretizovany prenosF (z) ziskame ze spojitého pienosu F(p) pii dosazeni p = Z_I_—
2

Ze stabilniho spojitého F (p) nelze obdrzet nestabilni F(z), nebot’ dochézi k zobrazeni stabilni
poloroviny dovniti kruznice o poloméru r =1/2 ase stiedemv bodé Q = (1/ 2, jO) :

p- rovina - PpE——, Z=

® Z - rovina

Rez

(G’

‘ » Rep 4

3/ Lichobéznikova (Tustinova) aproximace:

lj(kT) Spajity pritbeh u(t) je nahrazen lichobéznikovou aproximaci. Plocha pod
A t
,,,,,,,,,,, : 1
u(k-2) spojitou kiivkou je s(t) = (y(t )dt , resp. S(p) =—U(p)
p
0

Pro plochu vyjadienou v diskrétnim ¢ase t = KT plati rekurence
sk =s(k- 1) +T/2u(k- 1) +u(k)] av z-obrazech:

o | (- 782 =T+ 2@ P S@)=222U()

k1l k t=KT

Porovnanim obrazt ploch S(p) a S(z) dostavame vztah p _?22_+i . (Matlab: c2d,' Tustin’)
z

Diskretizovany prenosF (z) ziskame ze spojitého pienosu F(p) pii dosazeni p = 22z-1

T z+1
V tomto pripadé dochazi k Zadoucimu zobrazeni stabilni poloroviny dovnit jednotkove
kruznice:

115



p- rovina - pE=——-, ® Z-rovina

+1

5.7. Transformaéni vztah z=¢e” , souvislost p-roviny a z-roviny

V predchozim odstavci jsme uvedli, Ze transformasni vztah z=e"", kde T -2 aw, je

frekvence vzorkovani v rad/sec., je exaktnim vztahem pro transformaci pélia spojitého systému
na poly diskrétniho systému.
Jako dogtatecné ilustrativni piiklad uvazujme néjaky stabilni, komplexné sdruzeny pél spojitého
systému, ktery oznacime p,, =-s * jw. Po transformaci dostaneme odpovidajici komplexné
sdruzeny pél diskrétniho systému v polarnim tvaru
2ps . 2pwW
. s afe= .
p,=-S*tjw ® z,=eM =g e " =|7e (5.23)

p —rovina z—rovina

Imp Imz
W=w, /2 Nyquistova frekvence W
AN

)I( w=w,/2

X
‘ \s "

; - \x Rez

Mez |z as jetransformace jednoznacnd, ale pro thel natoceni plati

iijW iij (w+kw,,)

e ™ ze M , k=0,12,.... (5.24)
b nekone¢na mnozina dvojic komplexné sdruzenych poli { p,,} = -s * jw+ jkw,

v

se zobraz na jedinou dvojici z, !

Uvazujme nyni pripad, kdyz s =0 b p,, =*jw (dvojice ryze imaginarnich poli, systém by
generoval netlumeny harmonicky signal " w).

Budeme-li sledovat odpovidajici rozloZeni polu diskrétniho systému v zavislosti na w, je zigjmé,
Ze se pOly budou nachézet v z-roviné na jednotkové kruznici

ijZPW

z,=1e " (5.25)
a ze ma smysl uvazovat pouze wi (O,w,,/2), kde w,, /2 je Nyquistova frekvence w,, kterd je
dana Sitkou frekvencniho pdsma vzorkovaného signélu (viz odst. 5.1.).
RozloZeni polt pii w =w,,/2 je z,=1€"" (cbapdlyv-1).
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5.8. Stavovy model diskrétnich LDS, ieSeni stavové rovnice, zakladni odezvy
V odgtavci 5.5. jsme odvodili diskrétni stavovy model spojitého systému s tvarovacem 0.-tého
fadu ataké jsme uvedli, Ze je formalné nerozliSitelny od stavového modelu systému, ktery je sam
0 sob¢ diskrétni. V dalSim zahrneme oba mozné piipady do forméniho stavového popisu s bézné
pouzivanym ozna¢enim matic S(A,B,C,D). Podobng jako u spojitych LDS vyjdeme ze stavového
modelu diskrétniho LDS, uré¢ime explicitni feSeni stavoveé a vystupni rovnice a uvedeme nekteré
potiebné vztahy pro dalSi analyzu.

S: x(k+1) = Ax(k) +Bu(k) ;  x(0) jepo¢. stav, xI R", ul R',yl RP (5.26)
y(k) = Cx(k) + Du(k) k=012,.. | (A)..vlasni¢islamaticeA, i =1,..n

Po dosazeni za diskrétni ¢asove okamziky k =0,1,.... dostaneme
x(1) = Ax(0) + Bu(0)

X(2) = AX(1) + Bu(2) = A*x(0) + ABu(0) + Bu(l)

I

Explicitni /eSeni stavove rovnice v k-tém kroku | ze zapsat ve tvaru:

k-1
x(K) = A“x(0) + § A“"'Bu(j) apo rozepsani souctového clenu

j=0

(k- Do ai(k - Do

_ 2 18 u_ e u

x(k) = Ax(0) + B, AB, ... A" 1BH§ I 0 A"x(O)+QR§ I Qi

e u© g g u(0) ¢

kde Q, = [B, AB,...... A"'lBJ je matice fiditelnostinx nr a A" je matice pirechodu. (5.27)
Explicitni 7eSeni vystupni rovnice:
k-1

y(k) = CA*x(0) + § CA* "*Bu(j) + Du(k) (5.28)

j=0

ReSeni stavové rovnice v Z-obrazech
Z-transformaci (5.26) dostaneme:  2X(2) - zx(0) = AX(2) +BU(2)
(2 - AX(2)=zx(0)+BU(2)
X(2)=2z(d - A'x()+ (2 - A 'BU(2) (5.29)

Z porovnani (5.27) a (5.29) vyplyva, Ze matici prechodu A* Ize urgit ze vztahu
A=z Yz - A
ReSeni vystupni rovnice v Z-obrazech

Po dosazeni teSeni stavové rovnice v Z-obrazech (5.29) do vystupni rovnice v Z-obrazech
dostavame

Y(2)=CX(2)+DU(2) =Cz(2d - A 'x(0)+C(z - A''BU(2)+DU(2)  (5.30)

Diskrétni prenos
Diskrétni pienos je definovan pii nulovych poc¢éatecnich podminkach a vyplyva z (5.30)
C(d - A™B
== "7 _—+D
det(2l - A

F(z)=C(d - A"'B+D= (5.31)
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Diskrétni impulsni funkce g(k)
Je to odezva vystupu systému y (k) na jednotkovy impuls na vstupu systému a mizeme ji urcit ze
vztahu (5.28) za podminky, Zze x(0) =0, u(0)=1a u(k)=0 pro k >0:

gk) =0 prok <0
gk)=D prok=0
g(k) =CA“'B  prok>0 (5.32)

Konvolutor ni soucet — odezva na libovolny vstupni signél

y(k)=Q g(k- ju(j) (5.33)

j=0

Diskrétni prechodova funkce h(k)
Je odezva vystupu y (k) systému na jednotkovy skok na vstupu systému a lze ji urcit ze vztahu
(5.31) zapodminky , Ze x(0) =0, u(k) =1, " k, k3 0 nebo pouzitim konvolutorniho souctu

Kk
h(k) = é gk- D1, g(k- j) jevahova(impulsni) funkce, ur¢enavztahem (5.32).  (5.34)

j=0

Souvidost odezvy s umistenim pdli diskrétniho LDS

Na nasledujicich grafech jsou na jednoduchych piikladech ilustrovany kvalitativni prabehy
vystupni odezvy diskrétniho LDS (nenulové pocétecni podminky, nulovy vstup ) pro rtzné
varianty umisténi pola z, resp. vlastnich ¢isel |, (A).

Poznamenejme, Ze exaktni pribéh odezvy je dan homogennim ieSenim rovnice (5.28):

Z-rovina y(Kk) Z-rovina y(k)
A A A

SEEITI I |
| ::Tm / {
|

v

v

X
v
X

\
1*

RN
NI

A A

A —
X
L

Pokud budou pdly leZet vné jednotkove kruznice, odpovidajici odezvy budou nestabilni.

1 r
!

v
v
v

~—
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5.9. Vlastnosti diskrétnich LDS

Riditelnost a dosaZitelnost diskrétnich LDS

Pt analyze vlastnosti spojitych LDS jsme si poloZili dve zakladni otéazky:

1/ Za jakych podminek je mozne ridit systém z daného pocétecniho stavu do jiného stavu?
2/ Za jakych podminek | ze urcit stav systému pozorovanim jeho vystupu a vstupu?

TytéZ otézky si poloZzimei u diskrétnich LDS.

Uvazujme stavovy model (5.26) diskrétniho LDS n-tého t&du s r vstupy a p vystupy.
Explicitni ¥eSeni (5.27) savové rovnice v k-tém kroku mé tvar

au(k- g ai(k- g
x(k) = AX(0)+ @B, AB,.. ABfZ Il 1= A'XO)+Qg I 4 (5.34)
g uo g g u(0) §

kde Q, = [B, AB,...... A"'lBJ je matice fiditelnosti o rozmérun x K r.

Jestlize matice Q, ma hodnost n, n=dimx pro néjaké k, k £ n, potom je mozné nalézt n
rovnic, ze kterych Ize urcit konesnou posloupnost tizeni, prevadgjici pocétesni stav x(0) do
pozadovaného stavu x(k) v konesném sase, reprezentovaném k kroky fizeni. Poznamenejme, ze
pro systém s vice vstupy reSeni neni jednoznacné.

Budeme-li uvaZovat systém s jednim vstupem a jednim vystupem (matice B bude sloupcova),
potom matice Q, marozmer nxk a miaze mit hodnost n nejdrive pii k=n.

U jednorozmerovych systémii je minimalni pocet kroki 7izeni pro prrevedeni pocatecniho stavu
X(0) do poZadovaného stavu x(k) dan dimenz vektoru stavu n ( k= n= dimx).

Definice (Riditelnost)
Diskrétni LDS je riditelny, jestlize existuje takova sekvence rizeni, ktera prevede libovolny
pocatecni stav do pocatku stavového prostoru v konecném case.

Definice (Dosazitel nost)
Diskrétni LDS je dosaZitelny, jestlize existuje takova sekvence rizeni, Ze libovolny stav je
dosazitelny z libovolného pocatecniho stavu v konechém case.

Riditelnost neimplikuje dosazitelnost, coz je ziejmé z (5.34). Jestlize A*x(0) =0, potom pocatek
stavového progtoru je fiditelny nulovym vstupem, ale systém nemusi byt dosazitelny. Pro
invertovatelnou matici dynamiky A oba pojmy splyvaji a neni nutné je odliSovat. To je pravé
pripad diskrétnich modeli spojitych systémi s tvarovasem, kde matice dynamiky F(T) = e*"je
vZdy invertovatelna

Véta 5-1

Diskrétni LDS je dosazitelny tehdy a jen tehdy kdyz hodnost matice Q, je rovna dimenz vektoru
stavu ( pro 7iditelnost poZzadujeme navic invertovatelnost A ).

Pozorovatelnost diskrétnich LDS

Definice (Pozorovatel nost)
Diskrétni LDS je pozorovatelny, jestliZe existuje konecné k takové, Ze znal ost sekvence rizeni
u(0), u(d),... u(k-1) a vystupu y(0), y(2),.. y(k-1) je postacujici pro urceni poc¢atecniho stavu x(0).
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UvaZzujme opét savovy model (5.26) diskrétniho LDS n-tého iddu s r vstupy a p vystupy
aexplicitni feSeni vystupni rovnice (5.31). Uginek znamého vstupniho signélu Ize vzdy uréit,
aproto bez Ujmy na obecnosti |ze predpokladat nulovy vstup. Z vystupni rovnice dostavame

y(0) = Cx(0) ¢ C é y(0) u é y(0) u

y() = Cx(1) = CAX(0) . Ccal €y U Sy

' amatlcoveg | SX(O)Zg ) ﬂresp pr(O):g ) 3 (5.35)
: e U e u e u

y(k - 1) = CA“*x(0) &CA'g gy(k- Dg gy(k- 1§

kde Q, je matice pozorovatelnosti o rozmeru kp x n.

Jestlize matice Q, ma hodnost n, n=dimx pro ngjaké k, k £n, potom je mozné nalézt n
rovnic, ze kterych Ize urgit pocétesni stav x(0) v konetném case, reprezentovaném k kroky

pozorovani vystupu. Opét plati, Ze pro systém s vice vstupy feSeni neni jednoznatné.
Budeme-li uvaZzovat systém s jednim vstupem a jednim vystupem (matice C bude radkova),
potom matice Q, marozmeér kxna maze mit hodnost n nejdiive pii k =n.

U jednorozmérovych systémii je minimalni pocet kroki pozorovani vystupu, pro urceni
pocatecniho stavu x(0), dan dimenz vektoru stavu n ( k= n= dimx).

Veta 5-2

Diskrétni LDS je pozorovatelny tehdy a jen tehdy kdyZ hodnost matice Q, je rovna dimenz
vektoru stavu.

Dualni systém.

Je definovan stejné jako u spojitych systémi a za dualni povaZzujeme i vlastnost riditelnosti a
pozorovatelnosti. Je-li néjaky systém friditelny, je dualni systém pozorovatelny a naopak.
Vaimnéme si , Ze dualita je patrna i z tvaru matic riditelnosti a pozorovatelnosti.

STABILITA DISKRETNICH LDS
Analogicky jako u spojitych systému, vnitini stabilitou rozumime stabilitu rovnovézného stavu
autonomniho (nefizeného systému).

Veta 5-3
Autonomni diskrétni LDS
S x(k+1) = Ax(k), x(0)...poc. stav, xI R", | . (A)jsouviastni cidaA, i=1,..n, k=01,..
je asymptoticky stabilni tehdy a jen tehdy kdyz viechna viastni ¢ida | . (A) resp. koreny z,
i = 1,...n charakteristického polynomu
Py
a2 =det(d-A=2"+a 2" +..+az+a, = (z- 2)
i=1
leZi uvnitr jednotkove kruznice v komplexni rovine z
lz| <1; "i, i=1..n

Diikaz

al Ztransformace z=e", p=-s + jw ptimo vyplyva, Ze stabilni polorovina komplexni
roviny p se transformuje dovniti jednotkové kruznice v komplexni roving z.

b/ Explicitni feSeni stavové rovnice autonomniho systému je x(k) = A“x(0). Kazda étvercova
matice A miZe byt prevedena na (blokove) diagondlni tvar s vlastnimi ¢isly na diagondle b
systém je asymptoticky stabilni U |1 (A) =|z| <1 "i,i=1,...n.
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¢/ Prirozena slozka odezvy asymptoticky stabilniho LDS musi konvergovat k nule pro libovolny
vstupni signal.
UvaZzujme napi. odezvu na jednotkovy skok u diskrétniho LDS n-tého fadu, popsaného
prenosem F(z). Polynomidlni zZlomek obrazu odezvy Y (z) rozloZime na parcidlni zliomky

Y@ =F@U@ = azr—; @ =%

apo zpétné transformaci je celkova odezva vyjadiena souctem prirozené a vynucené slozky
Y(K) =y, () +y () =anz +y (k).
i=1

Z uvedeného plyne , Ze diskrétni LDS bude asymptoticky stabilni U |z| <1, "i,i=1..n.

Vnéjsi stabilita (BIBO stabilita)

Definice (BIBO stabilita):
Diskrétni LDSje BIBO stabilni, jestlize " ua " k: |u(k) £M, $ M, :|y(k) £M,.

Véta 5-4:

¥
Diskrétni LDSje BIBO stabilni U § |g(k)| < ¥ , kde g(K) je diskrétni impulsni funkce.
k=0

ANALYZA STABILITY DISKRETNICH LDS, KRITERIA STABILITY
Podobn¢ jako u spojitych systémi nas zajimaji moZnosti jak obejit vypocet vlastnich ¢isel matice
dynamiky, resp. vypocet korenu charakteristického polynomu.

1/ Hurwitzovo algebraické kriterium

Hurwitzovo kriterium |ze pouzit i pro diskrétni LDS, pokud pouZijeme v charakteristické rovnici
a2 =det(d -A)=2z"+a, ,z"" +..+az+3,=0

bilinearni transformaci, definovanou vztahy

z-1 1+
p=2=p z="*P (5.36)
z+1 1-p
V podgaté se jedné o lichobéZnikovou (Tustinovu) aproximaci, prevadéjici stabilni oblast
v p-roviné do stabilni oblasti v z-roving.
2/ Juryho algebraické kriterium
Je zalozené naredukci charakteristického polynomu a(?) = a,z"+a,_,z" ' +...+az+a,
podle nésledujici tabulky:
a, A e & a, kodficientyv 1. édce sepiSeme do 2. fadky v obraceném poradi
8y A e a,, a, koeficientyv 2. radce nasobime podilem &,/ a,a odesteme od 1. tadky
A A . "a 0  koeficienty v 1. radce sepideme do 2. radky v obraceném poradi
A ... "a ., "a, 0  koeficienty v 2. radce nasobime podilem &'/ a" ‘a odesteme od

1. radky

stejny postup v kazdém bloku

a, v posledni f&dce je jediny prvek
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Jestlize a,> 0, potom koreny charakteristického polynomu leZi uvnit jednotkové kruznice tehdy
a jen tehdy, kdyZ vdechny koeficienty a“> 0, k = 0,1,.....n-1. Neni-li Zadny z téchto koeficienti
nulovy, pocet zapornych koeficientii udava pocet nestabilnich pdlii.

3/ Kriterium vyuZivajici stopu matice dynamiky
Z lineérni algebry je znamo, Ze stopa (trace) matice je rovna souctu jejich vlastnich ¢isel

tr A= 1,(A amiazeme také psit [trA =|q | (A)|. ProtoZe diskrétni LDS je asymptoticky
i=1 i=1
stabilni U |1 (A)| <1,"i,i=1,..n,mus platit §|,(A)| <n b
i=1

Diskrétni LDS je asymptoticky stabilni U ‘trAN ‘ < n, pro kazdé prirozené N
(zavedeni N zabrani vyhodnoceni nestabilniho systému jako stabilniho systému)
4/ L japunovova teorie stability

Pouziti Ljapunovovy metody pro analyzu stability spojitych i diskrétnich LDS uk&Zeme v
posledni 11. kapitole, zabyvajici se nelinearnimi dynamickymi systémy.

5.10. Vzor kovani spojitého signalu a Shannonova véta o rekonstr ukci signalu
V odgtavci 5.1. jsme bez podrobngjsiho zdtvodnéni uvedli, Ze vzorkovanim spojitého signdu

y(t) sfrekvenénim spektrem Y(jw), vznikne vzorkovany signd Yy (t), jehoz frekveneni
spektrum Y~ (jw) obsahuje vedle zékladniho spektra jedté vedlejSi spektra, posunutd o nasobky
vzorkovaci frekvence k w,, :

* - 1 °¥ - -
Y (jw) =;aY(JW+JkWVZ) (5.37)
k=-¥

Vzorkovaci frekvence by méla byt volena tak, aby nedochézelo ke ztrété informace ve
vzorkovaném signalu, k piekryvani spekter vedouciho k aliasingu a aby bylo teoreticky mozné
rekonstruovat pavodni spojity signél z diskrétnich hodnot.

Uvazujme pro jednoduchost vzorkovani vystupniho signdlu y(t) idedniho filtru dle obr.:

> Y (jw)
Idedlni filtr y(®) 4
"""" ’ B
y'(©), [V (jw) =2 -w, 0w, w

Vzorkovani spojitého signdlu opét matematicky vyjadiime jako amplitudovou modulaci
d- pulsi

V() = a y(KT)d(t - KT) =y(t) a d(t- KT) (5.38)

a posloupnost Diracovych pulsi budeme aproximovat posloupnosti - pulsi o Sifcet avysce
1/t , kteraprot ® 0 limituje k posloupnosti d - pulsi :
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: P oo : .
: 1/t : :
e to| s
t t
T 0o— T-—T 2T t
2 2
k=¥
Funkce é d(t - KT) je periodickd, suda - rozvineme ji ve Fourrierovu radu:
k=-¥
ad(t-kT) b0+a aksnkwt+anoth (5.39)
k=¥ HM2AB
°0...suda- funkce
kde b, = igq(t)dt lim iaéé a o tad=1
°T 0 oot g o T-t/2 1] T
27, 2121 asinkw, t[* 2
a o} —I|m Cﬂ(t) coskw,, tdt—I|m2— 0—coskw tdt_!ggt—kwvz =T

Po dosazeni do (5.39) za b, b, dostavame

k=¥ ¥
A d(t- KT)=h,+§ b, coskw,t =
k=1

k=-¥

¥ 5 . . . . 1 ¥
- lgi_,_ zé Coskw\,zt9=l(l+e‘wvz‘ ro Wl it L iwat ) _ 1 é, o
Te & g T T

V zorkovany spojity signdl (5.38) Ize tedy zapsat ve tvaru:

k=¥ ¥ )
y (1) = y(t) § d(t- KT)= y(t) % a e ™ (operacevzorkovani mazesileni UT1)  (5.40)
k=-¥

k=-¥
Frekveneni spektrum vzorkovaného signélu ziskame z Fourrierova obrazu Y™ (jw) = F{y* (t)}:

Y (jw) = ¢y (t)e ’W‘dt——a (e ke ‘dt——aY(jw+jkw ) (5.41)

¥ k¥¥

Nésledujici obrézek ilustruje zédouci pripad volby frekvence vzorkovani w,,, kdy nedojde
k prekryvani spekter (avzniku aliasingu), nebot’ w,, >2w

Y’ (jw)
_______ R Idedlni filtr y(®) \ |“ | \
L — >
) w
y (t) -w,/2 0 w,/2
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Véta 5-5 (Shannonova véta o rekonstrukci signalu):
Plati-li pro Fourrieriv obraz Y (jw) spojitého signalu y(t), Ze

Y (jw)| =0 pro w|3 w, (idedlni
filtr), potom pribeh y(t) je jednoznacné urcen diskrétnimi hodnotami {y(kT)}; k=0,
2p

+1, +2,.....jestliZe pro vzorkovaci frekvenci w,, :? bude platit w,>2w_ resp. T < P
w

m

Pripomeime, Ze Nyquistova frekvence w,, byla definovana jako polovina vzorkovaci frekvence

w . . o . PP .
%z% a ztotoznujeme ji s maximalni frekvenci (w,), ktera ma byt obsazena ve

vzorkovaném signalu.

Wy =

Spojity signdl y(t) Ize rekonstruovat z diskrétnich hodnot y* (t) ={y(kT)}, pokud jej privedeme
na vstup stginého idedlniho filtru s frekvenénim pienosem F(jw)=T na intervalu

- % EwE % , ((operace vzorkovéani méla zesileni 1/T).

I mpulsni funkce g(t) filtru je dana zpétnym Fourrierovym obrazem frekvenéniho pienosu F(jw)
p

g(t):i (‘j-eJWtdW:L_ eJT -e IS :: lgnp_t (542)
2p ; 2pjt g bt T

T
a pro vypocet jeho spojité vystupni odezvy y(t) na vstupni signdl {y(kT)} pouZijeme
konvolutorni soucet
3 3 T . p(t- kT)
y(t) = & g(t- KT)y(kT)= & sin y(KT) (5.43)
k§¥ k§¥ p(t- KT) T

Z uvedeného vztahu je v3ak ziejmé, Ze idedlni rekonstrukce spojitého signdlu by vyZzadovala i
znalost budoucich hodnot vzorkovaného signalu.

Pri stanoveni vhodné periody vzorkovani T, bereme do Uvahy maximalni frekvence vyskytujici se
v regulachim obvode, frekvencni pasmo pusobicich poruch a poZadovanou Sirku pasma
regulace.

Vzorkovaci frekvence nesmi byt v rezonanci s Zadnou tlumenou i netlumenou frekvenci systému,
nebor by dod o ke ztréte riditelnosti systému!!

Prakticka doporudeni pro volbu periody vzorkovani T = 2 ;
W,

vz

Prechodova charakteristika systému LAFCH (Bode)

he 4 A
5 IFls

v

w,, =(10, 20)w,

T @20, 40)T t

4
v
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