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Zadáńı práce s podpisem děkana

Vypracujte přehled literatury zabývaj́ıćı se použit́ım multi-agentńıch systémů v ř́ızeńı

dopravy. Zvláštńı pozornost věnujte ř́ızeńı v městském provozu s množstv́ım křižovatek. Z

použitých př́ıstup̊u sestavte přehled použ́ıvaných metod autonomńıho ř́ızeńı a komuniko-

vaných informaćı mezi agenty. Z dostupných metod zvolte takovou, která je v vhodná pro

použit́ı v oblasti Zlič́ına a implementujte ji v prostřed́ı ř́ızeńı mikrosimulátoru AIMSUN.

Výsledné ř́ızeńı zvolenou metodou srovnejte se současným ř́ıd́ıćım algoritmem navrženým

dopravńımi experty.
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4.2.1.2 Přechodové vztahy s proměnným tokem . . . . . . . . . 25
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Kapitola 1

Úvod

Multiagentńı systémy jsou dnes rychle se rozvijej́ıćı formou decentralizované umělé in-

teligence a s úspěchem se aplikuj́ı na celou řadu problémů, kde neńı možné použ́ıt centrálńı

ř́ızeńı a je zapotřeb́ı komunikace, koordinace a spolupráce.

V této práci si nejdř́ıve definujeme základńı pojmy, a poté se hlouběji pod́ıváme na

problém interakce agent̊u. Poṕı̌seme zde r̊uzné zp̊usoby výběru vhodných strategíı za po-

moci komunikace, teorie her a modelováńı chováńı. Prozkoumáme některé zp̊usoby učeńı

agent̊u, které pomáhaj́ı zlepšovat jejich reakce na neustále se měńıci prostřed́ı a na chováńı

ostatńıch.

V daľśı části prozkoumáme nasazeńı těchto metod k ř́ızeńı dopravy a zhodnot́ıme

úspěch těchto aplikaćı.
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Kapitola 2

Multiagentńı systémy

2.1 Úvod

Multiagentńı systém je druh distribuované umělé inteligence. Tento systém se skládá z jed-

notlivých výpočetńıch prvk̊u, tzv. agent̊u, které muśı mı́t dvě základńı schopnosti. Zaprvé

muśı být schopni autonomńı akce rozhodnut́ı - zjistit jak nejlépe dosáhnout požadovaných

ćıl̊u - a zadruhé je to schopnost interakce s ostatńımi agenty. V druhém př́ıpadě nejde jen

o pouhou výměnu dat, ale o typ kolektivńı aktivity - návrh, potvrzeńı, odmı́tnut́ı.

2.1.1 Historie

Multiagentńı systémy jsou na poli poč́ıtačové vědy relativńı novinkou. Studium tohoto

tématu prob́ıhá od začátku osmdesátých let dvacátého stolet́ı. Větš́ı pozornosti se jim

dostalo v polovině let devadesátých s rozvojem internetu.

2.1.2 Agent

Neexistuje obecně uznávaná definice agenta. Přiklońıme se k definici použité v publikaci

[14].

Definice 2.1 (Agent): Agent je poč́ıtačový systém umı́stěný do nějakého prostřed́ı,

který je schopen autonomńı akce k přibĺıžeńı se navrženým ćıl̊um. I

Agent v naprosté většině př́ıpad̊u nemá celkovou kontrolu nad prostřed́ım. Prostřed́ı

může ovlivňovat jen částečně. Obecně je prostřed́ı nedeterministické. Stejná akce prove-

dená dvakrát za sebou nemuśı vést ke stejnému výsledku.
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KAPITOLA 2. MULTIAGENTNÍ SYSTÉMY 3

2.2 Druhy prostřed́ı

Zp̊usob práce agent̊u se lǐśı podle druhu prostřed́ı, ve kterém pracuj́ı. Podle [14] se

prostřed́ı daj́ı klasifikovat následovně:

• Deterministické vs. nedeterministické

• Dostupné vs. nedostupné

• Statické vs. dynamické

Deterministické prostřed́ı je takové, ve kterém má každá jednotlivá akce předem daný

efekt. Prostřed́ı je dostupné, pokud agent může zjistit jeho úplný stav v kteroukoliv

dobu. Statické prostřed́ı se na rozd́ıl od dynamického měńı pouze vlivem akćı vyvolanými

agenty. V diskrétńım prostřed́ı existuje pevné konečné č́ıslo možných vjemů a akćı.

2.3 Interakce agent̊u

2.3.1 Stavy prostřed́ı a preference agent̊u

Mějme pro jednoduchost 2 agenty. Označme si je i a j. Předpokládejme, že máme množinu

Ω = {ω1, ω2, ...}

obsahuj́ıćı všechny možné stavy prostřed́ı, v kterém agenti operuj́ı. Aby byl agent schopen

efektivně ovlivňovat prostřeńı, muśı být schopen ohodnotit, jak je pro něj daný stav

př́ıznivý. Hodnoceńı daného stavu agenta i a j formálně definujeme jako funkce

ui : Ω → R,

uj : Ω → R.

Č́ım je stav ω př́ıznivěǰśı pro agenta i, t́ım je větš́ı hodnota funkce ui.

Definice 2.2 (Uspořádáńı na množině všech stav̊u): Mějme 2 stavy prostřed́ı ω1,

ω2. Řekněme, že stav ω1 je preferován agentem i nad stavem ω2, pokud plat́ı ui(ω1) =
ui(ω2). Znač́ıme

ω1 �i ω2.

Stav ω1 je silně preferován agentem i nad stavem ω2, pokud plat́ı ui(ω1) > ui(ω2). Znač́ıme

ω1 �i ω2
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Relace �i je zřejmě uspořádáńı, protože má všechny potřebné vlastnosti.

Reflexivitu:

∀ω ∈ Ω : ω �i ω

Tranzitivitu:

∀ω1, ω2, ω3 ∈ Ω : ω1 �i ω2 ∧ ω2 �i ω3 ⇒ ω1 �i ω3

Porovnatelnost:

∀ω1, ω2 ∈ Ω : ω1 �i ω2 ∨ ω2 �i ω1

Relace �i zjevně nesplňuje podmı́nky reflexivity.



Kapitola 3

Výběr strategie genta

Nyńı poṕı̌seme, jak maj́ı agenti možnost ovlivňovat prostřed́ı. Opět předpokládejme ex-

istenci dvou agent̊u i a j. Obecně maj́ı r̊uzńı agenti r̊uznou oblast p̊usobnosti. Množina

A = {a1, a2, ...}

znázorňuje množinu všech akćı, které jsou agenti schopni provézt. Na tyto akce reaguje

prostřed́ı přechodem do nějakého stavu ω ∈ Ω. Formálně můžeme tento přechod zapsat

jako funkci

τ : A× A → Ω.

3.1 Výběr strategie podle teorie her

Popǐsme zde zp̊usob, jak se agent rozhodne pro realizaci určité akce. Agent je nyńı schopen

ohodnotit, který stav prostřed́ı je pro něj př́ıznivěǰśı než jiný, nev́ı však jak budou reagovat

ostatńı agenti, neńı schopen určit tud́ıž, i za předpokladu, že by systém byl determin-

istický, do jakého stavu systém přejde. K výběru optimálńı akce se použ́ıvaj́ı prvky z

teorie her. Zadefinujme nejprve v souladu s touto teoríı základńı pojmy.

Definice 3.1 (Dominance množiny): Mějme 2 podmnožiny Ω1,Ω2 ⊂ Ω. Řekneme, že

Ω1 je pro agenta i dominantńı nad množinou Ω2, pokud plat́ı

∀ω ∈ Ω1, ∀ω′ ∈ Ω2 : ω �i ω
′.

Řekneme že Ω1 je pro agenta i silně dominantńı nad množinou Ω2, pokud plat́ı

∀ω ∈ Ω1, ∀ω′ ∈ Ω2 : ω �i ω
′.

5



KAPITOLA 3. VÝBĚR STRATEGIE GENTA 6

Abychom použ́ıvali terminologii teorie her, budeme nyńı akce ai ∈ A jednotlivých

agent̊u nazývat strategiemi.

Definice 3.2 (Množina výsledk̊u): Nazvěme množinu všech stav̊u, do kterých může

prostřed́ı přej́ıt při hrańı strategie ai ∈ A, množinou možných výsledk̊u. Označme ji

a∗i ⊂ Ω.

Definice 3.3 (Dominance strategie): Řekneme, že strategie ai je dominantńı nad

strategíı aj, pokud je množina a∗i dominantńı nad množinou a∗j . Strategie ai je silně

dominantńı nad strategíı aj, pokud je množina a∗i silně dominantńı nad množinou a∗j . I

Racionálně uvažuj́ıćı agent tedy vylouč́ı všechny strategie ai, jestliže existuje strategie

aj, která nad strategíı ai silně dominuje. K zúžeńı výběru zbývaj́ıćıch strategíı slouž́ı

Nashova rovnost. Pro zjednodušeńı uvažujme 2 agenty, i a j

Definice 3.4 (Nashova rovnost): Dvě strategie, a1 a a2 jsou v Nashově rovnosti, pokud

za předpokladu že agent i zvoĺı strategii a1, je nejvýhodněǰśı strategíı pro agenta j je

strategie a2 a zároveň pokud agent j zvoĺı strategii a2, je pro agenta i nejvýhodněǰśı

strategíı a1. I

3.2 RMM - Rekurzivńı modelové metody

Rekurzivńı modelová metoda, která byla použita v článku [4] k modelováńı chováńı

agent̊u ovládaj́ıćıch ostatńı dopravńı uzly, slouž́ı k odhadu chováńı ostatńıch a gent̊u.

Akce každého agenta z pravidlo ovlivňuje do určité mı́ry celý systém, tud́ıž výběr strate-

gie každého agenta záviśı na předpokládaném chováńı ostatńıch agent̊u. Tato metoda

minimalizuje nutnost komunikace a vyjednáváńı o provedeńı jisté akce t́ım, že každý

agent je schopen modelovat rozhodnut́ı ostatńıch a podle známých parametr̊u prostřed́ı

s určitou pravděpodobnost́ı stanovit jejich volbu.

3.2.1 Formálńı definice

Základńım stavebńım kamenem RMM je matice zisk̊u agenta, Definovaná v souladu s

teoríı her v [4]
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Definice 3.5 (Matice zisk̊u): Matice zisk̊u PRi
agenta Ri je definována trojićı

(R,A, U)

kde R je množina všech agent̊u v systému, A je množina množin Aj = {aj1, a
j
2, ...} al-

ternativńıch akćı agenta Rj. Aj budeme nazývat rozhodovaćı prostor agenta Rj. U je

funkce

U : A1 × A2 × ...× An → R

přǐrazuj́ıćı hodnoty zisku všem kombinaćım akćı všech agent̊u. I

Každý agent provád́ı danou akci z nějakého d̊uvodu. Zisky agenta Ri jsou spojeny s

provedeńım jeho určité akce aim ∈ Ai za předpokladu, že ostatńı agenti Rj, j ∈ {1..n}/{i}
provedou akci ajk ∈ Aj. Matice je tedy n-dimenzionálńı, kde n je počet agent̊u v systému,

a sestává se z prvk̊u uRi

a1k...a
i
l ...a

n
m
, reprezentuj́ıćı zisky v dané situaci.

K určeńı pravděpodobnosti provedeńı strategíı ostatńıch agent̊u se definuje rekursivńı

modelová struktura. [4]

Definice 3.6 (Rekursivńı modelová struktura): Rekursivńı modelová strukturaRMSRi

agenta Ri je definována jako dvojice

(PRi
, RMRi

)

, kde PRi
je matice zisk̊u definovaná v 3.5 a RMRi

je rekurzivńı model 3.7, který je použit

k modelováńı rozhodováńı ostatńıch agent̊u. I

Rekursivńı model je definován v [4] takto:

Definice 3.7 (Rekursivńı model): Rekursivńı model MRRi
agenta Ri je definován

jako m-tice dvojic 1

MRRi
= ((pRi

1 ,M
(Ri,1)
{−Ri}), ..., (p

Ri
m ,M

(Ri,m)
{−Ri} ))

kde

M
(Ri,k)
{−Ri} = (M

(Ri,k)
R1

, ...,M
(Ri,k)
Ri−1

,M
(Ri,k)
Ri+1

, ...,M
(Ri,k)
Rn

)

představuje jednu z m (n− 1)-tic rozhodovaćıch model̊u ostatńıch agent̊u a pki jeho sub-

jektivńı předpokládanou pravděpodobnost. I

M
(Ri,k)
Rj

je tedy jeden z možných model̊u agenta Rj, který předpokládá agent Ri s

pravděpodobnost́ı pRi
k . Plat́ı samozřejmě podmı́nka

∑m
k=1 p

Ri
k = 1.

Model M
(Ri,k)
Rj

se dá podle [4] rozdělit do tř́ı forem:

1{−Ri} je zkrácený zápis množiny ostatńıch agent̊u {R1, ..., Rn}/{Ri}
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• IM
(Ri,k)
Rj

- Recionálńı model

• NM
(Ri,k)
Rj

- Neinformovaný model

• SM
(Ri,k)
Rj

- Neracionálńı model

Recionálńı model odpov́ıdá tomu, že agent Ri předpokládá o agentovi Rj, že se chová

racionálně. V [4] je definován jako

IM
(Ri,k)
Rj

= RMS
(Ri,k)
Rj

,

s parametry p
(Ri,k)

ajl
a P

(Ri,k)
Rj

. P
(Ri,k)
Rj

je matice zisk̊u, kterou podle agenta Ri v modelu

k agent Rj použije. což je Rekurzivńı modelové struktura s k-tými daty, o kterých agent

Ri předpokládá, že je agent Rj použije k rozhodováńı.

Neinformovaný model vycháźı z toho, že agentRi nemá o agentoviRj žádné informace,

tud́ıž přǐrad́ı každé akci a
Rj

l pravděpodobnost p
(Ri,k)

ajl
= 1

|Aj | , kde |Aj| je počet možných

akćı agenta Rj, což odpov́ıdá rovnoměrnému rozděleńı. p
(Ri,k)

ajl
znač́ı pravd’ěpodobnost, že

podle agenta Ri nastane v k-tém modelu agenta Rj akce ajl .

Neracionálńı model odpov́ıdá tomu, že se agent Aj chová iracionálně. Chováńı se v

tompto př́ıpadě modeluje podle situace pokaždé jinak.

Systém se tedy rekurzivně rozvij́ı, dokud jsou dostupné informace. Pokud nejsou,

rekurze skonč́ı neinformovaným modelem s rovnoměrným rozděleńım pravděpodobnosti

všech akćı. Rekurze také může skončit iracionálńım modelem, což ovšem neńı v našem

př́ıpadě př́ılǐs časté.

3.2.2 Rozhodovaćı algoritmus

Po zkonstruováńı rekurzivńı modelové struktury se procháźı tento systém od konce rekurze,

kde jsou pravděpodobnosti známi, z d̊uvodu ukončeńı rekurzivńıho rozvijeńı neinfor-

movaným modelem. K výběru nejpravděpodobněǰśı situace se použ́ıvá tzv. užitečnosti.

[4]
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Definice 3.8 (Užitečnost): Užitečnost akce aim podle agenta Ri je definována jako

uRi

aim
=
∑
a1q∈A1

...
∑

ai−1
v ∈Ai−1

∑
ai+1
w ∈Ai+1

...
∑

anx∈An

(pRi

a1q
...pRi

ai−1
v

pRi

ai−1
w

...pRi
anx
uRi

a1q ...a
i
m...anx

)

, kde

uRi

a1q ...a
n
x

je prvek matice zisk̊u PRi
a pravděpodobnost pRi

ajo
je definována jako

pRi

ajk
=
∑
o

pRi
o p

(Ri,o)

ajk

.

kde pRi
o je pravděpodobnost modelu z definice 3.7 a p

(Ri,o)

ajk
znač́ı pravd’ěpodobnost, že

podle agenta Ri nastane v o-tém modelu agenta Rj akce ajk. V př́ıpadě, že je algoritmus

v bodě racionálńıho modelu, urč́ı se tato hodnota rekurzivně, pokud je model neinfor-

movaný, je rovna 1
|Aj | . p

Ri

ajk
je tedy součet pravděpodobnost́ı dané akce v modelu vyvážený

pravděpodobnost́ı modelu a uRi

aim
se definuje jako součet všech prvk̊u matice zisk̊u, kromě

těch, které zahrnuj́ı jiné akce agenta Ri, než je ajk, vyvažený touto pravděpodobnost́ı.

3.3 Markov̊uv rozhodvaćı proces

Markov̊uv rozhodvaćı proces je alternativńı metoda slouž́ıćı k volbě strategíı odhadem

zisk̊u z nich plynoućıch do budoucna. Modeluje prostřed́ı jako množinu stav̊u a akćı, které

je možné provést a měńı stav prostřed́ı s určitou pravděpodobnost́ı. Čas je zde vńımán

v diskrétńı formě krok̊u a prostřed́ı jako částečně známé, částečně ovlivnitelné a do jisté

mı́ry měńıćı se náhodně.

Účelem tohoto procesu je naj́ıt funkci π(s) : S → A která každému stavu prostřed́ı

jednoznačně přǐrad́ı akci maximalizuj́ıćı zisky do určitého bodu v budoucnosti, teoreticky

do nekonečna. V [13] je Markov̊uv rozhodovaćı proces definován takto:

Definice 3.9 (Markov̊uv rozhodovaćı proces): Markov̊uv rozhodovaćı proces je defi-

nován jako uspořádaná čtveřice

(S,A, P,R)

kde jsou
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• S - množina stav̊u prostřed́ı

• A - množina možných akćı

• P (i, a, j) := p(st+1 = j|st = i∧ a = at) - pravděpodobnost, že při aplikováńı akce a

za stavu i přejde systém do stavu j

• R(i, a, j) - okamžitý užitek přechodu systému ze stavu i do stavu j při akci a I

3.3.1 Dynamické programováńı

Dynamické programováńı je proces slouž́ıćı k nalezeńı optimálńı strategie dané π(s). K

tomu slouž́ı funkce očekávaných kumulativńıch diskontńıch zisk̊u V π(i) :→ R reprezen-

tuj́ıćı předpokládané dlouhodobé zisky při určité π(s). Agent se tedy snaž́ı zvolit strategii

tak, aby funkci V π při daném počátečńım stavu s0 = i maximalizoval. V [13] je tato

funkce definována násedovně:

Definice 3.10 (V-funkce):

V π(i) =
∞∑
k=0

E(γkR(sk, π(sk), sk+1))

při s0 = i kde jsou

• γ ∈< 0, 1 > diskontńı faktor určuj́ıćı snižováńı významnosti odhadu s nar̊ustaj́ıćım

časem

• E operator odhadu I

Tento zápis je sṕı̌se formálńı, proto se tato funkce v [13] definuje pomoćı pomoćı

Q-funkce Qπ(i, a), funkce odhaduj́ıćı zisk při aplikováńı akce a při stavu a.

Definice 3.11 (Q-function):

Q(i, a)π =
∑
j∈S

P (i, a, j)(R(i, a, j) + γV π(j))

kde jsou

V π(i) = max
a

Qπ(i, a)

,

π(i) = argmax
a

Qπ(i, a)
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Postupným iterativńım přepoč́ıtáváńım V , Q a π dostaneme Bellmanovu rovnici op-

timality definovanou v [2] jako:

Definice 3.12 (Bellmanova rovnice optimality):

Q(i, a)∗ =
∑
j∈S

P (i, a, j)(R(i, a, j) + γV ∗(j))

kde funkce Q a V nezáviśı na strategii π. Bellmanova rovnice optimality ř́ıká, že

pokud jsou Q a V optimálńı, neměńı se s daľśımi kroky iterace. V praxi se stanov́ı nějaká

dostatečně malá konstanta ε, a pokud se v daľśım kroku Q a V nezměńı o v́ıcejak ε,

považujeme je za optimálńı. Nav́ıc bylo dokázáno, že vždy existuje právě jedna dvojice

dvojice těchto funkćı, která je optimálńı a vždy ji lze tedy iteraćı určit.

Algoritmus pro určeńı funkce π tedy iterativně přes všechny stavy, akce a časové kroky

upravuje funkce V , Q a π podle rovnic 3.11, a v [13] je v kroćıch popsán takto:

1. Inicializace počátečńıch hodnot funkćı V a Q

2. Opakovat kroky 3-5 do dosažeńı podmı́nek optimality

3. Upravit hodnotu Q-funkce podle rovnice

Q(i, a) =
∑
j∈S

P (i, a, j)(R(i, a, j) + γV (j))

4. dopoč́ıtat hodnotu funkce V jako

V (i) = max
a

Q(i, a)

5. nastavit hodnotu funkce pi na akci maximálńıho zisku jako

π(i) = argmax
a

Q(i, a)

3.4 Zpětnovazebné učeńı (Reinforcement learning)

V praxi jsou z počátku hodnoty funkćı P a R popsané v 3.9 neznámé a je potřeba je určit

pozorováńım. Prakticky se tedy agent muśı naučit jak prostřed́ı reaguje na provedeńı

každé akce v určitém stavu. Podle [13] se tedy na začátku procesu nastav́ı všechny hodnoty

na nulu a po každé provedené akci se pozoruje jak prostřed́ı reaguje, tedy hodnota funkce

P (i, a, j), a jaký okamžitý zisk z toho plyne, tedy R(i, a, j). K určeńı těchto hodnot se

použ́ıvaj́ı r̊uzné algoritmy.
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3.4.1 Q-učeńı (Q-learning)

Q-učeńı je bezmodelová metoda popsaná v [12] a [8]. K určeńı požadovaných hodnot, jak

název napov́ıdá, použ́ıvá úpravu funkce Q definované v 3.11 v každém časovém kroce t

podle rovnice:

Qt(i, a) =

{
(1− αt)Qt−1(i, a) + αt(rt + γVt−1(i)) : i = it ∧ a = at

Qt−1(i, a) : jinak

kde αt ∈< 0, 1 > je uč́ıćı faktor v časovém kroce t a rt je okamžitý zisk akce a. Funkce

P a R popisuj́ıćı prostřed́ı se zde tedy nevyskytuj́ı a Q-funkce se zde upravuje př́ımo z

naměřených hodnot za použit́ı snižuj́ıćıho se uč́ıćıho koeficientu α.

3.4.2 Učeńı na základě modelu (Model-based learning)

V této metodě, popsané v [13], se modeluje prostřed́ı funkcemi P (i, a, j) a R(i, a, j),

které jsou definované v 3.9. Ty jsou z počátku neznámé a jejich hodnoty se určuj́ı metodou

maximálńı věrohodnosti podle četnosti naměřených údaj̊u. Agent popsaný v [13] použ́ıval

následuj́ıćı veličiny:

• Ci(a) - počet, kolikrát agent zvolil akci a ve stavu i

• Ci,j(a) - počet, kolikrát prostřed́ı přešlo ze stavu i do stavu j při aplikace akce a

• Ri,j(a) - součet okamžitých zisk̊u při použit́ı akce a ve stavu i a následném přechodu

do stavu j

Model maximálńı věrohodnosti (MLM) je v [13] definován jako:

Definice 3.13 (MLM):

P̂ (i, a, j) =
Ci,j(a)

Ci(a)

R̂(i, a, j) =
Ri,j(a)

Ci,j(a)

V každém časovém kroce je po aplikaci akce amodel přepoč́ıtán. Poté je znovu použito

dynamické programováńı popsané v sekci 3.3.1.
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3.5 Bayesovské učeńı

V této kapitole je naznačena metoda bayesovského učeńı , což je bodový odhadu parametru

rozděleńı náhodné veličiny založený na Bayesovuě větě. Tato metoda byla použita v

článku [4] ke zlepšeńı odhadu pravděpodobnosti uskutečněńı se modelového chováńı os-

tatńıch agent̊u. Jeho výhodou je využit́ı experimentálńı i expertńı znalosti. V praxi se

této metody hojně využ́ıvá tam, kde jsou data źıskávána postupně a zpočátku je nutné

parametr odhadnout na základě zkušenosti a nadále ho podle výsledk̊u měřeńı zpřesňovat.

Definice 3.14 (Podmı́něná pravděpodobnost): Necht’ A a B jsou náhodné jevy.

Podmı́něná pravděpodobnost jevu A na jevu B, tedy pravděpodobnost že nastane jev

A pokud nastane jev B, je definována jako

P (A|B) =
P (A ∩B)

P (B)

Věta 3.1 (Bayesova věta): Necht’ A a B jsou náhodné jevy a plat́ı P (B) > 0. Potom

P (A|B) =
P (B|A)P (A)

P (B)

V souladu s [5] zavedeme následuj́ıćı značeńı:

• y(t) = [y1, ..., yT ] - vetor T ∈ N naměřených hodnot, kde yt ∈ {0, 1} a yt = 1 znač́ı,

že výsledek experimentu v čase t ∈ {1, ..., T} dopadlu v souladu s naš́ı hypotézou

• Θ - parametr rozděleńı

• Θ̂T - odhad parametru při T naměřených hodnotách

• f(yt|Θ) - hustota pravděpodobnosti náhodné veličiny v čase t při parametru Θ

3.5.1 Věrohodnostńı funkce

K odhadu parametru se v této metodě využ́ıvá věrohodnostńı funkce, která vyjadřuje

pravděpodobnost, že při daném parametru se bude vektor naměřených výsledk̊u bude

rovnat teoretické hodnotě. V [5] se tato funkce definuje jako: 2

2Tato definice je poněkud zjednodušena a předpokládá, že výsledek t-tého pokusu nezáviśı na

předchoźıch pokusech, ani na počátečńıch podmı́nkách před t-tým pokusem.
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Definice 3.15 (Věrohodnostńı funkce):

f(y(T )|Θ) =
T∏
t=1

f(yt|Θ)

Při použit́ı těchtu veličin nabývá Bayesova věta podle [5] tvaru

f(Θ|y(T )) = f(y(T )|Θ)f(Θ)

f(y(T ))

kde jsou

• f(Θ|y(T )) aposteriorńı hustota pravděpodobnosti

• f(y(T )|Θ) Věrohodnostńı funkce

• f(Θ) = f(Θ|y(0)) je tzv. apriorńı hustota pravděpodobnosti

• f(y(T )) normalizačńı konstanta (f(Θ|y(T )) se bere jako funkce Θ a parametr̊u y(t))

Apriorńı hustota pravděpodobnosti zde vyjadřuje odhad parametru při nenaměřených

datech. Jedná se tedy o expertńı odhad, předpokládané chováńı náhodné veličiny založené

na známých faktech a zkušenosti. Aposteriorńı hustota pravděpodobnosti představuje

pravděpodobnost parametru Θ závislou na naměřených hodnotách náhodné veličiny a

jej́ı středńı hodnota je odhadem tohoto parametru. Tedy plat́ı:

Θ̂T =

∫
R
f(Θ|y(T ))dΘ

3.6 Použit́ı RMM a Bayesova učeńı v

decentralizovaném ř́ızeńı dopravy

V následuj́ıćım textu se budeme zabývat konkrétńım využit́ım rekursivńıch modelovaćıch

metod v kombinaci s bayesovským učeńım v decentralizovaném ř́ızeńı dopravy pomoćı

multiagentńıch systémů. Tento koncept byl testován a výsledky zveřejněny v článku [6].

Testy byly prováděny na modelu dvou křižovatek klasického typu, kde každý agent

R1, R2 ovládal jednu z nich. K modelováńı chováńı druhého agenta bylo použito tř́ısyupňové

RMM zakončené neinformovaným modelem. Obrázek 3.1 z článku [6] znázorňuje RMM
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agenta R1, kde se na každé úrovni agent rozhoduje mezi dvěma modely, informovaným a

neinformovaným. Z počátku simulace jsou těmto model̊um přǐrazeny pravděpodobnosti

po řadě 0,8 a 0,2. Tyto pravděpodobnosti jsou upravovány metodou bayesovskeho učeńı

podle akćı provedených druhým agentem. Pro řešeńı tohoto modelu je použit algoritmus

z [4] popsaný v předchoźı kapitole.

Určuj́ıćım faktorem pro sestaveńı matice zisk̊u je délka fronty čekaj́ıćıch aut. Tento

údaj byl také použit jako kĺıčový pro srovnáńı s ostatńımi metodami při testováńı. Metoda

byla testována za použit́ı simulace psané v jazyce VC++ a porovnávána s dvěma daľśımi,

a to pevně dané sekvence stanovené dopravńımi experty a stochastická metoda ”Hill-

climbing process”. Z tohoto srovnáńı vycháźı metoda využ́ıvaj́ıćı RMM a bayesovského

učeńıs podle výsledk̊u prezentovaných v [6] nejlépe, jak můžeme vidět na obrázku 3.2.

Obrázek 3.1: Tř́ıúrovňová rekurzivńı modelová struktura agenta R1
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Obrázek 3.2: Výsledky měřeńı. M1 - RMM, M2 - pevné cykly, M3 - ”Hill-

climbing”

3.7 Použit́ı zpětnovazebného učeńı

3.7.1 Zpětnovazebné učeńı na základě modelu

V [13] je popsána simulace použ́ıvaj́ıćı zpětnovazebné učeńı na základě modelu popsané v

3.4.2. Na rozd́ıl od ezperimentu popsaného v předchoźı kapitole zde autoři zvolili variantu,

kde existuj́ı 2 druhy agent̊u: agent-vozidlo a agent-křižovatka. Agent-vozidlo má v každý

časový krok následuj́ıćı parametry definuj́ıćı jeho stav, které se ukládaj́ı v pr̊uběhu celé

simulace:

• node - dopravńı uzel, kde se právě nacháźı

• dir - směr v̊uči tomuto uzlu

• place - pozice ve frontě vozidel

• des - mı́sto, kam chce v systému dojet
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Algoritmus se snaž́ı minimalizovat celkový čas od vyjet́ı až po dosažeńı ćıle. Každý

agent má ve vyjednáváńı právo hlasovat o nastaveńı dopravńıho uzlu, tedy jestli bude v

pr̊ujezdném nebo uzavřeném stavu. Pro každý uzel node a směr dir je to tedy akce g -

na uzlu node, kde se vozidlo nacháźı ve směru dir, sv́ıt́ı červená - uzel je v tomto směru

nepr̊ujezdný, a akce g - uzel je v tomto směru pr̊ujezdný. Funkce definované v 3.3.1 se

tedy zapisuj́ı ve tvarech

Q([node, dir, place, des], a)

V ([node, dir, place, des])

kde a ∈ {r, g}. Optimálńı akce se v [13] voĺı podle maxima sumy z

Q([node, dir, place, des], r)−Q([node, dir, place, des], g)

přes všechny vozidla ovlivněná frontou u daného uzlu. Komunikace je zde tedy omezena

pouze na výměnu hodnot Q.

Metode popsaná v článku [13] použ́ıvá ohodnocovaćı funkci založenou na parame-

trech jednotlivých vozidel. Výhodou oproti pojet́ı, kdy agent představuje pouze signálńı

skupinu, jsou např́ıklad v tom, že neńı potřeba odhadovat délku fronty a úloha se celá

zjednoduš́ı. Např́ıklad v publikaci [9] se muśı použ́ıvat k odhadu funkćı V a Q neu-

ronová śıt’. Nav́ıc tento systém umožňuje i výběr optimálńı cesty vozidla pro pr̊ujezd do-

pravńı śıt́ı. Nevýhodou tohoto pojet́ı je ovšem značná neuniverzálnost. Už pro poč́ıtačové

testováńı tato metode znesnadnuje či úplně znemožňuje použ́ıt celou řadu dopravńıch

simulátor̊u, které jsou pro simulaci po dlouhou dobu optimalizovány a jejichž nasazeńı

značně zjednodušuje práci a urychluje vývoj. Nav́ıc pokud je použit řadič, který ob-

starává logiku přeṕınáńı pr̊ujezdnosti a lze nastavovat pouze vněǰśı parametry jako jsou

délka cyklu a offset, je metoda, která potřebuje okamžitou změnu signalizace naprosto

nevhodná, proto je toto řešeńı pro reálné nasazeńı v dnešńı době nepoužitelné.

3.8 LQ ř́ızeńı

LQ je zkratka slovńıho spojeńı linaer-quadratic, tedy lineárně kvadratický. Jedná se

obecně o metodu, kdy je systém v diskrétńım časovém kroku t popsán vektorem proměnných

x(t) = (x1(t), ..., xn(t)) a my můžeme nastavovat vektor parametr̊u y(t) = (y1(t), ..., yn(t)).
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Metoda je popsána a použita v článku [10] pro nastavováńı čas̊u zelených na křižovatce.

Princip přechodu z času t do t+ 1 je popsán lineárńım vztahem

x(t+ 1) = Ax(t) +By(t) (3.1)

. kde matice A a B jsou matice stav̊u a vstup̊u vyjadřuj́ıćı odezvu systému vzhledem k

x(t) a y(t). Účelem LQ ř́ızeńı je naj́ıt optimálńı hodnoty y(t) v závislosti na x(t) dané

zpětnovazebnou matićı L vztahem

y(t) = −Lx(t) (3.2)

. Optimalita je definována pomoćı kvadratického kritéria

J =
∞∑
t=1

x(t)TQx(t) + y(t)TRy(t) (3.3)

, kde Q a R jsou diagonálńı pozitivně semidefinitńı matice vah určuj́ıćı významnost

jednotlivých člen̊u kritéria. Zpětnovazebná matice L se podle [10] dostane minimalizaćı

kritéria J jako

L = (R +BTPB)−1BTPA (3.4)

, kde P je jednoznačné řešeńı Riccatiho rovnice pro diskrétńı časový krok

P = Q+ AT (P − PB(R +BTPB)BTP )A (3.5)

. Rovnici a jej́ı řešeńı popisuje např́ıklad [1].

3.8.1 Použit́ı LQ ř́ızeńı ve strategii TUC

LQ ř́ızeńı bylo použito v [10] k nalezeńı optimálńı délky zelených v systému 13-ti signálńıch

skupin. Proměnné xi(t) zde představuj́ı obsazenost ramene i spojuj́ıćı křižovatky M a N .

Účelem strategie je nalezeńı optimálńı délky zelených g, gN,i znač́ı délku zelené na signálńı

skupiny křižovatky N zpr̊ujezdňuj́ıćı směr do ramene i. Předpokládaný vztah pro přechod

systému z času t do času t+ 1 je

xi(t+ 1) = xi(t) + T [qi(t) + si(t) + di(t) + ui(t)] (3.6)

, kde proměnné znač́ı:

• T - časový krok



KAPITOLA 3. VÝBĚR STRATEGIE GENTA 19

• qi(t) - př́ır̊ustek vozidel z křižovatek

• ui(t) - úbytek vozidel do ostatńıch křižovatek

• si(t) - př́ır̊ustek vozidel z okoĺı śıtě

• di(t) - úbytek vozidel mimo śıt’

Př́ır̊ustek vozidel z křižovatek je dán vztahem

qi(t) =
∑
k∈Im

tk,iuk(t) (3.7)

, je to tedy součet úbytk̊u vozidel z ramen úst́ıćıch do křižovatky N vynásobených ko-

eficinety tk,i, což jsou odbočovaćı poměry z ramene k do ramene i. V podovném tvaru se

předpokládá si(t)

si(t) = ti,0qi(t) (3.8)

, kde ti,0 je odbočovaćı koeficient ramene i mimo sledovanou śıt’. Při délce cyklu C,

saturovaném toku Si a délce zelených gN,i(t) ramene i plat́ı

ui(t) =
Si

∑
gN,i(t)

C
(3.9)

. Rovnice 3.6 tedy přecháźı do tvaru

xi(t+ 1) = xi(t) + T

[
(1− ti,0)

∑
k∈Im

tk,i
Sk

∑
gM,k(t)

C
− Si

∑
gN,i(t)

C
+ di(t)

]
(3.10)

. Uvažujeme-li nominálńı hodnoty dn a gn vedoućı vždy na stav xn, plat́ı podle rovnice

3.10

0 = T

[
(1− ti,0)

∑
k∈Im

tk,i
Sk

∑
gnM,k

C
−

Si

∑
gnN,i

C
+ dni

]
(3.11)

. Označ́ıme-li

∆g(t) = g(t)− gn (3.12)

, můžeme psát rovnici 3.10 jako

xi(t+ 1) = xi(t) + T

[
(1− ti,0)

∑
k∈Im

tk,i
Sk

∑
∆gM,k(t)

C
− Si

∑
∆gN,i(t)

C

]
(3.13)

, což dovoluje tuto rovnici zapsat pomoćı matic v požadovaném tvaru

x(t+ 1) = Ax(t) +B∆g(t) (3.14)

, kde A je jednotková matice.
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3.8.1.1 Kvadratické kritérium

Účelem lagoritmu je minimalizovat obsazenost ramen, tedy vektor x(t) a penalizovat

změnu délky trváńı zelené oproti nominálńım hodnotám. Kvadratické kritérium optimálńıho

ř́ızeńı 3.3 jetedy v [10] definováno vztahem

J =
∞∑
t=0

x(t)TQx(t) + ∆g(t)TR∆g(t) (3.15)

. Diagonálńı matice Q je zde zodpovědná za vyvažováńı počtu vozidel jednotlivých úsek̊u.

V [10] je každý diagonálńı prvek Qi,i matice Q položen převrácené hodnotě maximálńıho

povoleného počtu vozidel daného úseku i. R = rI penalizuje změnu čas̊u zelených.

Parametr r ovlivňuje mı́ru reakce systému a ja volen metodu pokus-oprava. Minimal-

izaćı tohoto kritéria pomćı 3.4 źıskáme zpětnovazebnou matici L, která určuje g(t). Z

rovnic 3.2 a 3.12 dostaneme výsledný vztah

g(t) = gn − Lx(t) (3.16)

. Toto řešeńı předpokládá, že známe hodnotu gn, při které systém z̊ustává ve stavu xn.

Tak tomu ale většinou neńı. Při absenci znalosti gn podle [10] odečteme g(t)− g(t− 1) a

rovnice 3.16 nabývá tvaru

g(t) = g(t− 1)− L(x(t)− x(t− 1)) (3.17)

.



Kapitola 4

Implementace

4.1 Seznam proměnných

Všechny proměnné jsou zavedeny pro každého agenta reprezentuj́ıćıho jednu křižovatku

zvlášt’ a jsou označeny indexem i signálńı skupiny. Tavždy ovládá jeden j́ızdńı pruh. Pokud

jsou bez indexu, jedná se o proměnnou agenta, př́ıpadně oblasti simulace.

21
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V textu V programu Název Popis

T ∈ N T Vzorkovaćı perioda ...

C ∈ N Tc Délka cyklu ...

S = 0, 5 Tc Saturovaný tok Maximálńı počet vozidel,

která projedou křižovatkou

za sekundu

L ∈ R+ L Ztrátový čas Čas potřebný k vyklizeńı

křižovatky mezi dvěma

fázemi

J = {j1, ..., jn} Množina signálńıch skupin

JA ⊂ J Množina signálńıch skupin

agenta A

Skupiny nálež́ıćı jednomu

agentovi

Ij ⊂ J Množina vstup̊u signálńı

skupiny

Signálńı skupiny ostatńıch

agent̊u úst́ıćıch do př́ıslušné

skupiny g

gNj ∈< 0, 1 > Nominálńı poměr zelené Defi novaný poměr fáźı

gj(t) ∈< 0, 1 > Efektivńı poměr zelené Část z délky cyklu, kdy je

signálńı skupina pr̊ujezdná

ij(t) ∈ R+ i g Hustota vstup̊u Počet přij́ıžděj́ıćıch vozidel

do pruhu signálńı skupiny

za jednotku času

oj(t) ∈ R+ Hustota výstup̊u Počet vyj́ıžděj́ıćıch vozidel z

pruhu signálńı skupiny za

jednotku času

qj(t) ∈ N+
0 Fronta Počet vozidel jedoućı menš́ı

rychlost́ı než 3, 6km/h

αj,k ∈< 0, 1 > Odbočovaćı poměr z j do k

4.2 Použitá metoda

Účelem této práce je ř́ıdit provoz pomoćı nastaveńı optimálńı délky cyklu za použit́ı

multiagentńıho systému, kde každý agent ovládá signálńı skupiny jedné křižovatky a jsou

mu dostupné př́ıslušné údaje. Jako vhodná metoda bylo zvoleno LQ ř́ızeńı, které se snaž́ı

minimalizovat fronty a penalizovat délku cyklu.
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4.2.1 Přechodové vztahy

Jako údaj popisuj́ıćı stav systému byla zvolena délka fronty qj(t), což je počet aut v

j́ızdńım pruhu jedoućıch méně než 3,6 km/h. Pro danou frontu v čase t+ 1 plat́ı zřejmě

vztah

qj(t+ 1) = qj(t) + T (ij(t)− oj(t)) (4.1)

, kde hustota vstupu ij(t) je součtem výstup̊u soused̊u pronásobený odbočovaćımi poměry,

př́ıpadně vstupu do systému ij,0(t), pokud se jedná o koncové rameno ř́ızené oblasti, tedy

ij(t) = ij,0(t) +
∑
k∈Ij

αk,jok(t) (4.2)

. Křižovtkou z daného j́ızdńıho pruhu v pr̊ujezdné fázi projede S vozidel za sekundu,

kde délka pr̊ujezdné fáze záviśı na nastaveném poměru a délce cyklu. Před přechodem do

nové fáze signáĺıho plánu je potřeba vklidit křižovatku, což vede ke ztrátovému času L,

který se projev́ı vždy jednou za cyklus. Efektivńı délka zelené je tedy

gj(t) = (C(t)− L)gNj (4.3)

a pro hustotu výstupu plat́ı

oj(t) =
Sjgj(t)

C(t)
= Sjg

N
j

(
1− LC(t)−1

)
(4.4)

. Rovnice 4.1 tedy přecháźı do tvaru

qj(t+1) = qj(t)+T

ij,0(t) +
∑
k∈Ij

αk,jSkg
N
k

(
1− LC(t)−1

)
− Sjg

N
j

(
1− LC(t)−1

) (4.5)

. Pokud budeme podobně jako v [10] předpokládat existenci nominálńı délky cyklu CN ,

při ńıž se neměńı délka fronty, plat́ıc(

0 = T

ij,0(t) +
∑
k∈Ij

αk,jSkg
N
k

(
1− LCN−1

)
− Sjg

N
j

(
1− LCN−1

) (4.6)

. Odečteńım rovnice 4.6 od 4.5 dostaneme

qj(t+ 1) = qj(t) + T

−
∑
k∈Ij

αk,jSkg
N
k + Sjg

N
j

L∆C−1(t) (4.7)

, kde ∆C−1(t) = C(t)−1 − CN−1. Pro ramena j ∈ JA nálež́ıćı agentovi A se tedy rovnice

pro fronty daj́ı zapsat maticově ve tvaru

~q(t+ 1) = A~q(t) +B∆C−1(t) (4.8)
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Kostantni saturovany tok neni optimalni, pouzije aprox podle Pecherkove (viz bak.),

prujezd odpovida bud sat. toku, pokud neodjede cela fronta, nebo je primo umerny fronte

(+ prijezdum). prolozi se funkci a aprox se primkou podle hodnoty fronty v case t. Napocte

se rizen pro horizont a podle vyvoje fronty se prepocte misto pro prolozeni pri

4.2.1.1 Model toku

V článku [10] se úbytek vozidel modeluje podle rovnice 3.9, kde je uvažován tok vozidel

křižovatkou za jednotku času jako konstanta S, což je saturovaný tok. Tento vztah

plat́ı pouze když je př́ıslušný pruh naplněn vozidly do té mı́ry, že křižovatkou projede

maximálńı možný počet vozidel. To však neplat́ı, pokud neńı pruh dostatečně vyt́ıžen,

např́ıklad pokud se zmenš́ı délka fronty v nějaký časový okamžik na nulu. Pokud je

vyt́ıžeńı menš́ı je tok lineárně závislý na součtu fronty q(t)/T a počtu vstupuj́ıćıch vozidel

i(t). Pro teoretickou hodnotu toku S tedy dostáváme vztah

Steor(q(t) + i(t)) =

{
q(t)
T

+ i(t) q(t)
T

+ i(t) <= Smax

Smax
q(t)
T

+ i(t) > Smax

(4.9)

. tento vztah vyjadřuje to, že pokud je fronta plus př́ır̊ustrek vozidel ve vzorkovaćı periodě

(q(t), i(t)T ) menš́ı než maximálńı počet vozidel, který je křižovatka za periodu T schopna

propustit (TSmax), projedou všechna vozidla. Abychom se vyhnuli podmı́nce podle Smax,

aproximuje se tento vztah funkćı

Sexp(q(t), i(t)) = Smax

(
1− e−

1
Smax

( q(t)
T

+i(t))
)

(4.10)

, která splňuje podmı́nku
dSexp

d(q/T + i)
(0, 0) = 1 (4.11)

, tedy při malé frontě a hustotě provozu je př́ır̊ustek toku roven q/T + i, a podmı́nku

lim
q/T+i→∞

Sexp = Smax (4.12)

, tedy při velké frontě a hustotě provozu se tok bĺıž́ı konstantě Smax. Pro malý časový

interval můžeme tuto funkci dále zjednodušit na lineárńı vztah

S(q(t)) = σ(q(t)/T + i0) (4.13)

, kde je i0 = i(0) a

σ =
dSexp

d(q/T + i)
(q(0), i(0)) (4.14)

vlozit graf s ruznymi S
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4.2.1.2 Přechodové vztahy s proměnným tokem

Pro vyjádřeńı přechodových vzth̊u použijeme lineárńı odel toku a rovnice 4.5 přejde na

tvar

qj(t+1) = qj(t)+T

ij,0(t) +
∑
k∈Ij

αk,jSk(qk(t))g
N
k

(
1− LC(t)−1

)
− Sj(qj(t))g

N
j

(
1− LC(t)−1

)
(4.15)

, a po dosazeńı 4.13 dostaneme

qj(t+ 1) = qj(t) + T


ij,0(t)+

+
∑

k∈Ij αk,jδk(qk(t)T
−1 + i0,k)g

N
k (1− LC(t)−1)−

−δj(qj(t)T
−1 + i0,j)g

N
j (1− LC(t)−1)

 (4.16)

qj(t+ 1) = qj(t) + T



ij,0(t)+

+
∑

k∈Ij αk,jδkg
N
k T−1qk(t)− δjg

N
j T−1qj(t)+

+
∑

k∈Ij αk,jδki0,kg
N
k − δji0,jg

N
j −

−
∑

k∈Ij αk,jδkg
N
k LT−1qk(t)C(t)−1 + δjg

N
j LT−1qj(t)C(t)−1−

−
∑

k∈Ij αk,jδki0,kg
N
k LC(t)−1 + δji0,jg

N
j LC(t)−1


(4.17)

. Pokud budeme podobně jako v rovnici 4.6 uvažovat nominálńı CN , pro které se

q(t+ 1) rovná q(t), dostaneme dosazeńım ∆C−1(t) = C(t)−1 − CN−1 do 4.17 rovnici

qj(t+ 1) = qj(t)+ L
(
δjg

N
j qj(t)−

∑
k∈Ij αk,jδkg

N
k qk(t)

)
C(t)−1+

+LT
(
δji0,jg

N
j −

∑
k∈Ij αk,jδki0,kg

N
k

)
C(t)−1

(4.18)

4.2.2 Minimalizačńı kritérium

Podobně jako v předchoźı kapitole, minimalizovat kvaratické kritérium J . Minimalizaci

budeme provádět v proměnných ∆C(t) pro časový horizont h, tedy pro vektory ∆C(t0),∆C(t0+

1), ...,∆C(t0 + h). Pro zpřehledněńı zápisu polož́ıme bez újmy na obecnosti t0 = 0.

Kvadratické kritérium ve tvaru

J =
h∑

t=0

q(t)TQq(t) + ∆C(t)TR∆C(t) (4.19)

, kde Q a R jsou diagonálńı pozitivně definitńı matice vah, rozeṕı̌seme pomoćı vztahu

q(t+ 1) = Aq(t) +Bq(t) (4.20)
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a budeme minimalizovat pro jednotlivá t podle ∆C(t). ∆C(h) se v kritériu vyskytuje

pouze jako člen

∆C(h)TR∆C(h) (4.21)

a tedy muśı být ∆C(h)0. ∆C(h− 1) se vyskytuje ve členech

∆C(h−1)TR∆C(h−1)+(q(h−1)TAT+∆C(h−1)TBT )Q(Aq(h−1)+B∆C(h−1)) (4.22)

, což lze pomoćı složených vektor̊u a matic přepsat do tvaru

(∆C(h− 1)T , q(h− 1)T )

(
BT

√
Q

√
R

AT
√
Q 0

)( √
QB

√
QA

√
R 0

)(
∆C(h− 1)

q(h− 1)

)
(4.23)

, kde
√
Q je matice, pro ńıž plat́ı

√
Q
√
Q = Q. Složenou matici(

BT
√
Q

√
R

AT
√
Q 0

)( √
QB

√
QA

√
R 0

)
=

(
BTQB +R BTQA

ATQB ATQA

)
(4.24)

můžeme pomoćı Choleského dekompozici na součin dolńı a horńı trojúhelńıkové matice.

Člen 4.23 poté přejde na tvar

(∆C(h− 1)T , q(h− 1)T )

(
LT

q 0

LT LT
C

)(
LC L

0 Lq

)(
∆C(h− 1)

q(h− 1)

)
(4.25)

, který můžeme dále upravit na

(LC∆C(h−1)+Lqq(h−1))T (LC∆C(h−1)+Lqq(h−1))+q(h−1)TLT
q Lqq(h−1) (4.26)

. Pokud tento člen chceme minimalizovat v proměnné q(h− 1), muśı nutně platit

∆C(h− 1) = −L−1
C Lq(h− 1) (4.27)

. Zbývaj́ıćı nenulová část q(h−1)TLT
q Lqq(h−1) lze přepsat pomoćı rovnice 4.20 do tvaru

q(h−1)TLT
q Lqq(h−1) = (Aq(h−2)+B∆C(h−2))TLT

q Lq(Aq(h−2)+B∆C(h−2)) (4.28)

, kde se vyskytuje ∆C(t) pouze pro t = h−2. Minimalizace přes ∆C(h−2) bude prob́ıhat

analogicky, pouze se matice Q nahrad́ı matićı

Q̃ = Q+ LT
q Lq (4.29)

4.3 Simulace

4.3.1 Simulátor AIMSUN

4.3.2 Oblast simulace
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Výsledky
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