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0.1 Systém

Jako systémem uvaºujeme PMSM a p°edpokládáme jeho popis pomocí následujících
diskrétních rovnic:

iα,t+1 = aiα,t + bωt sinϑt + cuα,t

iβ,t+1 = aiβ,t − bωt cosϑt + cuβ,t (0.1)

ωt+1 = dωt + e (ib,t cosϑt − iα,t sinϑt)

ϑt+1 = ϑt + ∆tωt

kde iαβ p°edstavují proudy v osách α a β, uαβ nap¥tí v jednotlivých osách, ω je hodnota
otá£ek a ϑ je poloha (úhel nato£ení). Konstantní na £ase nezávislé parametry a, b, c, d, e
p°edpokládáme známé, ∆t je diskteriza£ní £asový krok a dolní indexy t a t+1 p°edstavují
diskrétní £as.
De�nujme stav systému v £ase t jako

xt = (iα,t, iβ,t, ωt, ϑt)
T

dále °ízení v £ase t jako
ut = (uα,t, uβ,t)

T

a výstup (m¥°ení) v £ase t jako
yt = (yα,t, yβ,t)

T

p°í£emº význam pouºítých symbol· vychází z rovnic (0.1). Kdyº dále uvaºujeme aditivní
bílý gaussovský ²um, získáme zápis systému ve tvaru

xt+1 = f(xt, ut) + vt

yt = h(xt) + wt (0.2)

kde vt a wt p°edstavují náhodné veli£iny s normálním rozd¥lením s nulovou st°ední hod-
notou a kovarian£ními maticemi V a W v tomto po°adí a funkce f a h jsou de�novány
následovn¥:

f(xt, ut) =


aiα,t + bωt sinϑt + cuα,t
aiβ,t − bωt cosϑt + cuβ,t

dωt + e (iβ,t cosϑt − iα,t sinϑt)
ϑt + ∆tωt


h(xt) =

(
iα,t
iβ,t

)
(0.3)
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Redukovaný model

Z úsporných d·vod· m·ºe být n¥kdy výhodn¥j²í namísto popisu systému uvedeného vý²e
(dále budeme ozna£ovat jako plný model), který vychází z rovnic (0.2) a (0.3) pouºít jeho
redukovanou verzi v následujícím tvaru:
Vektor stavu xt bude mít jen dv¥ sloºky

xt = (ωt, ϑt)
T

a pro výstup (m¥°ení) yt vyuºijeme toho, ºe proudy p°ímo m¥°íme (i kdyº ne zcela p°esn¥)

yt = (iα,t, iβ,t)
T

Rovnice systému (0.2) a (0.3) pak zapí²eme ve tvaru

xt+1 = f(xt, yt) + vt

yt = h(xt, yt, ut) + wt (0.4)

f(xt, yt) =

(
dωt + e (ib,t cosϑt − iα,t sinϑt)

ϑt + ∆tωt

)
h(xt, yt, ut) =

(
aiα,t + bωt sinϑt + cuα,t
aiβ,t − bωt cosϑt + cuβ,t

)
(0.5)

dále je pak t°eba upravit kovarian£ní matice ²umu V aW . Matici V je nutno p°edpokládat
v blokov¥ diagonálním tvaru

V =

[
V1 0
0 V2

]
a jako nové kovarian£ní matice ozna£íme V = V2 a W = V1 +W .

0.2 EKF

Roz²í°ený Kalman·v �lter (EKF) nahrazuje skute£ný nelineární systém (0.2 a 0.3 p°í-
padn¥ 0.4 a 0.5 pro redukovaný model) lineárním

xt+1 = Atxt +Btut + ṽt

yt = Ctxt + w̃t (0.6)

kde do ²um· ṽt a w̃t je moºno zahrnout nep°esnosti linearizece tím, ºe se zv¥t²í jejich
kovariance oproti p·vodním vt a wt respektive vt a wt v p°ípad¥ redukovaného modelu.
Ostatní ozna£ení odpovídá nelineárním rovnicím PMSM (0.2 a 0.3 p°ípadn¥ 0.4 a 0.5) s
tím, ºe matice A, B a C vzniknou linearizací jako

At =
∂f(xt, ut)

∂xt

Bt =
∂f(xt, ut)

∂ut

Ct =
∂h(xt)

∂xt
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Matice derivací

Konkrétn¥ pro PMSM s funkcemi f a h danými vztahem (0.3) jsou matice A, B a C
následující:

At =


a 0 b sinϑt bωt cosϑt
0 a −b cosϑt bωt sinϑt

−e sinϑt e cosϑt d −e (iβ,t sinϑt + iα,t cosϑt)
0 0 ∆t 1



B =


c 0
0 c
0 0
0 0

 (0.7)

C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
Pro redukovaný model jsou matice A a C ve tvaru

At =

[
d −e (iβ,t sinϑt + iα,t cosϑt)

∆t 1

]
Ct =

[
b sinϑt bωt cosϑt
−b cosϑt bωt sinϑt

]
(0.8)

Matice B pro redukovaný model uvedena není, protoºe pro samotný výpo£et EKF není
t°eba a problematika lineárn¥ kvadratického °ízení pro redukovaný model bude rozebrána
dále, viz £ást (0.3).

Rovnice EKF

Následn¥ lze uºít algoritmu formáln¥ shodného s klasickým Kalmanovým �ltrem, kde
místo lineárního systému je uºit systém linearizovaný:

predikce (time update)

x̂t = f (x̂t−1, ut−1) (0.9)

P t = At−1Pt−1A
T
t−1 + Vt−1

korekce (data update)

St = CtP tC
T
t +Wt

Kt = P tC
T
t S
−1
t

Pt = (I −KtCt)P t (0.10)

ŷt = yt − h(x̂t)

x̂t = x̂t +Ktŷt
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0.3 Lineárn¥ kvadratické °ízení

Tento algoritmus op¥t p°edpokládá lineární systém, kterým PMSM není. Chceme op¥t
získat systém ve tvaru (0.6) a je tedy nutné provést linearizaci. Nelze ale p°ímo pouºít
matice získané v p°edchozí £ásti (0.2) zabývající se EKF. Zde je nutné vycházet z Taylo-
rova rozvoje a zohlednit i p°ípadné konstantní £leny. Obecn¥ pro funkci f(x) má rozvoj
do prvního °ádu v n¥jakém bod¥ x0 tvar

f (x) ∼= f (x0) +
∂f

∂x
(x0) (x− x0)

kde parciální derivací f dle x je matice A z p°edchozí £ásti (0.2) o EKF vypo£tená v
bod¥ x0 a tedy

f (x) ∼= Ax+ (f (x0)−Ax0) = Ax+ γ

kde vektor γ p°edstavuje konstantní £len (nezávisí na x) a p°edchozí rovnice tedy není
homogenní, jak bychom pot°ebovali jako výsledek linearizace (0.6). Proto tedy zv¥t²íme
matici A o 1 (o jeden sloupec a °ádek) a stejn¥ tak zv¥t²íme i stav o 1 (p°idáme konstantu)
a p°edchozí rovnici získáme ve tvaru(

f (x)
1

)
∼= A

(
x
1

)
kde

A =

[
A (f (x0)−Ax0)
0 1

]
p°i£emº 0 zde ozna£uje nulový °ádkový vektor vhodné velikosti. Tímto postupem lze jiº
získat poºadovaný lineární popis (0.6), který sou£asn¥ zohled¬uje i konstantní £leny.

Matice pro LQ

Pro p°ípad plného stavu je matice At dána vztahem (0.7), kde jako hodnoty stavových
veli£in (sloºek vektoru xt) pouºijeme hodnoty bodu x0, ve kterém linearizujeme. Kon-
stantní £len γ = f (x0)−Atx0 tedy vypo£teme jako

γ =


−bω0ϑ0 cosϑ0
−bω0ϑ0 sinϑ0

eϑ0 (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0)
0


kde dolní index 0 nezna£í nulový £as, ale bod linearizace x0. Matice At vypo£tená v bod¥
x0 (sloºky x0 budou op¥t zna£eny dolním indexem 0) pak je

a 0 b sinϑ0 bω0 cosϑ0 −bω0ϑ0 cosϑ0
0 a −b cosϑ0 bω0 sinϑ0 −bω0ϑ0 sinϑ0

−e sinϑ0 e cosϑ0 d −e (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0) eϑ0 (ib,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0)
0 0 ∆t 1 0
0 0 0 0 1


Matici Bt derivací f(xt, ut) dle vstup· ut lze volit konstantní a £asov¥ nezávislou ve

tvaru (0.7), protoºe funkce f je ve vstupech u lineární.
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Ztrátová funkce

Protoºe chceme vyuºít lineárn¥ kvadratického algoritmu, je t°eba formulovat ztrátovou
funkci jako aditivní a kvadratickou, obecn¥ ve tvaru

E

{
xTTQTxT +

T−1∑
t=0

(
xTt Qtxt + uTt Rtut

)}
(0.11)

kdeE zna£í o£ekávanou hodnotu, Qt a Rt jsou penaliza£ní matice stavu systému (spln¥ní
poºadavk· °ízení) a penalizace vstup·.
Hlavním poºadavkem na systém je dosaºení poºadované hodnoty otá£ek ωt v £ase t.

Vý²e navrºená ztráta (0.11) v²ak vede na °ízení pouze na nulovou hodnotu odpovídající
ω ≡ 0, pro °ízení na nenulové poºadované otá£ky je t°eba modi�kovat stav systému a
zavést substituci

ψt = ωt − ωt
a veli£inu ψ pak jiº °ídíme na nulovou hodnotu. Tuto substituci, která závisí na parametru
ω, je t°eba zanést do v²ech rovnic. Ve stavu systému veli£ina ψt nahradí veli£inu ωt. Dále
je t°eba zahrnout i v²echny konstantní £leny, které v d·sledku substituce vzniknou.
Penaliza£ní matici stavu systému v (0.11) budeme uvaºovat nezávislou na £ase Qt = Q

pro v²echna t a ve tvaru

Q =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 q 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 (0.12)

kde q je pevn¥ zvolená konstanta a matice Q má jiº rozm¥r 5x5, protoºe byl stav roz²í°en
o konstantní £len v d·sledku linearizace. Koncovou matici QT budeme uvaºovat nulovou.
Dal²ím poºadavkem je omezení na nap¥tí � vstupy do systému, vyjád°ené pomocí

maximálního nap¥tí Umax, které je schopen poskytnout napájecí zdroj. Toto omezení
m·ºeme zasat jako

‖ut‖ ≤ Umax (0.13)

p°ípadn¥ jako omezení na kaºdou sloºku vektoru ut zvlá²´. Tento poºadavek nelze p°ímo
zapsat jako kvadratickou funkci a proto je t°eba vhodn¥ zvolit matici Rt v (0.11) aby
dostate£n¥ penalizovala p°íli² velké hodnoty °ízení ut a dále po£ítat s tím, ºe p°i p°esaºení
hodnoty Umax dojde k o°ezu. Penaliza£ní matici °ízení op¥t volíme nezávislou na £ase,
tj. Rt = R pro v²echna t, a ve tvaru

R =

[
r 0
0 r

]
kde r je zvolená konstanta.
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Substituované rovnice

V d·sledku substituce ψt = ωt − ωt se rovnice (0.1) zm¥ní na

iα,t+1 = aiα,t + b (ψt + ωt) sinϑt + cuα,t

iβ,t+1 = aiβ,t − b (ψt + ωt) cosϑt + cuβ,t (0.14)

ψt+1 = dψt + e (ib,t cosϑt − iα,t sinϑt)

ϑt+1 = ϑt + ∆t (ψt + ωt)

p°edpokládáme-li, ºe pro pro poºadované otá£ky ω platí ωt+1 = dωt.
Derivováním t¥chto rovnic dle nového stavu (substituovaného) (iα,t, iβ,t, ψt, ϑt)

T zís-
káme matici

At =


a 0 b sinϑt b (ψt + ωt) cosϑt
0 a −b cosϑt b (ψt + ωt) sinϑt

−e sinϑt e cosϑt d −e (iβ,t sinϑt + iα,t cosϑt)
0 0 ∆t 1


která je hodnotov¥ stejná s maticí At získanou na základ¥ p·vodního nesubstituovaného
stavu (tj. s x(3) = ω).
Konstantní £len γ = f (x0)−Atx0 je v²ak jiº jiný a závisí na hodnot¥ ωt, která do n¥j

vstupuje jako £asov¥ prom¥nný parametr.

γωt =


−bω0ϑ0 cosϑ0 + bωt sinϑ0
−bω0ϑ0 sinϑ0 − bωt cosϑ0
eϑ0 (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0)

∆tωt


Výsledná matice At je pak ve tvaru


a 0 b sinϑ0 bω0 cosϑ0 −bω0ϑ0 cosϑ0 + bωt sinϑ0
0 a −b cosϑ0 bω0 sinϑ0 −bω0ϑ0 sinϑ0 − bωt cosϑ0

−e sinϑ0 e cosϑ0 d −e (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0) eϑ0 (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0)
0 0 ∆t 1 ∆tωt
0 0 0 0 1


Bellmanova funkce

Cílem úlohy je minimalizovat ztrátovou funkci (0.11). Klasickým postupem pro °e²ení
této úlohy je uºítí Bellmanovy funkce a algoritmu dynamického programování:
V koncovém £ase T poloºíme

VT (xT ) = 0 (0.15)

a dále po£ítáme zp¥t v £ase

Vt−1 (xt−1, ut−1) = min
ut−1

E
{
xTt Qtxt + uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

}
(0.16)
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pro t od T − 1 do 1, kde st°ední hodnota je podmín¥na It, které reprezentuje sou£asn¥
dostupnou informaci o systému zahrnující v²echna m¥°ení a °ídící vstupy do £asu t.
Uvaºovanou kvadratickou ztrátu za jeden £asový krok

xTt Qtxt + uTt Rtut

p°í konkrétní volb¥ matice Q ve tvaru (0.12) p°ejde na

q
(
x
(3)
t − ωt

)
+ uTt Rtut

kde horní index v závorce zna£í sloºku vektoru. Pak je moºno rovnici (0.16) dále zjedno-
du²it

Vt−1 (xt−1, ut−1) = min
ut−1

E
{
xTt Qtxt + uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

}
= min

ut−1

(
E
{
q
(
x
(3)
t − ωt

)}
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
= min

ut−1

(
qE

{(
x
(3)
t

)2
+ ω2

t + 2x
(3)
t ωt

}
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
(0.17)

= min
ut−1

(
q

(
E

{(
x
(3)
t

)2}
+ E

{
ω2
t

}
+ E

{
2x

(3)
t ωt

})
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
= min

ut−1

(
q

((
x̂
(3)
t

)2
+ Var

(
x
(3)
t

)
+ ω2

t + 2x̂
(3)
t ωt

)
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
= min

ut−1

(
q
(
x̂
(3)
t − ωt

)
+ qVar

(
x
(3)
t

)
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
kde x̂ ozna£uje st°ední hodnotu x a dále jsme vyuºili toho, ºe ωt je daný parametr a
tedy je pro výpo£et st°ední hodnoty konstantou a vztahu Var (x) = E

{
x2
}
− (E {x})2.

Tedy ve výpo£tu Bellmanovy funkce V v rovnici (0.16) m·ºeme náhodnou veli£inu xt
nahradit její st°ední hodnotou x̂t, kdyº navíc zahrneme do rovnice varianci t°etí sloºky
xt, tj. varianci otá£ek stroje.

Výpo£et lineárn¥ kvadratického °ízení

Pro samotný výpo£et lineárn¥ kvadratického °ízení je uºito následujících rovnic

KT = QT

Kt = ATt

(
Kt+1 −Kt+1Bt

(
BT
t Kt+1Bt +Rt

)−1
BT
t Kt+1

)
At +Qt

Lt = −
(
BT
t Kt+1Bt +Rt

)−1
BT
t Kt+1At

ut = Ltxt

Tyto rovnice by m¥ly být napo£ítávány v £ase zp¥t (od koncového £asu) aº do aktuálního
£asu. Protoºe ale systém vznikl linearizací v n¥jakém reprezentativním bod¥, který se s
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vývojem systému m¥ní, je t°eba celý výpo£et znovu provést v kaºdém £asovém kroku.
Proto je výhodn¥j²í si výpo£et usnadnit nap°íklad vyuºitím ubíhajícího horizontu.
P°i výpo£tu °ízení ut pomocí matice Lt je t°eba dosadit za vektor xt správné hodnoty,

konkrétn¥ v d·sledku nenulové poºadované hodnoty ω za t°etí sloºku vektoru xt není
dosazena hodnota ωt, ale substituovaná ψt = ωt − ωt.
P°edchozí výpo£et pomocí Riccatiho rovnice v²ak není p°íli² vhodným z numerických

d·vod· (n¥jaká reference). Místo n¥j pro praktické výpo£ty pouºijeme algoritmus li-
neárn¥ kvadratického °ízení zaloºený na QR rozkladu (reference). Tento algoritmus má
lep²í numerické vlastnosti, umoº¬uje snadn¥j²í výpo£et maticové inverze (inverze pouze
trojúhelníkové matice) a lze pomocí n¥j implementovat i sloºit¥j²í kvadratickou ztrátovou
funkci (nejen dva £leny pro penalizaci stavu a vstup·).
Postup je zaloºen na p°episu kvadratické ztráty do tvaru

xTt+1Qtxt+1 + uTt Rtut = xTt+1

√
Qt

T√
Qtxt+1 + uTt

√
Rt

T√
Rtut

kde √ je vhodná maticová odmocnina. A tedy v kaºdém £asovém kroku t minimalizujeme
funkci

xTt+1

√
Qt

T√
Qtxt+1 + uTt

√
Rt

T√
Rtut + xTt+1

√
St
T√

Stxt+1

kde St reprezentuje ztrátu v následujících £asových krocích aº do konce £asového ho-
rizontu. Do tohoto kvadratického výrazu je moºno dostadit model vývoje pro xt+1 =
Atxt +Btut

(Axt +Btut)
T
√
Qt
√
Qt (Axt +Btut)+u

T
t

√
Rt

T√
Rtut+(Axt +Btut)

T
√
St
T√

St (Axt +Btut)

a následn¥ jej zapsat maticov¥ ve tvaru

(
ut
xt

)T  √QtBt √QtAt√
Rt 0√
StBt

√
StAt

T  √QtBt √QtAt√
Rt 0√
StBt

√
StAt


︸ ︷︷ ︸

Z

(
ut
xt

)

na matici Z následn¥ aplikujeme QR rozklad, to jest Z = QZRZ a p°edchozí vztah
upravíme na tvar(

ut
xt

)T
ZTZ

(
ut
xt

)
=

(
ut
xt

)T
RTZQ

T
ZQZRZ

(
ut
xt

)
=

(
ut
xt

)T
RTZRZ

(
ut
xt

)
Matice RZ je v horním trojúhelníkovém tvaru, tedy blokov¥ zapsáno

RZ =

[
Ruu Rux

0 Rxx

]
Ztrátu nyní m·ºeme zapsat jako(

ut
xt

)T
RTZRZ

(
ut
xt

)
=

(
Ruuut +Ruxxt

Rxxxt

)T (
Ruuut +Ruxxt

Rxxxt

)
= (Ruuut +Ruxxt)

T (Ruuut +Ruxxt) + xTt R
T
xxRxxxt
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kterou, vzhledem k její kvadrati£nosti a nezávislosti druhého £lenu na ut, z°ejm¥ mini-
malizujeme volbou ut takovou, ºe (Ruuut +Ruxxt) = 0 a tedy volíme

ut = −R−1uuRuxxt

Matici RTxxRxx pak pouºijeme do p°edchozího £asového kroku jako novou matici S.

LQ °ízení pro redukovaný model

Pro redukovaný systém samoz°ejm¥ platí v²e uvedené v p°edchozím odstavci, °ízení je
ale komplikovan¥j²í, protoºe ve funkci popisující vývoj systému explicitn¥ nevystupuje
°ízení ut. Je tedy t°eba vhodným zp·sobem tento problém vy°e²it. Jednou z moºností
je z°et¥zení dvou LQ regulátory. V prvním kroku povaºovat za °ízení proudy iα,β a tedy
tento první regulátor by na výstupu generoval poºadované proudy iα,β . Druhý regulátor
by pak na základ¥ rovnic pro vývoj proud· a referen£ních hodnot proud· iα,β nalezl
°ízení uα,β .

Matice pro redukovaný model

Protoºe ve funkci f (xt, yt) v rovnicích (0.4) a (0.5) explicitn¥ nevystupuje °ízení ut, je
t°eba zvolit trochu odli²ný p°ístup, neº pro plný model. �ízení budeme navrhovat ve
dvou krocích. V prvním kroku budeme p°edpokládat, ºe vstupem jsou proudy iαβ a
lineárn¥ kvadratický algoritmus bude na svém výstupu produkovat poºadované hodnoty
t¥chto proud· iαβ . V dal²ím kroku druhý lineárn¥ kvadratický algoritmus na základ¥
poºadovaných proud· iαβ jiº navrhne hodnotu nap¥tí uαβ .
Dále provedeme je²t¥ drobné zjednodu²ení a funkci f (xt, yt) rozd¥líme na dv¥ £ásti

f (xt, yt) =

(
dωt

ϑt + ∆tωt

)
+

(
e (ib,t cosϑt − iα,t sinϑt)

0

)
Matici At pak poloºíme rovnou první maticí první, lineární, £ásti systému

A =

[
d 0

∆t 1

]
a matici Bt pak získáme linearizací druhé £ásti jako

Bt =

[
−e sinϑt e cosϑt

0 0

]
Tento postup neodpovídá p°esn¥ postupu odvození derivací uºitému pro plný stav. Jeho
výhodou v²ak je, ºe jiº není t°eba p°idávat konstantní £leny jako d·sledek linearizace.
Snadn¥ji se také zahrne poºadavek na nenulovou referen£ní hodnotu ω. Následn¥ je uºito
lineárn¥ kvadratického algoritmu s vý²e popsanými maticemi.
Ve druhém kroku pak na základ¥ referen£ních hodnot proud· iαβ nalezneme poºado-

vané °ízení uαβ . Vyuºijeme k tomu rovnic pro funkci h(xt, yt, ut) viz (0.5)

h(xt, yt, ut) =

(
aiα,t + bωt sinϑt + cuα,t
aiβ,t − bωt cosϑt + cuβ,t

)
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které jsou v proudech iαβ i nap¥tích uαβ lineární a lze op¥t pouºít lineárn¥ kvadratický

algoritmus. �leny ±bωt
sin
cos

ϑt zde pak vystupují jako konstanty a projeví se jako korekce

vynásobená konstantou 1
c ode£tená od výsledku.

0.4 LQG s hyperstavem

Následující postup s hyperstavem vychází s £lánku (Kim2006) [Stochastic Feedback Con-
troller Design Considering the Dual E�ect, Kim J., Rock S. M., 2006]. V tomto £lánku
je v²ak narozdíl od následujícího postupu pouºíván spojitý £as.
Jedná se o analogii s LQG v p°edchozí £ásti, s tím rozdílem, ºe pouºijem EKF al-

goritmus v jistém smyslu jakoby dvakrát. Protoºe tímto p°ístupem jiº zna£n¥ nar·stá
dimenzionalita úlohy je z výpo£etních d·vod· výhodn¥j²í uºití redukovaného modelu, i
p°es komplikace, které zp·sobuje p°i °ízení.

Hyperstav

Vyjdeme z redukovaného stavu
xt = (ωt, ϑt)

T

a na n¥j formáln¥ aplikujeme EKF. Tím získáme, krom¥ odhadu stavu xt i odhad jeho
variance v podob¥ matice

P =

[
Pω Pωϑ
Pωϑ Pϑ

]
a sou£asn¥ rovnice EKF (0.9) a (0.10) p°edstavují p°edpis pro výpo£et P :

P = APAT + V

S = CPCT +W

K = PCTS−1 (0.18)

P+ = (I −KC)P

kde jsou z d·vodu jednodu²²ího zápisu vynechány £asové indexy t a místo nic je uºit
horní index + pro hodnotu v následujícím £ase t+ 1.
Nyní de�nujeme hyperstav ξt v £ase t jako

ξt = (ωt, ϑt, Pω, Pωϑ, Pϑ)T

Na hyperstav jiº aplikujeme algoritmus pro LQG, jak byl popsán v p°edchozí £ásti.
Problém v²ak p°edstavuje nalezení matice derivací A, protoºe je t°eba derivovat maticové
rovnice pro výpo£et EKF (0.18) pro stavu x. Jedním ze zp·sob· jak je to moºné provést
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je derivovat kaºdou z rovnic (0.18) dle jednotlivých sloºek vektoru ξ:

∂P

∂ξi
=

∂A

∂ξi
PAT +A

∂P

∂ξi
AT +AP

∂AT

∂ξi

∂S

∂ξi
=

∂C

∂ξi
PCT + C

∂P

∂ξi
CT + CP

∂CT

∂ξi

∂K

∂ξi
=

∂P

∂ξi
CTS−1 + P

∂CT

∂ξi
S−1 − PCTS−1 ∂S

∂ξi
S−1 (0.19)

∂P+

∂ξi
=

∂P

∂ξi
− ∂K

∂ξi
CP −K∂C

∂ξi
P −KC∂P

∂ξi

kde ∂
∂ξi

p°edstavuje zápis derivace dle i-té sloºky vektoru ξ a matice V a W uvaºujeme
jako konstanty v ξ. Matice linearizovaného vývoje hyperstavu Ahyp bude mít nyní blokový
tvar

Ahyp =

[
A1 A2 0 0 0(

∂P+

∂ω

)sl (
∂P+

∂ϑ

)sl (
∂P+

∂Pω

)sl (
∂P+

∂Pωϑ

)sl (
∂P+

∂Pϑ

)sl ]
kde Ai p°edstavuje i-tý sloupec matice A, zápis 0 je sloupec nul vhodné délky a parciální

derivace P+ dle sloºky ξi v závorce s horním indexem sl
(
∂P+

∂ξi

)sl
je my²lena v tom smyslu,

ºe po vypo£tení p°íslu²né derivace ∂P+

∂ξi
z rovnice (0.19) jsou z této matice vybrány 3 z

jejích 4 prvk· tvo°ící horní nebo dolní trojúhelník a zapísány je ve smyslu tvorby vektoru
hyperstavu do sloupce:

∂P+

∂ξi
=

 ∂P+
ω

∂ξi

∂P+
ωϑ

∂ξi
∂P+

ωϑ
∂ξi

∂P+
ϑ

∂ξi


(
∂P+

∂ξi

)sl
=
(

∂P+
ω

∂ξi

∂P+
ωϑ

∂ξi

∂P+
ϑ

∂ξi

)T
Matici Ahyp vzniklou p°edchozím postupem jiº m·ºeme pouºít v algoritmu EKF pro

hyperstav. Jako matici pozorování Chyp pouºijeme p·vodní matici C pouze dopln¥nou
nulami na vhodný rozm¥r. Pro lineárn¥ kvadratické °ízení platí op¥t totéº, co pro jedno-
duché (tj. bez hyperstavu) a matici Ahyp je tedy t°eba roz²í°it zahrnutím konstantních
£len·, dále je t°eba o²et°it substitucí °ízení na nenulové poºadované otá£ky ω.
Protoºe uvaºujeme redukovaný model je t°eba uºít z°et¥zení dvou LQ regulátor·. Vý-

hodou vyuºití hyperstavu ale je, ºe máme k dispozici i odhady variancí P p·vodního
stavu a tedy je moºno zahrnout do kritéria nap°íklad penalizaci Pω, která vystupuje v
Bellmanov¥ funkci viz vzorec (0.17).

Plný model

Analogicky lze postupovat i pro plný model, v²echny odpovídající matice v²ak budou
podstatn¥ v¥t²í, protoºe velikost hyperstavu nar·stá °ádov¥ kvadraticky.
Tedy pro stav

xt = (iα,t, iβ,t, ωt, ϑt)
T
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vypo£teme z EKF kovarian£ní matici

P =


P5 P6 P8 P11

P6 P7 P9 P12

P8 P9 P10 P13

P11 P12 P13 P14


a de�nujeme hyperstav ξt v £ase t jako

ξt = (iα,t, iβ,t, ωt, ϑt, P5, P6, P7, P8, P9, P10, P11, P12, P13, P14)
T

Rovnice pro výpo£et matice P , a tedy i jejích prvk· Pi, jsou formáln¥ shodné s rovnicemi
pro redukovaný model, pouze rozm¥ry vystupujících matic jsou v¥t²í. A matice Ahyp je
ve tvaru

Ahyp =

 A 0(
∂P+

∂Pi

)sl
i∈{1...14}


0.5 Experimenty

Pouºité nastavení experiment·

Pro simulování chování PMSM byly pouºity dva typy simulátor·. Prvním byla pouze
jednoduchá implementace rovnic popisujících PMSM. Druhou testovanou moºností bylo
vyuºití simulátoru PMSM (reference).
Testování probíhalo na horizontu 120000 £asových vzork·, coº odpovídá 15s. Ve v²ech

p°ípadech byly uºity odhadovací a °ídící algoritmy p°edpokládající stejnou induk£nost v
osách d a q. (pro r·zné induk£nosti jsou sloºit¥j²í rovnice, tedy mnohem sloºit¥j²í ma-

tice derivací a velmi t¥ºko se napo£ítávají kompenzace v d·sledku konstantních £len·).
Testování probíhalo na r·zných pro�lech poºadovaných (referen£ních) otá£ek:

(0) nulové poºadované otá£ky pro v²echna t

(±1) trojúhelníkové pulzy v rozmezí ±1

(±10) trojúhelníkové pulzy v rozmezí ±10

(±200) trojúhelníkové pulzy v rozmezí ±200

Dále pak byl testován i vliv ²patného po£áte£ního odhadu polohy (úhlu nato£ení) ϑ0.
P°i pouºití simulátoru PMSM se velmi £asto vyskytovaly nedostatky zp·sobené úbytky

nap¥tí, proto byla testována i verze upraveného simulátoru, která se snaºila úbytky kom-
penzovat.
Testovány byly celkem £ty°i r·zné modely: redukovaný model s hyperstavem i bez n¥j

a plný model s hyperstavem a bez n¥j.
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Obrázek 0.1: Pr·b¥hy otá£ek ω a polohy ϑ pro simulace na jednoduchém simulátoru s
nulovými poºadovanými otá£kami
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3 � plný model 4 � plný model s hyperstavem

Obrázek 0.2: Pr·b¥hy otá£ek ω a polohy ϑ pro simulace na jednoduchém simulátoru s
pro�lem poºadovaných otá£ek ±1
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3 � plný model 4 � plný model s hyperstavem

Obrázek 0.3: Pr·b¥hy otá£ek ω a polohy ϑ pro simulace na jednoduchém simulátoru s
pro�lem poºadovaných otá£ek ±10
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Obrázek 0.4: Pr·b¥hy otá£ek ω a polohy ϑ pro simulace na jednoduchém simulátoru s
pro�lem poºadovaných otá£ek ±200
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Obrázek 0.5: Pr·b¥hy otá£ek ω a polohy ϑ pro simulace na jednoduchém simulátoru s
pro�lem poºadovaných otá£ek ±200 a volbou po£áte£ního odhadu ϑ0 = 1, 5
p°i skute£né hodnot¥ 0

Jednoduchý simulátor PMSM na základ¥ rovnic

Pr·b¥hy otá£ek ω a polohy ϑ pro simulace na jednoduchém simulátoru zachycují grafy
na obrázcích (0.1), (0.2), (0.3) a (0.4).
Následující tabulka shrnuje dosaºené pr·m¥rné ztráty (z 10 b¥h·) pro jednotlivé mo-

dely a pro�ly referen£ních otá£ek na jednoduchém simulátoru. Jako ztráty jsou zde uva-
ºovány pouze sou£ty kvadrát· odchylek poºadovaných a skute£ných otá£ek.

pouºitý model \ poºadované otá£ky 0 ±1 ±10 ±200

1 � redukovaný model 2611 2731 28640 10815000
2 � redukovaný model s hyperstavem 2377 2480 3070 439740

3 � plný model 3579 3163 4268 11168
4 � plný model s hyperstavem 3240 3797 3389 61902

Z této tabulky je patrné, ºe pro redukovaný model dosahuje verze s hyperstavem niº²í
ztráty, coº je více patrné zvlá²t¥ p°i vy²²ích otá£kách. Naproti tomu nelze °íci, ºe by verze
s hyperstavem byla lep²í pro plný model. Výhoda uºití hyperstavu se v²ak projeví, kdyº
máme ²patný po£áte£ní odhad polohy ϑ0. Uvaºujme tedy po£áte£ní odhad ϑ0 = 1, 5, za-
tímco skute£ná poloha je 0 (hodnota 1, 5 je volena, protoºe je dostate£n¥ daleko od 0, ale
je²t¥ nedosahuje π

2 , kdy hrozí nebezpe£í otá£ení na opa£nou stranu). Na grafech obrázek
(0.5) je moºné pozorovat po£átek b¥hu, p°i pro�lu poºadovaných otá£ek ±200, ze kte-
rého je z°ejmé lep²í zvládnutí ²patného po£áte£ního odhadu polohy p°i uºití hyperstavu.
Pr·m¥rné ztráty pak jsou: 1, 1035 · 107 pro plný model bez hyperstavu a 4, 4955 · 104 pro
plný model s hyperstavem.

Simulátor PMSM

Výsledky ze simulátoru PMSM, který více odpovídá reálnému chování stroje, jiº dopadly
h·°e. Je tomu p°edev²ím z d·vodu zahrnutí sloºit¥j²ích efekt· do simulátoru, jako úbytky
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Obrázek 0.6: Prub¥h otá£ek ω a polohy ϑ pro simulace na simulátoru PMSM s kom-
penzací úbytk· nap¥tí i bez ní pro nulové poºadované otá£ky a pro pro�l
±1
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a) bez kompenzace úbytk· b) s kompenzací úbytk·

Obrázek 0.7: Prub¥h otá£ek ω a polohy ϑ pro simulace na simulátoru PMSM s kompen-
zací úbytk· nap¥tí i bez ní pro reprezentativní model (3 � plný model bez
hyperstavu)

nap¥tí a mrtvé £asy. Pro nulové poºadované otá£ky p°i uºití kompenzace úbytk· nap¥tí
i bez ní je zdánliv¥ v²e v po°ádku, viz graf na obrázku (0.6 a). Ov²em pro pro�l poºa-
dovaných otá£ek ±1 s i bez kompenzace je výsledný pr·b¥h stejný, viz grafy na obrázku
(0.6 b). Tedy nic se ned¥je, i kdyº poºadavek je nenulový a tento výsledek je jiº ²patný.
Pro pro�l ±10 otá£ky nez·stávají nulové a dosahují poºadovaných hodnot 10 respektive
−10, objevuje se zde v²ak problém s pr·chody nulou, viz obrázek (0.7 a). V p°ípad¥ uºití
kompenzace úbytk· nap¥tí se situace je²t¥ zhor²í, viz obrázek (0.7 b).
V p°ípad¥ pro�lu poºadovaných otá£ek ±200 poskytuje simulátor PMSM lep²í vý-

sledky, je v²ak d·leºité uºít kompenzace úbytk· nap¥tí. Pr·b¥hy otá£ek ω a polohy
ϑ pro simulátor PMSM bez kompenzace úbytk· je zobrazen na grafech obrázek (0.8).
P°ínos kompenzace úbytk· je pak patrný ze srovnání s grafy obrázek (0.9). Srovnání
dosaºených ztrát shrnuje následující tabulka:
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3 � plný model 4 � plný model s hyperstavem

Obrázek 0.8: Pr·b¥hy otá£ek ω a polohy ϑ p°i uºití simulátoru PMSM bez uºití kom-
penzace úbytk· nap¥tí a s pro�lem poºadovaných otá£ek ±200

pouºitý model \ kompenzace úbytk· s kompenzací bez kompenzace
1 � redukovaný model 9, 84 · 108 8, 54 · 106

2 � redukovaný model s hyperstavem 1, 12 · 109 1, 97 · 105

3 � plný model 7, 98 · 107 2, 82 · 105

4 � plný model s hyperstavem 4, 92 · 109 9, 45 · 105

Shrnutí

• kompenzace úbytk· nap¥tí se da°í jen p°i vy²²ích otá£kách, p°i niº²ím moc nefun-
guje

• výhoda vyuºití hyperstavu je p°edev²ím v p°esn¥j²ím °ízení pro redukovaný model
a dále v lep²ím zvládnutí ²patného po£áte£ního odhadu ϑ0

• proti ²patným pr·chod·m nulou p°i nízkých otá£kách zatím nic nepomáhá � ani
hyperstav ani kompenzace
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Obrázek 0.9: Pr·b¥hy otá£ek ω a polohy ϑ p°i uºití simulátoru PMSM s uºitím kompen-
zace úbytk· nap¥tí a s pro�lem poºadovaných otá£ek ±200
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