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PCRB obecn¥

Výpo£et PCRB (Posterior Cramer-Rao Bound) dle [Posterior Cramer-Rao Bounds
for Discrete-Time Nonlinear Filtering, 1998, Tichavský P. et al.] jako:

P , E
{

[g(x)− θ] [g(x)− θ]T
}
≥ J−1

kde x reprezentuje vektor m¥°ených dat, θ je vektorový estimovaný náhodný
parametr a g(x) je funkce x, která je odhadem θ. J je (Fisherova) informa£ní
matice

Jij = E

[
−∂

2 log px,θ(X,Θ)

∂Θi∂Θj

]
kde px,θ(X,Θ) je sdruºená hustota pravd¥podobnosti dvojice (x, θ).

PCRB nelineární �ltrace

Spodní mez pro nelineární �ltra£ní problém systému

xn+1 = fn(xn, wn)

zn = hn(xn, vn)

kde xn je stav systému v £ase n, zn je pozorování v £ase n, w a v jsou vzájemn¥
nezávislé bílé procesy a fn a hn jsou obecn¥ nelineární funkce. Pak je moºné
po£ítat rekurzivn¥ posloupnost matic Jn jako:

Jn+1 = D22
n −D21

n

(
Jn +D11

n

)−1
D12
n (1)

kde se matice Dn po£ítají jako

D11
n = E

{
−4xn

xn
log p(xn+1 | xn)

}
D12
n = E

{
−4xn+1

xn
log p(xn+1 | xn)

}
(2)

D21
n = E

{
−4xn

xn+1
log p(xn+1 | xn)

}
=
(
D12
n

)T
D22
n = E

{
−4xn+1

xn+1
log p(xn+1 | xn)

}
+ E

{
−4xn+1

xn+1
log p(zn+1 | xn+1)

}
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PCRB Gaussovské

Pro aditivní Gaussovský ²um s nulovou st°ední hodnotou a invertovatelnými
kovarian£ními maticemi Qn a Rn platí následující vztahy pro výpo£et matic Dn

jako speciální p°ípad (2):

D11
n = E

{[
∇xn

fTn (xn)
]
Q−1n

[
∇xn

fTn (xn)
]T}

D12
n = −E

{
∇xnf

T
n (xn)

}
Q−1n (3)

D22
n = Q−1n + E

{[
∇xn+1

hTn+1(xn+1)
]
R−1n+1

[
∇xn+1

hTn+1(xn+1)
]T}

V p°ípad¥ linearity funkcí fn a hn pak rekurzivní výpo£et matice Jn (1) spolu
s dosazením vý²e uvedených matic Dn (3) odpovídá výpo£tu aposteriorní ko-
varian£ní matice Pn Kalmanova �ltru p°i ozna£ení (Pn)

−1
= Jn. Uvaºovaný

systém (PMSM) je v²ak nelineární, je tedy uºíváno roz²í°eného Kalmanova �l-
tru (EKF), ve kterém se do napo£tených matic derivací dosazují odhady stavu.

Uºité modely

Obecn¥ byly pouºity £ty°i typy model· v sou°adném systému αβ. Sou°adný
systém dq totiº nemá smysl pouºívat, jelikoº mez stále roste, coº lze jednak
usuzovat na základ¥ tvaru ronvic, ale bylo ov¥°eno i experimentáln¥. Tyto
modely se li²í tím, jestli je uvaºován plný nebo redukovaný stav systému. Dále
pak jestli byl uvaºován model motoru (PMSM) se stejnými (Ls) nebo r·znými
(Ldq) induk£nostmi v osách d a q. Budou následovat matice derivací An =[
∇xnf

T
n (xn)

]T
zobrazení fn a matice Cn+1 =

[
∇xn+1h

T
n+1(xn+1)

]T
zobrazení

hn+1 dle jednotlivých stavových veli£in. Tyto matice v²ak budou uvedeny pouze
pro p°ípad stejných induk£ností.

ALsfull =


a 0 b sinϑ bω cosϑ
0 a −b cosϑ bω sinϑ

−e sinϑ e cosϑ d −e (iα cosϑ+ iβ sinϑ)
0 0 ∆t 1


CLsfull =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
ALsred =

[
d −e (iα cosϑ+ iβ sinϑ)

∆t 1

]
CLsred =

[
b sinϑ bω cosϑ
−b cosϑ bω sinϑ

]
Pro p°ehlednost je souhrn pouºitých model· uveden v následující tabulce:

α− β Ls Ldq

full 1 2
red 3 4

Dále pak budou jednotlivé modely ozná£ovány jejich £íslem z tabulky.
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Uºitá °ízení

Pouºitá °ízení shrnuje následující seznam, dále budou ozna£ována svým £íslem
poloºky:

1. ω = ω, ϑ =
´
ω, iα = iβ = 0

2. PI

3. PI + injektáº sin do d− q

4. PI + injektáº obdélník· do d− q

5. PI + injektáº konstanty do d

6. PI + náhodná chyba na ω

7. PI + injektáº sin do α− β

8. PI + injektáº obdélník· do α− β

9. PI + bikriteriální metoda se signω

10. PI + bikriteriální metoda náhodný výb¥r 5 moºností

Kovarian£ní matice

Testování prob¥hlo s následujícími kovarian£ními maticemi:

Q = diag
[

0.01 0.01 0.001 0.00001
]

R = diag
[

0.005 0.005
]

V p°ípad¥ redukovaných model· mají odpovídající kovarian£ní matice tvar:

Qred = diag
([

Q33 Q44

])
Rred = R+ diag

([
Q11 Q22

])
Omezování hodnot meze

Vzhledem k tomu, ºe poloha ϑ je vyjád°ena jako úhel (v radiánech), má smysl
ji uvaºovat pouze v intervalu 〈−π, π〉 (p°ípadn¥ s vylou£ením jedné z krajních
hodnot). V modelu pro výpo£et PCRB je v²ak ϑ uvaºována jako náhodná
veli£ina s normálním rozd¥lením, které m·ºe nabývat hodnot z celé reálné osy
a následn¥ m·ºe PCRB nabývat velmi vysokých hodnot. Tyto hodnoty v²ak
pro interpretaci ve vztahu k PMSM nemají smysl, protoºe nejhor²í p°ípad (ve
smyslu nejv¥t²í neznalosti parametru ϑ) nastává, kdyº je hodnota ϑ rovnom¥rn¥
rozd¥lena v intervalu 〈−π, π〉, tj. o hodnot¥ úhlu nato£ení ϑ není ºádná infor-
mace. Proto má smysl uvaºovat hodnoty PCRB ϑ jen do velikosti variance
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Figure 1: Hodnoty PCRB polohy ϑ v závislosti na amplitud¥ injektovaného
konstantního signálu (viz legenda).

rovnom¥rného rozd¥lení na intervalu 〈−π, π〉, tato hodnota je π2

3 . Nad touto
hranicí nemá smysl PCRB ϑ uvaºovat a vy²²í hodnoty je bu¤ moºno o°íznout
pevnou mezí nebo pomocí výpo£tu o°íznutého normálního rozd¥lení, který bude
uºit dále. Srovnání obou moºností je zachyceno na grafech (Figure 1).

O°íznuté normální rozd¥lení [The Variational Bayes Method in Signal Pro-
cessing, 2006, �mídl V., Quinn A.]

O°íznuté normální rozd¥lení pro skalární váhodnou veli£inu x je de�nováno
jako normální rozd¥lení N (µ, r) na omezeném supportu a < x ≤ b. Momenty
tohoto rozd¥lení jsou:

x̂ = µ−
√
rϕ(µ, r)

x̂2 = r + µx̂−
√
rκ(µ, r)

kde

ϕ(µ, r) =

√
2
(
exp(−β2)− exp(−α2)

)
√
π (erf(β)− erf(α))

κ(µ, r) =

√
2
(
b exp(−β2)− a exp(−α2)

)
√
π (erf(β)− erf(α))

a

α =
a− µ√

2r

β =
b− µ√

2r

Nyní pro speciální p°ípad a = −π, b = π a µ = 0 je α = − π√
2r

= −β. Z°ejm¥
tedy α2 = β2 a £itatel ϕ je nulový, tedy ϕ = 0. Z tohoto pak hned vyplývá, ºe
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x̂ = 0 a Var(x) = x̂2 − x̂2 = x̂2. κ má po dosazení tvar

κ =
2
√

2π exp
(
−π

2

2r

)
2
√
πerf

(
π√
2r

)
Hodnota variance x je tedy

Var(x) = r −
√

2πr
exp

(
−π

2

2r

)
erf
(

π√
2r

)
Experimenty

Následující experimenty byly provád¥ny s ohledem na následující poznatky:

• variance na proudech se ve v²ech p°ípadech ukazovaly jako malé (stále
kolem 0.0367) a dále jiº pak nebyly testovány

• modely pro stejné (Ls) a r·zné (Ldq) induk£nosti a p°i uvaºování plného
a redukovaného modelu lze relativn¥ dob°e porovnat p°i r·zných °ízeních
na grafech (Figure 6 a 7)

• nastavení kovarian£ních matic Q a R nemá vliv na tvar k°ivek znázor¬u-
jících PCRB (neuvaºujeme-li o°ez), ovliv¬uje v²ak zna£n¥ jejich hodnoty
v absolutním m¥°ítku, proto je t°eba nastavit dostate£n¥ malé

• hodnoty po£áte£ní kovariance P0 se projevují pouze na po£átku a jejich
vliv s rostoucím £asem asymptoticky vymizí

• dále je t°eba zkoumat p°edev²ím vliv jednotlivých °ízení, a tedy i amplitud
a p°ípadn¥ frekvencí injektovaných signál·

Závislost PCRB ϑ na pouºité amplitud¥ p°ídavného budícího signálu

pro PI °ízení s konstantní injektáºí do osy d

• Testované °ízení: �5 � PI + injection (const. -> ud)�

• Pouºitý model: �alpha-beta Ls�

• Injektovaný signál:

� amplituda: r·zná, konstantní � p°edm¥t experimentu

� frekvence: ωinj ≡ 0, tj. neperiodický konstantní signál

• Kovarian£ní matice systému:

Q = diag
[

0.01 0.01 0.001 0.00001
]

R = diag
[

0.005 0.005
]

5



0 5 10 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

 

 
10

1

0.1

0.01

0.005

0.002

0.001

0.0005

0.0001

0

Figure 2: Hodnoty PCRB polohy ϑ v závislosti na amplitud¥ injektovaného
konstantního signálu (viz legenda).

• �asový horizont: standartní 120000 vzork·, tj. 15s

• Referen£ní signál: nulový ω = 0

• Po£áte£ní kovariance: 1Eye

Výsledné hodnoty PCRB polohy ϑ v závislosti na amplitud¥ injektáºe zachycuje
graf (Figure 2).

Porovnání PCRB ϑ pro jednotlivá °ízení a uºité modely

• Testovaná °ízení: 1 � 10

• Pouºitý model: plný i redukovaný alpha-beta se stejnými (Ls) i r·znými
(Ldq) induk£nostimi

• Injektovaný signál:

� amplituda: amp = 10.0

� frekvence: ωinj = 1000

• Kovarian£ní matice systému:

Q = diag
[

0.01 0.01 0.001 0.00001
]

R = diag
[

0.005 0.005
]
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• �asový horizont: standartní 120000 vzork·, tj. 15s

• Referen£ní signál:

� nulový ω ≡ 0

� pro�l ωprofile =
[

0 −1 3 6 9 6 3 0 0 0 0 0 0 −3 −6 −3
]

• Po£áte£ní kovariance: 1Eye

Výsledné hodnoty PCRB polohy ϑ v závislosti na uºitém referen£ním signálu a
pouºitém °ízení zachycují grafy (Figure 3 a 4). N¥které výsledky jsou prakticky
totoºné, proto z podobných °ízení bude zobrazen pouze vybraný zástupce. Hod-
nota PCRB ϑ je omezována pomocí o°íznutého normálního rozd¥lení na interval
〈−π, π〉.
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a) �ízení £. 1 a 2, ref. ω ≡ 0 b) �ízení £. 1 a 2, ref. ωprofile
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c) �ízení £. 3 a 7, ref. ω ≡ 0 d) �ízení £. 3 a 7, ref. ωprofile
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e) �ízení £. 4 a 8, ref. ω ≡ 0 f) �ízení £. 4 a 8, ref. ωprofile
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g) �ízení £. 5, ref. ω ≡ 0 h) �ízení £. 5, ref. ωprofile

Figure 3: Hodnoty PCRB ϑ dle volby °ízení, referen£ního signálu a pouºitého
modelu. Ve grafech a) a b) splývají k°ivky 1 s 2 a 3 s 4, pro g) a h) pak splývá v²e
(1-4). �árkovaná p°ímka p°edstavuje limitní hodnotu � varianci rovnom¥rného
rozd¥lení na 〈−π, π〉.

8



0 5 10 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

 

 
1

2

3

4

0 5 10 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

 

 
1

2

3

4

i) �ízení £. 6, ref. ω ≡ 0 j) �ízení £. 6, ref. ωprofile

0 5 10 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

 

 
1

2

3

4

0 5 10 15
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

 

 
1

2

3

4

k) �ízení £. 9, ref. ω ≡ 0 l) �ízení £. 9, ref. ωprofile
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m) �ízení £. 10, ref. ω ≡ 0 n) �ízení £. 10, ref. ωprofile

Figure 4: Hodnoty PCRB ϑ dle volby °ízení, referen£ního signálu a pouºitého
modelu. V grafech i) aº l) splývají k°ivky pro tém¥° v²echny modely. �árko-
vaná p°ímka p°edstavuje limitní hodnotu � varianci rovnom¥rného rozd¥lení na
〈−π, π〉.
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