
1 Synchronní stroj s permanentními

magnety

Jak napovídá název práce, je text zam¥°en na °ízení synchronních elektrických pohon·.
Ze skupiny v²ech t¥chto stroj· se v²ak zam¥°uje pouze na jejich speci�ckou podskupinu
obsahující permanentní magnety. Je tomu tak proto, ºe oproti synchronním stroj·m s
buzením vykazují synchronní stroje s permanentními magnety celou °adu výhod, te²í se
stále v¥t²í oblib¥ a nacházejí mnoho aplikací v praxi [27].

1.1 PMSM

Zkratkou PMSM bude v textu ozna£ován synchronní stroj s permanentními magnety
(Permanent Magnet Synchronous Machine). U tohoto to£ivého elektrického stroje (mo-
toru) se rotor otá£í stejnou rychlostí, tedy synchronn¥, jako to£ivé magnetické pole sta-
toru. Pro generování magnetického pole rotoru je uºito místo budícího vinutí permanent-
ních magnet·. Rostoucí praktická aplikace této konstrukce je umoºn¥na p°edev²ím díky
snadn¥j²í dostupnosti kvalitních permanentních magnet· ze speciálních slitin s velkou
magnetickou indukcí oproti klasickým feritovým magnet·m [26, 39].

1.1.1 Konstrukce

P°iblíºení základní konstrukce PMSM je znázorn¥no na obrázku 1.1. Nákres je pouze
ilustrativní, ale zobrazuje hlavní £ásti PMSM: Vn¥j²í kruh p°edstavuje stator se zuby, na
kterých je navinuto statorové vinutí (v obrázku není zobrazeno). Vnit°ní kruh reprezen-
tuje rotor, na jehoº povrchu jsou umíst¥ny permanentní magnety s barevn¥ rozli²enými
póly.
�asto se lze setkat i s opa£nou konstrukcí, kdy je stator umíst¥n uvnit° a rotor s

magnety se otá£í kolem n¥j. Tato konstrukce PMSM naléza vyuºití k pohonu nejr·zn¥j²ích
vozidel, kdy lze motor umístit p°ímo dovnit° kola vozidla, dal²ím p°íkladem je pak p°ímý
pohon bubnu automatické pra£ky. Existují i v²ak dal²í konstrukce PMSM, nap°íklad s
oto£ným statorem i rotorem.
Vyobrazená konstrukce (obrázek 1.1) je ozna£ováná jako SMPMSM (Surface Mounted

PMSM ), tedy PMSM s magnety na povrchu. Dal²í £astou konstrukcí je IPMSM (Inner
PMSM ), kde jsou permanentní magnety umíst¥ny uvnit° rotoru. Tyto stroje mají ne-
patrn¥ odli²né vlastnosti, které ale mají významný vliv p°i návrhu °ízení t¥chto stroj·,
detailn¥ji bude rozebráno dále v textu. Pod PMSM se je²t¥ zahrnují reluktan£ní motory,
které jsou zaloºeny na pon¥kud odli²ném principu a nebudeme se jimi v textu zabývat.
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Obrázek 1.1: Ilustrativní obrázek konstrukce PMSM: Vn¥j²í kruh p°edstavuje stator se
zuby, na kterých je navinuto statorové vinutí (v obrázku není zobrazeno).
Vnit°ní kruh reprezentuje rotor, na jehoº povrchu jsou umíst¥ny perma-
nentní magnety s barevn¥ rozli²enými póly.

1.1.2 Výhody a nevýhody

Speci�cká konstrukce PMSM popsaná vý²e má oproti asynchronním stroj·m a synchron-
ním stroj·m s budícím vinutím celou °adu výhod. Má samoz°ejm¥ i své nevýhody. Ná-
sledující p°ehlded základních odli²ností od ostatních st°ídavých stroj· £erpá p°edev²ím
ze zdroj· [26, 39, 43].

Výhody

• rotor neobsahuje vinutí a tedy

� je moºno jej konstruovat men²í, coº je velmi výhodné v aplikacích, kde záleºí
na co nejmen²í velikosti pohonu

� je moºno jej konstruovat leh£í, coº sniºuje hmotnost celého za°ízení

� má men²í moment setrva£nosti rotoru

� není t°eba sloºit¥ p°ivád¥t napájení na rotor

� nedojde k poru²e na rotorovém vinutí

• není t°eba motor p°ed rozb¥hem budit a nepot°ebuje zdroj budícího proudu

• odpadá problém s p°ívodem proudu do buzení rotoru

• vy²²í ú£innost, protoºe nejsou jouleovy ztráty v:

� rotoru oproti asynchronnímu stroji

� buzení oproti synchronnímu stroji s buzením

• momentová p°etíºitelnost

• moºnost konstrukce pomalub¥ºného stroje s dostate£ným výkonem, který nepot°e-
buje p°evedovku, a tedy výhody spojené s absencí p°evodovky
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Nevýhody

• technologicky sloºit¥j²í výroba � p°ipevn¥ní permanentních magnet· na rotor

• sloºit¥j²í opravy

• vy²²í cena z d·vodu nezanetbatelných náklad· na permanentní magnety

• men²í robustnost

• problematické odbuzování a klesající ú£innost p°i odbuzování

• závislot magnetických vlastností permanentních magnet· na teplot¥ a tedy nutnost
dobrého chlazení

• stálá p°ítomnost budícího pole v motoru, následn¥ p°i vyuºití nap°íklad k pohonu
vozidla, dojde-li poru²e a následlém odtahu, funguje motor jako generátor

• problematika zkratu, p°i které m·ºe teoreticky dojít aº k demagnetizaci perma-
nentních magnet·

• problematika spojená s návrhem °ízení t¥chto stroj·

Práv¥ poslední zmi¬ovaný nedostatek, to jest komplikace p°i návrhu °ízení PMSM a
zp·soby jak se s tímto nedostatkem vypo°ádat jsou úst°edním tématem této práce.

1.2 Sou°adné soustavy pro popis PMSM

K popisu PMSM se uºívá dvou kvalitativn¥ zcela rozdílných typ· fyzikálních veli£in.
Jedná se o veli£iny mechanické jako poloha (úhel nato£ení rotoru) a otá£ky (rychlost
otá£ení), dále pak lze uvaºovat zát¥ºný moment nebo t°ení. Dal²í uvaºované veli£iny jsou
elektrické, p°edev²ím elektrické proudy a nap¥tí, a dále induk£nosti a rezistance.
Elektrické veli£iny se nej£ast¥ji uvaºují v jednom ze t°í sou°adných systém· vyobraze-

ných na obrázku 1.2. Sou°adný systém a−b−c uvaºuje t°i osy (a, b, c) ve sm¥ru os vinutí
jednotlivých fází. Protoºe v²ak elektrické veli£iny v jednotlivých osách systému a− b− c
nebývají vzájemn¥ nezávislé a jsou svázány n¥jakým vztahem, je obvykle vyuºíván popis
v soustav¥ α− β. Tato sou°adná soustava je op¥t svázána se statorem. Osa α je totoºná
s osou a, osa β je na osu α kolmá a tvo°í tak ortogonální systém. Pro v¥t²inu aplikací
se v²ak ukazuje výhodným p°ejít do rotující sou°adné soustavy d− q svázené s rotorem.
Osa d je pak umíst¥na ve sm¥ru osy permanentního magnetu a sm¥°uje k jeho severnímu
pólu, osa q je na ni kolmá.

1.2.1 Transformace sou°adnic

�ádná z vý²e zmi¬ovaných sou°adných soustav není univerzáln¥ nejlep²í. Pro kaºdý ú£el
se nejlépe hodí jen n¥která z nich a proto je d·leºité um¥t mezi nimi p°echázet, tedy
p°evád¥t jednotlivé veli£iny.
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Obrázek 1.2: Sou°adné systémy pouºívané pro popis PMSM znázorn¥né na zjednodu²e-
ném modelu: na statorové £ásti jsou umíst¥ny pouze t°i cívky reprezentující
statorová vinutí jednotlivých fází a jako rotor pak slouºí jediný permanentní
magnet.

Transformace a− b− c←→ α− β

Tato transformace se ozna£uje také jako Clarkova transformace, rovnice lze nalézt nap°í-
klad v [14], p°ípadn¥ je moºné je pom¥rn¥ snadno odvodit.
Osa α je totoºná s osou a, osy b a c pak uvaºujeme oproti ní oto£eny o ±120◦. Sou-

°adnice v ose α tedy získáme následujícím pr·m¥tem z os a, b, c

α = k (a+ b · cos(120◦) + c · cos(−120◦)) = k

(
a− 1

2
b− 1

2
c

)
kde k zna£í normovací konstantu k = 2

3 . Obdobn¥ postupujeme v p°ípad¥ osy β. Osa a
je na ní kolmá a tedy její p°ísp¥vek je nulový. Osy b a c promítnutne do osy β získáme
vztah

β = k (b · sin(120◦) + c · sin(−120◦)) = k

(√
3

2
b−
√

3

2
c

)
Celkem tedy máme rovnice

α =
2

3

(
a− 1

2
b− 1

2
c

)
β =

√
3

3
(b− c)
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Pro inverzní transformaci platí následující vztahy

a = α+ θ

b =

(
−1

2
α+

√
3

2
β

)
+ θ

c =

(
−1

2
α−
√

3

2
β

)
+ θ

kde θ p°edstavuje takzvanou nulovou sloºku θ = 1
3 (a+ b+ c).

Transformace α− β ←→ d− q

Transformace je ozna£ována jako Parkova transformace a p°edstavuje p°echod do rotují-
cího sou°adného systému. Rovnice transformace lze najít op¥t nap°íklad v [14], ale jedná
se b¥ºnou lineární operaci rotace.
Uvaºujeme tedy oto£ení doustavy d−q oproti α−β o úhel φ kolem spole£ného po£átku

sou°adných soustav, coº vede na p°evodní vztah(
d
q

)
=

[
cosφ sinφ
− sinφ cosφ

](
α
β

)
(1.1)

Inverzní transformace je(
α
β

)
=

[
cosφ − sinφ
sinφ cosφ

](
d
q

)
(1.2)

1.3 Model PMSM

Pro tvorbu modelu PMSM vyjdeme z fyzikálních zákon· popisujících hlavní d¥je ode-
hrávající se v synchronním stroji. Jedná se p°edev²ím o jevy elektrické, mechanické a
vzájemnou p°em¥nu elektrické a mechanické energie. Sloºit¥j²í jevy jako promn¥nlivost
parametr· s teplotou, sycení materiálu magnetickým tokem, p°ípadn¥ vliv napájecí elek-
troniky v tomto modelu uvaºovány nebudou. Fyzikální vztahy a zákony pro odvození
rovnic PMSM jsou £erpány z [9, 10].

1.3.1 Rovnice pro proudy

Cílem je odvodit rovnice pro PMSM a tedy vyjád°it, jak na sob¥ hlavní veli£iny popi-
sující tento systém navzájem závisejí a jak se vyvýjejí v £ase. Vyjdeme ze vztahu pro
nap¥tí v obvodu statoru. Statorové nap¥tí us uvaºujeme zapsané ve sou°adné soustav¥
α − β ve smyslu s = α + jβ (kde j zna£í komplexní jednotku) a dále uvaºujeme, ºe je
obecn¥ funkcí £asu us = us (t). Toto nap¥tí lze vyjád°it jako sou£et nap¥tí souvisejícího
s pr·chodem proudu obvodem a dále jako indukovaného nap¥tí v d·sledku elektromag-
netické indukce. První z t¥chto £len· lze vyjád°it pomocí Ohmova zákona v závislosti na
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proudu. Indukované nap¥tí je na základ¥ Faradayova zákona elektromagnetické indukce
rovno zm¥n¥ magnetického toku v £ase. Uvaºujme tedy, ºe proud procházející statorem is
i magnetický tok ve stroji ψs zapsaný ve statorové sou°adné soustav¥ jsou op¥t funkcemi
£asu: is = is (t) a ψs = ψs (t). Rovnici pro nap¥tí pak získáme ve tvaru

us = Rsis +
dψs
dt

(1.3)

kde Rs je rezistance a p°edpokládáme ji známou a konstantní.
Nyní je t°eba vyjád°it hodnotu magnetického toku ψs. Magnetický tok vzniká ve stroji

jednak ve statorovém vinutí a dále v d·sledku p·sobení permanentních magnet·. Sta-
torové vinutí je z fyzikálního pohledu cívkou a tedy magnetický tok je p°ímo úm¥rný
proudu procházejícímu touto cívkou: ψcivkas = Lsis, kde Ls ozna£uje induk£nost cívky,
kterou p°edpokládáme konstantní, známou a prozatím izotropní. Tok permanentních
magnet· ozna£íme jako ψpm a povaºujeme jej za známou konstantu. Rotor obsahující
permanentní magnety je v²ak obecn¥ nato£en a tok permanentních magnet· je sm¥rován
pouze do sm¥ru osy d. Úhel nato£ení, ozna£me jej jako ϑ, budeme op¥t uvaºovat jako
funkci £asu ϑ = ϑ (t). Rovnice pro celkový magnetický tok ve stroji tedy je

ψs = Lsis + ψpme
jϑ (1.4)

kde násobení ejϑ p°edstavuje zmi¬ovanou rotaci o úhel ϑ p°i pouºití komplexního zápisu.
Kdyº nyní dosadíme rovnici (1.4) pro magnetický tok do rovnice pro nap¥tí (1.3) a

provedeme derivaci, získáme

us = Rsis +
d
(
Lsis + ψpme

jϑ
)

dt
= Rsis + Ls

dis
dt

+ jψpm
dϑ

dt
ejϑ

V této rovnici nov¥ vystupuje veli£ina dϑ
dt , kterou ozna£íme jako otá£ky

ω =
dϑ

dt
(1.5)

Pro obdrºení diferenciálních rovnic pro proudy v soustav¥ α−β rozepí²eme zvlá²´ reálnou
a imaginární sloºku statorove soustavy s (s = α+ jβ). Rovnice tedy jsou

uα = Rsiα + Ls
diα
dt
− ψpmω sinϑ

uβ = Rsiβ + Ls
diβ
dt

+ ψpmω cosϑ

a p°ípadn¥ je moºno je upravit na

diα
dt

= −Rs
Ls
iα +

ψpm
Ls

ω sinϑ+
1

Ls
uα

diβ
dt

= −Rs
Ls
iβ −

ψpm
Ls

ω cosϑ+
1

Ls
uβ (1.6)

Stejné rovnice pouºívají nap°íklad v [23, 29]. Rovnice v soustav¥ d − q je z nich moºno
získat aplikováním transformace popsané rovnicí (1.1).
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1.3.2 Rovnice pro otá£ky

V odvození rovnic (1.6) byla zavedena veli£ina ω, viz rovice (1.5), popisující hodnotu
otá£ek (zm¥ny polohy) v £ase. Má-li být model PMSM úplný, je t°eba odvodit rovnici i
pro otá£ky ω. Protoºe se jedná o mechanickou veli£inu, budeme vycházet ze základních
zákon· mechaniky. Nejd°íve uºijeme vztahu pro to£ivý moment (torque) T , který budeme
povaºovat za funkci £asu T = T (t). To£ivý moment lze vyjád°it jako T = dl

dt , kde l zna£í
moment hybnosti (angular momentum). Pro ten dále platí l = Jωmech, kde J ozna£uje
moment setrva£nosti (moment of inertia) a p°edpokládáme ho jako známou konstantu,
ωmech jsou mechanické otá£ky. Mechanické otá£ky odpovídají skute£nému otá£ení stroje
a li²í se od otá£ek elektrických ω vystupujících v rovnicích (1.6) pro proudy a jejich
odvození. Vztah t¥chto dvou typ· otá£ek je dán rovnicí

ω = ppωmech (1.7)

kde hodnota pp p°edstavuje po£et pár· pól· (tedy polovina po£tu pól·) permanentních
magnet· stroje.
Dal²ím d·leºitým poznatkem je, ºe p°i p·sobení více to£ivých moment· se tyto me-

menty s£ítají a tedy platí

T1 + . . .+ Tn =
dl

dt
=
d (Jωmech)

dt
= J

dωmech
dt

(1.8)

Jednotlivé uvaºované to£ivé momenty Ti jsou:

1. moment získaný konverzním procesem elektrické energie, který vyjad°uje hlavní
vlastnost elektrického motoru � p°evod elektrické energie na mechanickou: T1 = Tel

2. zát¥ºný moment reprezentující zatíºení stroje, tedy to, co je motorem pohán¥no;
p·sobí v²ak v opa£ném sm¥ru (proti pohybu): T2 = −TL

3. moment v d·sledku t°ení (ztráty ve stroji), p·sobí op¥t proti pohybu a uvaºujeme
jej lineárn¥ závislý na otá£kách s koe�cientem viskozity (t°ení) B: T3 = −Bωmech

Celkem tedy rovnice (1.8) po dosazení konkrétních moment· p°ejde na

Tel − TL −Bωmech = J
dωmech
dt

(1.9)

Zát¥ºný moment TL sice uvaºujeme obecn¥ prom¥nný v £ase, ale vzhledem k tomu, ºe
p°edstavuje externí zát¥º stroje, není moºnost jej jakkoliv p°edvídat, pop°ípad¥ vhodn¥
vyjád°it na základ¥ jiných veli£in. V rovnicích tedy bude nadále vystupovat pod ozna£e-
ním TL a budeme jej povaºovat za neznámou funkci £asu.
Moment Tel v²ak je moºno vyjád°it na základ¥ elektrických veli£in. Vyuºijeme k tomu

výpo£et p°es okamºitý výkon. Ten je pro trojfázový systém (v sou°adnicích a − b − c)
roven P = uaia + ubib + ucic. Po provedení transformace do sou°adnic α− β je vyjád°en
ve tvaru

P = kp (uαiα + uβiβ) (1.10)
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kde kp zna£í Parkovu konstantu s hodnotou kp = 3
2 . Jako nap¥tí zde uvaºujeme indu-

kované nap¥tí uind, to jest druhý £len v rovnici (1.3), protoºe první £len této rovnice je
nap¥tí, které se podílí na tepelném výkonu stroje � ztrátách. Tedy pro indukované nap¥tí
platí, viz rovnice (1.3) a (1.4):

uind =
dψs
dt

=
d
(
Lsis + ψpme

jϑ
)

dt
= Ls

dis
dt

+ jψpmωe
jϑ

Z indukovaného nap¥tí navíc vyuºijeme pouze sloºku reprezentovanou druhým výrazem,
protoºe první sloºka obsahující derivace proud· slouºi k tvorb¥ samotného magnetického
pole stroje a nepodílí se na tvorb¥ výkonu. Následn¥ v sou°adném systému α−β získáme
vyjád°ení indukovaných nap¥tí podílejících se na výkonu jako

uind,α = −ψpmω sinϑ

uind,β = ψpmω cosϑ

a po dosazení do (1.10) je

P = kp (−ψpmiαω sinϑ+ ψpmiβω cosϑ) (1.11)

Okamºitý výkon lze také vyjád°it z mechanických veli£in jako

P = ωmechTel (1.12)

a dosazením z (1.11) jiº získáme vyjád°ení pro mement Tel ve tvaru:

Tel =
P

ωmech
=

kp
ωmech

(−ψpmiαω sinϑ+ ψpmiβω cosϑ)

coº lze pomocí vztahu (1.7) upravit na

Tel = kppp (−ψpmiα sinϑ+ ψpmiβ cosϑ)

Stejnou rovnici pro moment Tel pouºívají nap°íklad v [23]. Dosazení do rovnice (1.9) pak
vede na tvar

kpppψpm (−iα sinϑ+ iβ cosϑ)− TL −Bωmech = J
dωmech
dt

Tuto rovnice lze op¥t uºitím vztahu (1.7) upravit tak, aby v ní vystupovali elektrické
otá£ky ω a dále z rovnice vyjád°it jejich derivaci

dω

dt
=
kpp

2
pψpm

J
(iβ cosϑ− iα sinϑ)− pp

J
TL −

B

J
ω (1.13)

Rovnici pro otá£ky v této podob¥ (1.13) lze nalézt nap°íklad v [29].
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1.3.3 Rovnice pro proudy p°i r·zných induk£nostech

Pro pouºití s n¥kterými, p°edev²ím injektáºními, metodami je do modelu PMSM t°eba
zahrnout anizotropie, které následn¥ usnadní odhadování polohy. Moºností, jak zavést
anizotropie je uvaºování r·zných induk£ností v osách d a q. Tyto osy jsou svázány s
rotorem a tedy i s permanentními magnety na n¥m, viz obrázek 1.2. Tok permanentních
magnet· interaguje s cívkami statoru a m¥ní jejich vlastnosti, coº vede práv¥ na rozdílné
induk£nosti v osách d a q. Tedy místo jediné izotropní Ls nyní uvaºujeme r·zné Ld 6= Lq,
nadále je v²ak povaºujeme za známé konstanty. Postup odvození rovnic bude analogický
p°edchozímu odvození pro stejné induk£nosti s tím rozdílem, ºe bude uºito soustavy d−q.
Op¥t vyjdeme z rovnice (1.3), kde za veli£iny ve statorové sou°adné soustav¥ dosadíme
veli£iny v soustav¥ d− q oto£ené o úhel ϑ. Tedy

udqe
jϑ = Rsidqe

jϑ +
d
(
ψdqe

jϑ
)

dt

a po zderivování

udqe
jϑ = Rsidqe

jϑ +
dψdq
dt

ejϑ + jψdqωe
jϑ

Nyní je moºné zkrátit £len ejϑ p°edstavující rotaci a získáme rovnici pro nap¥tí ve tvaru

udq = Rsidq +
dψdq
dt

+ jψdqω (1.14)

Magnetický tok v osách d − q je vyjád°en podobn¥, jako pro stejné induk£nosti, jako
sou£et toku indukovaného cívkami a toku permanentních magnet·, tedy

ψd = Ldid + ψpm

ψq = Lqiq

protoºe tok permanentních magnet· uvaºujeme pouze ve sm¥ru osy d. Po dosazení vztah·
pro toky do rovnice (1.14) a jejím rozepsání do jednotlivých os (d odpovídá reálné a q
imaginární ose v komplexním vyjád°ení) získáme rovnice

ud = Rsid + Ld
did
dt
− Lqiqω

uq = Rsiq + Lq
diq
dt

+ (Ldid + ψpm)ω

Op¥t je moºno vyjád°it derivace proud· a získat rovnice pro proudy v soustav¥ d− q ve
tvaru

did
dt

= −Rs
Ld
id +

Lq
Ld
iqω +

1

Ld
ud

diq
dt

= −Rs
Lq
iq −

Ld
Lq
idω −

ψpm
Lq

ω +
1

Lq
uq (1.15)

Tyto rovnice pouºívají nap°íklad v [8, 15, 16]. Rovnice pro proudy v soustav¥ α − β
lze získat transformováním rovnic (1.15) pomocí vztahu (1.2), tyto rovnice v²ak jiº mají
pom¥rn¥ dosti komplikovaný zápis.
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1.3.4 Rovnice pro otá£ky p°i r·zných induk£nostech

Postup odvození rovnice pro otá£ky p°i uvaºování r·zných induk£ností je op¥t podobný
jako v p°ípad¥ stejných induk£ností. Pro momenty platí op¥t rovnice (1.9):

Tel − TL −Bωmech = J
dωmech
dt

kde Tel vypo£teme p°es okamºitý elektrický výkon. Uºijeme tedy rovnice (1.10) a prove-
deme transformaci sou°adnic danou vztahem (1.2):

P = kp (uαiα + uβiβ)

= kp ((ud cosϑ− uq sinϑ) (id cosϑ− iq sinϑ) + (uq cosϑ+ ud sinϑ) (iq cosϑ+ id sinϑ))

= kp (udid + uqiq)

Nyní za nap¥tí dosadíme indukovaná nap¥tí bez sloºek obsahující derivace proud·, tedy

uind,d = −Lqiqω
uind,q = (Ldid + ψpm)ω

a následn¥ po dosazení do rovnice pro výkon získáme

P = kp ((Ld − Lq) idiq + ψpmiq)ω

Výsledkem uºitím vztahu pro okamºitý výkon P a moment Tel, viz rovnice (1.12), a
p°evodního vztahu pro otá£ky (1.7) je rovnice

Tel = kppp ((Ld − Lq) idiq + ψpmiq)

a po dosazení do rovnice pro momenty (1.9), uºití p°evodního vztahu pro otá£ky (1.7) a
vyjád°ení derivací získáme rovnici pro otá£ky ve tvaru

dω

dt
=
kpp

2
p

J
((Ld − Lq) idiq + ψpmiq)−

pp
J
TL −

B

J
ω (1.16)

který lze rovn¥º najít v [8, 16].

1.3.5 Shrnutí rovnic pro PMSM

Nyní bude pro p°ehlednost uvedeno shrnutí vý²e odvozených rovnic popisujících PMSM.
Nejd°íve soustava rovnic v sou°adnicích α − β p°i uvaºování stejných induk£ností, tedy
rovnice (1.6), (1.13) a (1.5):

diα
dt

= −Rs
Ls
iα +

ψpm
Ls

ω sinϑ+
1

Ls
uα

diβ
dt

= −Rs
Ls
iβ −

ψpm
Ls

ω cosϑ+
1

Ls
uβ (1.17)

dω

dt
=

kpp
2
pψpm

J
(iβ cosϑ− iα sinϑ)− pp

J
TL −

B

J
ω

dϑ

dt
= ω

10



Následuje soustav¥ pro r·zné induk£nosti Ld a Lq v sou°adné soustav¥ d − q vzniklá
spojením rovnic (1.15), (1.16) a (1.5):

did
dt

= −Rs
Ld
id +

Lq
Ld
iqω +

1

Ld
ud

diq
dt

= −Rs
Lq
iq −

Ld
Lq
idω −

ψpm
Lq

ω +
1

Lq
uq (1.18)

dω

dt
=

kpp
2
p

J
((Ld − Lq) idiq + ψpmiq)−

pp
J
TL −

B

J
ω

dϑ

dt
= ω

1.4 Mechanické veli£iny a senzory

Jak je patrné z vý²e odvozeného modelu PMSM, kdyº chceme stroj dob°e °ídit, je pot°eba
znát s dostate£nou p°esností fyzikální veli£iny, které zachycují jeho stav v daném £asovém
okamºiku. Jako tyto veli£iny v základu volíme elektrické proudy a nap¥tí a dále pak
polohu rotoru a rychlost jeho otá£ení. Získat dostate£n¥ p°esné hodnoty t¥chto veli£in
v²ak není vºdy zcela jednoduché.
U elektrických proud· na výstupu stroje p°edpokládáme, ºe je m¥°íme s dostate£nou

p°esností. Elektrická nap¥tí na vstupu p°edpokládáme známá, protoºe se obvykle jedná
o °ídící veli£iny. Je v²ak t°eba poznamenat, ºe nap¥tí poºadovaná °ídícím algoritmem a
skute£ná nap¥tí dodaná napájecí elektronikou se mohou £asto zna£n¥ li²it. Vliv tohoto
konkrétního problému bude podrobn¥ji diskutován dále v textu.
Získání hodnot mechanických veli£in v reálném £ase je v praxi mnohem komplikova-

n¥j²í. Je totiº t°eba uºít speciálních senzor· jako nap°íklad: pulzní sníma£e na principu
vhodného kódu [26], Hallovy senzory [21] nebo rezolvery [17, 26]. Pro praktické aplikace
je v²ak t°eba ekonomických, robustních a kompaktních motor· a vyuºití senzor· p°iná²í
obecn¥ mnoho nevýhod jako nap°íklad [27, 43]:

• v¥t²í hardwarová sloºitost za°ízení, více vodi£·, sb¥rnic a konektor·, v¥t²í rozm¥ry

• vy²²í cena, vliv na ºivotní cyklus výrobku

• men²í spolehlivost a men²í odolnost proti ²umu

• nutno °e²it negativní vlivy na senzory: elektromagnetické pole, oscilace, vysoké
rychlosti a teploty

• vy²²í nároky na údrºbu

• men²í robustnost, problém p°i selhání senzoru, je-li motor sou£asn¥ vyuºíván i jako
brzda [42]

Je tedy snahou se uºití senzor· vyhnout a k ur£ování polohy a otá£ek rotoru vyuºít
jiných, bezsenzorových, metod. Ty jsou obvykle zaloºeny na speciálním algoritmu, který
odhaduje hodnoty mechanických veli£in z hodnot veli£in elektrických.
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S bezsenzorovými metodami byly na po£átku spojeny problémy s výpo£etní náro£ností.
To se v²ak zm¥nilo s dostupností moderních výkoných elektronických prvk· umoº¬ujících
implementaci náro£n¥j²ích algoritm· a tím byl umoºn¥n rozvoj bezsenzorového °ízení. V
posledních letech tak byl sou£asn¥ v akademické i pr·myslové sfé°e odstartován intenzivní
výzkum na poli pokro£ilých °ídících strategií. Pro komer£ní pr·myslovou aplikaci je v²ak
bezsenzorový návrh rozumný, jen pokud se neprodraºí více neº p·vodn¥ uvaºované sen-
zory. Nelze tedy bezsenzorový návrh p°íli² usnadnit p°idáním dal²ích elektrických senzor·
(nap°íkad nap¥´ových), uºití nejvýkon¥j²ích dostupných procesor·, p°ípadn¥ poºadavkem
na jinou nebo speciální konstrukci samotného motoru [27].

1.5 Metody pro odhadování stavových veli£in PMSM

K odhadování stavových veli£in PMSM v bezsenzorovém návrhu je moºno p°istupovat
z r·zných sm¥r· a lze p°i tom vyuºít mnoha speci�ckých jev·. V d·sledku toho byla
vyvinuta celá °ada více £i mén¥ usp¥²ných metod. Následující p°ehled £erpá svoji osnovu
z [43], ta je dále dopln¥na o konkrétní p°íklady z dal²ích zdroj·.

1.5.1 Metody zaloºené na otev°ené smy£ce

P°ímý výpo£et

Poºadované veli£iny (poloha a otá£ky) jsou p°ímo vyjád°eny a vypo£teny z rovnic popisu-
jících PMSM. Jedná se o p°ímo£arou a jednoduchou metodu s velmi rychlou dynamickou
odezvou. Není t°eba uºití komplikovaného pozorovatele, nicmén¥ metoda je velmi citlivá
na chyby m¥°ení, ²um a nep°esné ur£ení parametr· stroje.
P°íkladem m·ºe být následující postup p°i pouºití rovnic (1.17) v sou°adné soustave

α− β: Vyjdeme z

diα
dt

= −Rs
Ls
iα +

ψpm
Ls

ω sinϑ+
1

Ls
uα

diβ
dt

= −Rs
Ls
iβ −

ψpm
Ls

ω cosϑ+
1

Ls
uβ

vyjád°íme

εα = ω sinϑ =
Ls
ψpm

diα
dt

+
Rs
ψpm

iα −
1

ψpm
uα

εβ = ω cosϑ = − Ls
ψpm

diβ
dt
− Rs
ψpm

iβ +
1

ψpm
uβ

a na záv¥r vypo£teme

|ω| =
√
ε2
α + ε2

β

ϑ = arctan
εα
εβ
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Výpo£et statorové induk£nosti

Pouºívá se pro IPMSM, kde induk£nost statorových fází je funkcí polohy rotoru. Poloha
rotoru je tedy vypo£tena z nap¥tí a proudu ve statorové fázi. Problémy nastavají v
d·sledku nep°esného výpo£tu induk£nosti a dále p°i saturaci magnetickým tokem, kdy
metoda poskytuje ²patné výsledky.

Integrace zp¥tné elektromotorické síly

Metoda vyuºíva toho, ºe v synchronním stroji rotuje statorový a rotorový tok synchronn¥
a tedy ze znalosti statorového toku lze vypo£ítat, na základ¥ rovnic stroje, úhel rotorového
toku, tedy polohu h°ídele. Problém tohoto p°ístupu je p°edev²ím v citlivosti na chyby a
(p°edev²ím teplotní) zm¥ny rezistance statoru. Dále metoda funguje ²patn¥ p°i nízkých
otá£kách.

Roz²í°ená elektromotorická síla

Jedná se p°edev²ím o roz²í°ení konceptu zp¥tné elektromotorické síly na IPMSM, kde na-
víc vystupují rozdílné induk£nosti. Umoº¬uje tedy uºití metod pro SMPMSM zaloºených
na EMF i pro IPMSM.

1.5.2 Metody s uzav°enou smy£kou

Roz²í°ený Kalman·v �ltr

Tato metoda poskytuje ve srovnání s ostatními velmi dobré výsledky, je mén¥ ovlivn¥na
²umem m¥°ení a nep°esností parametr·. Je asi nejpouºívan¥j²ím nelineárním pozorova-
telem pro odhadování stavových veli£in PMSM. Popis jeho aplikace lze naléz nap°íklad v
[5, 6, 7, 29]. Problemati£t¥j²í je nutnost vhodné volby kovarian£ních matic. Dále je t°eba
vhodn¥ vy°e²it problém s konvergencí ke ²patnému °e²ení (symetrie (ω, ϑ) a (−ω, ϑ+ π)).
Postup je také problemati£t¥j²í pro IPMSM s r·znými induk£nostmi. Dal²ími nevýho-
dami jsou vy²²í výpo£etní a £asová náro£nost. Detailnímu popisu algoritmu roz²í°eného
Kalmanova �ltru a jeho následné aplikaci na PMSM bude v¥nována zvlá²tní pozornost
dále v textu (£ást 1.6.1) a (odkaz).

MRAS

Algoritmus vyuºívá redundance dvou r·zných model· stroje k ur£ení stejných veli£in
z jiné mnoºiny vstup·. Chyba mezi estimovanými veli£inami jednotlivých model· je
pak úm¥rná úhlovému posunu mezi dv¥ma odhadovanými vektory toku. Tato chyba je
pak obvykle minimalizována PI regulátorem. P°íkladem je vyuºití nap¥´ového modelu
a proudového modelu k ur£ení chyby toku, ze které je ur£ena rychlost. Jinou moºností
je uºít jako jeden z model· samotný PMSM. Nevýhodou je silná závislost na p°esnosti
parametr· stroje.
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Jednoduché adaptivní °ízení

Návrh pro p°ípad známé velikosti toku permanentních magnet·. Výhodou je zvládnutí
kompenzace konstantní posun nap¥tí, av²aj má problémy p°i nízkých otá£kách.

Klouzavý pozorovatel (sliding mode observer)

P°ístup zaji²´uje nulovou chybu odhadovaného statorového proudu. Dále pak rekonstru-
uje zp¥tnou elektromotorickou sílu a vypo£ítává z ní polohu rotoru. Op¥t má problémy
p°i nízkých otá£kách. Existuje i iterativní verze klouzavého pozorovatele, viz nap°íklad
[19].

1.5.3 Metody zaloºené na neideálních vlastnostech motoru

Odstra¬ují kritickou závislost na velikosti zp¥tné elektromotorické síly úm¥rné otá£kám
stroje.

Vyskofrekven£ní (HF) injektáº

Metoda je zaloºena na vlastnosti magnetických �vý£n¥lk·� (saliency) p°edev²ím u IPMSM,
p°ípadn¥ na lokálních anizotropiích v d·sledku saturace magnetickým tokem typicky pro
SMPMSM. Detailn¥ji se základní metodou injetkáºe zabývají v [4, 17, 18].
Injektovaný signál je p°ivád¥n na vstup stroje spolu s °ízením. Generuje to£ivé nebo

st°ídavé pole ve speci�ckém, p°edem ur£eném prostorovém sm¥ru. Tyto dva rozdílné p°í-
stupy jsou také ozna£ovány jako �rotující nap¥´ový vektor� a �pulzující nap¥´ový vektor�
v tomto po°adí. Jejich srovnání a aplikaci na oba typy PMSM (SM a I) lze nalézt v
[3, 20].
P°ídavný injektovaný signál je ozna£ován jako �nosný� a je periodický na nosné frek-

venci vzhledem k £asu nebo prostoru. Nosný signál je modulován aktuální prostorovou
orientací anizotropií stroje a následn¥ signál je následn¥ extrahován z výstupu stroje a
demodulován. Tím postupem je obecn¥ získávána hodnota úhlu nato£ení.
Výhodné je injektovat do d osy, kde nedochází k ru²ení momentu. Dále injektáºí do

d osy lze uºít saturace tokem pro motory s nevýraznými výstupky, to v²ak není vhodné
pro aplikace p°i silném zatíºení. Dal²í moºností je injektovat ve statorových sou°adnicích
α− β.
Výhodou injektáºí je necitlivost k nep°esné znalosti parametr· stroje. Nap°íklad £lánky

[24, 25] p°edstavují injektáºní metodu, která nepot°ebuje znát parametry stroje. V p°í-
pad¥ [25] se navíc snaºí kompenzovat i negativní vliv invertoru a roz²í°it schopnost de-
tekce anizotropií i na velmi malé nepravidelnosti typické pro SMPMSM. Nevýhodou je
spot°eba jistého mnoºství nap¥tí, coº sniºuje dostupné maximální nap¥tí. Dal²ím nedo-
statekem je uºití digitálních �ltr· pro zpracování a ²patný dynamický výkon v d·sledku
jejich uºití.
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Injektáº velmi vysokých frekvencí

Tento relativn¥ nový postup prezentovaný v [30] nedetekuje anizotropie v d·sledku satu-
race p°ípadn¥ anizotropie samotného rotoru rotoru. Místo toho je zaloºena na neideálních
vlastnostech (anizotropiích) samotných permanentních magnet·. Z tohoto d·vodu ji lze
vyuºít v p°ípadech kdy ostatní metody selhávají, nap°íklad z d·vodu nep°ítomnosti kla-
sických anizotropií. Pro správnou funk£nost metoda je v²ak nutné uºití velmi vysokých
frekvencí v °ádu stovek kHz. Nevýhodou je nutnost volby optimální hodnoty frekvence
speci�cky pro konkrétní typ magnetu. Dále pak to, ºe se jedná o relativn¥ novou metodu,
která zatím není detailn¥ji prozkoumána.

Nizkofrekven£ní (LF) injektáº

Injektování nízké frekvence do d osy. To zp·sobí zm¥nu v otá£kách indikující chybu
odhadu. Z ní je pak moºné odhadnout polohu. Zaloºeno na jiném principu neº vysoko-
frekven£ní injektáºe a výstupky jiº nejsou nutnou podmínkou pro tuto metodu. Funk£-
nost závisí na momentu setrva£nosti stroje a pro jeho velké hodnoty selháva. Dal²ím
nedostatkem je pomalá dynamická odezva.

INFORM (Indirect �ux detection by on-line reactance measurement)

Pouºití pro ur£ení polohy PMSM p°i nízkých a nulových otá£kách. Zaloºeno na m¥°ení
proudové odezvy vyvolané nap¥´ovým vektorem aplikovaným v r·zných prostorových
sm¥rech a uºitím tohoto proudu k identi�kaci zm¥ny induktance. Výhodou je jednoduchý
výpo£et a dále není t°eba rovnic pro motor. Tedy metoda je necitlivá na zm¥nu/nep°esné
hodnoty parametr·. Je v²ak citlivá na chyby toku zp·sobující ²patný odhad. Dále tato
metoda zp·sobuje ru²ení proud· v ustáleném stavu.

1.5.4 Detekce po£áte£ní polohy

Pro hladký start PMSM je t°eba znát po£áte£ní polohu. Obvykle je uºito vhodné excitace
stroje k získání informace o poloze.

Uºití impulzního nap¥tí

Postup je zaloºen na sycení a zm¥n¥ induk£nosti statoru s pozicí magnet· na rotoru.
Za klidu jsou do statorových fází aplikovány nap¥´ové pulzy a z proud· je následn¥
vupo£ítána informace o poloze. P°íkladem m·ºe být technika p°edstavená v [34], která
nevyºaduje znalost parametr· stroje a je moºno ji aplikovat i na SMPMSM.

Testovací nap¥´ové vektory

Nap¥´ové vektory v r·zných prostorových sm¥rech jsou aplikovány do stroje a je m¥-
°ena proudová odezva. Nejvy²²í odezva pak indikuje pozici rotoru. Funk£nost metody je
zaloºena na saturaci statorového jádra.
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Vysokofrekven£ní (HF) testovací signál

Po£áte£ní poloha je získávána z odezvy na injektovaný proudový nebo nap¥´ový vysoko-
frekven£ní signál.

1.5.5 Kombinace metod

Vzhledem k tomu, ºe kaºdá z vý²e uvedených metod má své nedostatky, nejlep²ích vý-
sledk· je dosahováno jejich vhodnou kombinací. Kombinování metod má v²ak i své ne-
dostatky: Obecn¥ komplikuje celý návrh a ten se stává sloºit¥j²ím. Dal²ím problémem je
nutnost °e²it správné napojední jednotlivých kombinovaných metod.
V [5] p°edstavují bezsenzorové °ízení zaloºené na EKF estimátoru ve spojení s PI re-

gulátory. To nepot°ebuje znát po£áte£ní nato£ení rotoru a zát¥ºný moment. PI regulátor
nap¥tí lze nastavit se zam£eným rotorem a je °e²en i problém s rozpoznáním signω.
�lánek [6] je také zam¥°en na vyuºití EKF, nyní v²ak v p°ípad¥ IPMSM. Návrh je

komplikovan¥j²í v d·sledku uvaºování anizotropií stroje, auto°i se ji v²ak snaºí vyuºít k
vylep²ení výkonu systému.
V [38] vyuºívají °ízení zaloºené na klouzavém pozorovateli, kde si ale navíc p°i nízkých

otá£kách ω ≈ 0 pomáhají injektováním stejnosm¥rného proudu do d osy. Nevyuºívají
v²ak anizotropií ani nijak zvlá²´ neanalyzují injektovaný signál.

Hybridní metody s injektáºí

Jako hybridní metody budou v textu ozna£ovány kombinace nej£ast¥ji pouºívaných p°í-
stup· pro PMSM, tedy injektáºních a technik zaloºených na zp¥tné elektromotorické síle.
Uºití injektáºí je vhodné pro nízké a nulové otá£ky, zatímco ve vy²²ích rychlostech zp·so-
buje neºádoucí ru²ení. Oproti tomu p°ístupy vyuºívající zp¥tnou elektromotorickou sílu
fungují p°í vy²²ích otá£kách dob°e a pro nízké selhávají. Je tedy nasnad¥ oba typy metod
vhodným zp·sobem zkombinovat a získat tak zp·sob jak odhadovat stavové veli£iny v
celém rozsahu rychlostí stroje. Základní idea tedy je p°í nízkých otá£kách vyuºívat od-
had· z injektáºí a p°i zvý²ení otá£ek injektáºe vypnout, aby nezp·sobovali ru²ení a dále
se °ídit jen na zákled¥ odhad· ze zp¥tné elektromotorické síly. Tento postup je pouºit
v [32], kdy jako estimátor pouºívají adaptivního pozorovatele s referen£ním modelem,
který je pro nízké otá£ky dopln¥n základním návrhem injektáºe.
D·leºitou sou£ástí t¥chto metod je zp·sob, jakým se vy°e²í �bezproblémový� p°echod

z jednoho estimátoru na jiný. V [36] je to nap°íklad °e²eno tak, ºe stále uºívají estimátor
rotorového toku zaloºený na indukovaných nap¥tích. V nízkých otá£kách je pak dopl¬ován
injektáºí, ta s rostoucími otá£kami postupn¥ vymizí. Obdobn¥ v [31] je uºit estimátor
zaloºený na nap¥´ovém modelu, v nízkých otá£kách je p°idána vysokofrekven£ní injektáº.
Amplituda injektáºe s rostoucími otá£kami lineárn¥ klesá a navíc je nad ur£itou mezní
rycholostí úpln¥ vypnuta.
Hybridní metody jsou samoz°ejm¥ dále vylep²ovány. Nap°íklad v [33] uzp·sobojí stan-

dartní hybridní metodu, zejména její injektáºní £ást, aby fungovala i s invertorem vybave-
ným na výstupu LC �ltrem. Toho se uºívá zejména k odstran¥ní problému ve st°ídavých
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strojích v d·sledku napájení nesinusovým nap¥tím z invertoru s pulzn¥ ²í°kovou modu-
lací.

Více model·

sekven£ní Monte Carlo metoda � Particle Filter

1.6 Dopl¬ky

1.6.1 Roz²í°ený Kalman·v �ltr

Pro úplnost je zde uvedena základní formulace v textu £asto zmi¬ovaného roz²í°eného
Kalmanova �ltru (Extended Kalman Filter, EKF). Typicky je algoritmus standartního
Kalmanova �ltru pouºíván jako pozorovatel lineárního systému. Je v²ak moºno jej zobec-
nit i pro nelineární systémy a pak hovo°íme o roz²í°eném Kalmanov¥ �ltru. Zobecn¥ní
je zaloºeno na jednoduché my²lence, kdy p·vodní nelineární systém linearizujeme v kaº-
dém £asovém kroku v okolí odhadu, st°ední hodnoty a kovariance. Popis standartního
Kalmanova �ltru je moºno nalézt v [2]. Následující popis roz²í°eného Kalmanova �ltru
je p°evzat z (citace):

Modelový systém

P°edpokládejme nelineární dynamický systém s aditivním ²umem popsaný rovnicemi

xt = f (xt−1, ut−1) + wt−1

yt = h (xt) + vt

pro t = 1, . . . , T , kde xt je vektor stavu, ut vektor °ízení, yt vektor pozorování (m¥°ení) a
vektory vt a wt p°edstavují na sob¥ vzájemn¥ nezávislý Gaussovský bílý ²um s nulovou
st°ední hodnotou a kovarian£ními maticemi Rt a Qt v tomto po°adí; obecn¥ nelineární
funkce f p°edstavuje funkci systému a h funkci m¥°ení a p°edpokládáme je známé.
Ozna£me nyní A Jacobiho matici parciálních derivací f dle x v bod¥ odhadu, tedy

(At)ij = ∂fi
∂xj

(x̂t−1, ut−1, 0). Obdobn¥ pro funkci h ozna£me C matici derivací (Ct)ij =
∂hi
∂xj

(
x̂t, 0

)
, kde x̃t p°edstavuje aproximaci stavu vypo£tenou z odhadu bez ²umu x̃t =

f
(
x̂t, ut−1, 0

)
.

Algoritmus

Samotný algoritmus EKF m·ºeme rozd¥lit na dv¥ fáze. V první ozna£ované jako £asová
oprava (time update) nebo také predikce se vypo£ítá apriorní odhad stavu a kovarian£ní
matice:

x̂t = f (x̂t−1, ut−1, 0)

P t = AtPt−1A
T
t +Qt−1 (1.19)
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Ve druhé £ásti ozna£ované jako oprava m¥°ení (measurement update) neboli korekce pak
získáme aposteriorní odhad stavu x̂t a kovarian£ní matice Pt:

Kt = P tC
T
t

(
CtP tC

T
t +Rt

)−1

x̂t = x̂t +Kt

(
yt − h

(
x̂t, 0

))
(1.20)

Pt = (I −KtCt)P t

Pro úplnost je je²t¥ t°eba dodat po£áte£ní apriorní odhady x̂0 a P0.

1.6.2 Teoretické zd·vodn¥ní injektáºí

tady bude odvození, pro£ vlastn¥ injektáºe fungují, jak se to projevuje v rovnicích a co
je na výstupu

1.6.3 Hlavní p°í£iny neur£itosti v PMSM

Následující popis £áste£n¥ vychází z [29] (p°ípadn¥ najít dal²í zdroje):

• skute£ná nap¥tí ve stroji � PWM a invertor

� efekt mrtvých £as·

� nelineární úbytky nap¥tí v d·sledku voltamperové charakteristiky napájecí
elektroniky

• chyby m¥°ení � zaokrouhlovací chyba senzor·

• zanedbání sloºit¥j²ích efekt· v modelu � závislost parametr· na teplot¥, saturace
magnetickým tokem

• nep°esné hodnoty parametr· stroje

• nedokonalosti samotného motoru � za°ízení není nikdy vyrobeno p°esn¥, výskyt
nesymetrií, anizotropických vlastností rotoru, samotných permanentních magnet·
a podobn¥

• vliv diskretizace rovnic � Eulerova metoda

• vliv neznámého zát¥ºného momentu

V d·sledku bezsenzorového návrhu dále p°ibývá neznalost:

• po£áte£ní polohy

• polohy p°i provozu stroje

• velikosti otá£ek p°i provozu stroje

• sm¥ru otá£ení � která ze symetrických verzí (ω, ϑ) a (−ω, ϑ+ π) je realizována
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2 Metody °ízení PMSM

Cílem °ízení systému je obvykle dosaºení optimální shody se zadanými poºadavky. Ty
jsou v¥t²inou reprezentovány referen£ním signálem, který dostává regulátor na sv·j vstup
spolu s hodnotami pozorování systému. V mnoha p°ípadech regulátor· je obvyklé uva-
ºovat jako referen£ní hodnotu nulu, p°íkladem m·ºe být PI regulátor nebo standartní
lineárn¥ kvadratické °ízení. Je-li °ízený systém lineární, není °ízení na nulové hodnoty
problémem, protoºe pro lineární systémy platí princip superpozice a výsledek pro nenu-
lové poºadované hodnoty je moºno snadno získat lineární operací. V p°ípad¥ nelineárních
systém· je situace komplikovan¥j²í a nenulový referen£ní signál je t°eba vhodn¥ o²et°it.
P°íklad takového postupu p°edstavuje úprava lineárn¥ kvadratického °ízení pro PMSM
v kapitole (odkaz).
V této kapitole bude nejd°íve uvedeno obecné £len¥ní °ídících algoritm·, následovat

bude popis klasických technik uºívaných k °ízení PMSM. Dále bude v¥nována pozornost
duálnímu °ízení a na záv¥r budou popsány Cramer-Raovy meze jako nástroj pouºitelný
ke srovnání jednotlivých algoritm· z hlediska, jak dob°e dokáºí zlep²it pozorovatelnost
systému.

2.1 Rozd¥lení °ídících algoritm·

Algoritmy uºívané pro °ízení systém·, tedy nejen PMSM, lze obecn¥ rozd¥lit na zá-
klad¥ jejich charakteristických vlastností do n¥kolika skupin. Toto rozd¥lení je obzvlá²t¥
výhodné p°i práci se suboptimálními metodami. Roz£len¥ní je provedeno na základ¥ do-
stupnosti pozorováním (m¥°ením) stavu systému pro návrh °ídícího zásahu a vychází z
[1]:

2.1.1 �ídicí strategie zaloºené na otev°ené smy£ce

V otev°ené smy£ce (open-loop) p°edpokládáme, ºe není dostupné ºádné m¥°ení stavu
systému. �ídící zásah je tedy navrhován pouze na základ¥ znalosti struktury systému
a stanovených poºadavk·, nap°íklad ve form¥ referen£ního signálu. Vzhledem k tomu,
ºe tento p°ístup pouze navrhuje °ídící zásahy a jiº nijak nevyhodnocuje jejich skute£ný
dopad, výsledky £asto nejsou dosta£ující pro náro£n¥j²í aplikace. P°íkladem uºití spolu
s PMSM m·ºe být skalární volt/herz °ízení, viz odstavec 2.2.1.

2.1.2 Zp¥tnovazební °ídící strategie

Oproti p°edchozí kategorii je zde zavedena zp¥tná vazba (feedback), která v kaºdém
£asovém kroku t poskytuje m¥°ení yt. Dostupná znalost o systému v £ase t jsou tedy,
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krom¥ jeho struktury, v²echna m¥°ení y1, . . . , yt aº do £asu t. Ale dále jiº nep°edpoklá-
dáme ºádnou znalost o budoucích m¥°eních. Tento p°ístup je také ozna£ován jako pasivn¥
adaptivní, protoºe regulátor se �u£í� na základ¥ m¥°ení, ale nijak tomuto u£ení aktivn¥
�nepomáhá�. Tedy informace, které se o systému dozví, získává v jistém smyslu náhodou
a ne zám¥rn¥. P°íklad tohoto p°ístupu p°edstavují klasické techniky pro °ízení PMSM
jako vektorové °ízení zaloºené na PI regulátorech nebo LQ ve spojení s n¥jakým b¥ºným
estimátorem zaloºeným na zp¥tné elektromotorické síle, nap°íklad EKF.

2.1.3 �ídící strategie zaloºená na uzav°ené smy£ce

Nejd°íve je t°eba poznamenat, ºe jak uvád¥jí auto°i [1], není £asto v literatu°e zd·-
raz¬ován a rozli²ován rozdíl mezi strategií zaloºené na uzav°ené smy£ce (closed-loop) a
zp¥tnovazební strategií (feedback). �ídící strategie pracující v uzav°ené smy£ce uvaºuje
v²echna budoucí pozorování a tedy vyuºívá znalosti, ºe smy£ka z·stane uzav°ena aº do
konce uvaºovaného £asového horizontu. Tuto znalost se snaºí zuºitkovat, p°edev²ím v
tom smyslu, ºe sou£asný °ídící zásah m·ºe ovlivnit nejistotu týkající se budoucích stav·,
to je také nazýváno jako duální efekt. V tomto p°ípad¥ m·ºe vhodný °ídící zásah �po-
moci� u£ení (odhadování) tím, ºe sniºuje nejistotu budoucích stav· a tento p°ístup lze
ozna£it za aktivn¥ adaptivní. Taté problematice se detailn¥ji v¥nuje £ást 2.4 zabývající
se duálním °ízením.

2.2 Klasické metody °ízení PMSM

2.2.1 Skalární °ízení

Skalární °ízení je £asto vyuºíváno v asynchronních strojích, je v²ak moºné uºit jej i pro
PMSM. Detailn¥ji je popsáno nap°íklad v [41]. Jeho velkou výhodou je, ºe se jedná v
podstat¥ o bezsenzorový návrh °ízení, protoºe funguje na principu nezp¥tnovazebního
°ízení. Nevýhodou je pak závislost rychlosti na zát¥ºném momentu, ²patná regulace mo-
mentu a hor²í dynamické vlastnosti. I p°es zmín¥né nevýhody toto °ízení obvykle sta£í
na jednudu²²í aplikace jako pohon v¥trák·, £erpadel nebo klimatizací [27].
Toto °ízení je také ozna£ováno jako V/f nebo volt/herz °ízení, protoºe regulovanou

veli£inou je práv¥ pom¥r nap¥tí a frekvence. Snahou °ízení je udrºet pom¥r nap¥tí a frek-
vence konstantní. Úhlová rychlost rotoru m·ºe být ur£ena nep°ímo výpo£tem z frekvence
napájecího nap¥tí. Tato hodnota m·ºe být povaºována za hodnotu skute£ných otá£ek
stroje, pokud zát¥ºný moment nep°esáhne kritickou hodnotu. Pro °ízení ale skute£nou
hodnotu otá£ek stroje znát nepot°ebujeme, algoritmus totiº pracuje následovn¥:
Z poºadovaných otá£ek se ur£í frekvence f , ta slouºí jako referen£ní signál pro regulátor.

Ten pak °ídí pom¥r nap¥tí a frekvence V/f tak, aby byl konstantní. Na jeho výstupu
získáme amplitudu nap¥tí V . �ídící nap¥tí pro PMSM v α − β sou°adnicích je pak ve
tvaru

uα = V cos(2πft)

uβ = V sin(2πft)
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2.2.2 P°ímé °ízení momentu

P°ímé °ízení momentu (Direct Torque Control, DTC) se uºívá, kdyº je pot°eba vysoký
výkon vzhledem k dynamice momentu. Je °ízen p°ímo moment stroje a základní princip
je následující: Kruhová trajektorie statorového toku se rozd¥lí na ²est symetrických £ástí.
Velikosti vektor· statorového toku a elektromagnetického momentu v sou°adnicích α−β
je pak drºena v p°edem stanovených mezích prost°ednictvím vhodného spínání jedné ze
²esti kombinací na invertoru. [41, 28]
Touto metodou text jiº dále nezabývá a je zde uvedena jen pro úplnost.

2.2.3 Vektorové °ízení

Jedná se asi o nej£ast¥ji vyuºívaný °ídící algoritmus. Je uºíván pro °ízení v kombinaci s
estimátorem zaloºeným na zp¥tné elektromotorické síle, injektáºi i v hybridních verzích
v naprosté v¥t²in¥ citovaných text· z £ásti (citace).
Dle [41] vektorové °ízení odstra¬uje v¥t²inu nevýhod skalárního °ízení a v porovnání

s ním poskytuje velmi dobrý výkon. Jedná se o °ízení zp¥tnovazební a umoº¬uje samo-
statné °ízení toku i momentu, pot°ebuje v²ak znát odhady stavových veli£in stroje v£etn¥
mechanických. Základní struktura je pak zaloºena na vhodné kombinaci PI regulátor·.

PI regulátor

PI (proporcionáln¥ integra£ní) regulátor je jednoduchý systém, který v sob¥ kombinuje
dv¥ základní £ásti: Proporcionální £ást, coº je ve své podstat¥ zesilova£ a integrální £ást
reprezentovanou integrátorem. V tomto systému se vyskytují dv¥ konstanty Kp a Ki,
které je t°eba vhodn¥ nastavit. Základní implementace je následnovná:

xt = PI (et,Kp,Ki) = Kpet +Ki

tˆ

0

eτdτ.

Diskrétní verze pak

xt = PI (et,Kp,Ki) = Kpet +Ki

t∑
k=0

ek.

Tento regulátor je výhodné uºít v p°ípad¥, kdy chceme vyregulovat ek obvykle re-
prezentující odchylku od poºadované hodnoty na nulu. V n¥kterých p°ípadech bychom si
vysta£ili s proporcionální sloºkou, integrální sloºka v²ak dodává lep²í stabilitu a schopnost
odstranit konstatní regula£ní odchylku. Cenou za to je pomalej²í konvergence. (citace)

2.3 Lineárn¥ kvadratické °ízení

Lineárn¥ kvadratické °ízení (Linear-Quadratic, LQ) je primárn¥ navrºeno pro °ízení li-
neárních systém· s kvadratickou ztrátovou funkcí. �asto lze v literatu°e nalézt i pojem
lineárn¥ kvadraticky Gaussovské °ízení (Linear-Quadratic-Gaussian, LQG), pod kterým
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je obvykle rozumn¥no spojení lineárn¥ kvadratického °ízení s Kalmanovým �ltrem a je
tedy uºíváno pro lineární systém, kvadratickou ztrátovou funkci a Gaussovský ²um. Tato
£ást textu je v²ak zam¥°ena na °ízení a tedy zde bude popsána pouze £ást LQ. Dále je
t°eba zmínit, ºe existuje celá °ada r·zných modi�kací a vylep²ení základního algoritmu,
nap°íklad pro nelineární systémy nebo lep²í numerické vlastnosti. Základní formulace
podle [2] je následovná:
Uvaºujme lineární systém

xt+1 = Atxt +Btut + wt, t = 0, 1, . . . , T − 1 (2.1)

kde obecn¥ vektorová veli£ina xt reprezentuje stav systému v £asovém kroku t, veli£ina
ut °ízení v £ase t a wt je vzájemn¥ nezávislý Gaussovský bílý ²um s nulovou st°ední
hodnotou a známou kovarian£ní maticí; je uvaºován kone£ný diskrétní £asový horizont
T krok·.
Kvadratická ztrátová funkce je

E

{
xTTQTxT +

T−1∑
t=0

(
xTt Qtxt + uTt Rtut

)}
(2.2)

kde E zna£í o£ekávanou hodnotu, Qt a Rt jsou penaliza£ní matice stavu systému (spln¥ní
poºadavk· °ízení), respektive penalizace vstup·. P°i uvaºování neúplné informace It o
stavu je optimální °ízení µt v kaºdém £asovém kroku rovno

µt(It) = LtE {xt | It}

kde matice Lt je dána rovností

Lt = −
(
Rt +BT

t Kt+1Bt
)−1

BT
t Kt+1At (2.3)

p°i£emº matice Kt získáme rekurzivn¥ z Riccatiho rovnice

KT = QT (2.4)

Kt = ATt

(
Kt+1 −Kt+1Bt

(
Rt +BT

t Kt+1Bt
)−1

BT
t Kt+1

)
At +Qt

Lineárn¥ kvadratický algoritmus s QR rozkladem

P°edchozí výpo£et pomocí Riccatiho rovnice (2.3) a (2.4) v²ak není p°íli² vhodným z
numerických d·vod· (n¥jaká reference). Místo n¥j je pro praktické výpo£ty výhodn¥j²í
pouºít algoritmus lineárn¥ kvadratického °ízení zaloºený na QR rozkladu (reference).
Tento algoritmus má lep²í numerické vlastnosti, umoº¬uje snadn¥j²í výpo£et maticové
inverze (inverze pouze trojúhelníkové matice) a lze pomocí n¥j implementovat i sloºit¥j²í
kvadratickou ztrátovou funkci (nejen dva £leny pro penalizaci stavu a vstup·).
Postup je zaloºen na p°episu kvadratické ztráty do tvaru

xTt+1Qtxt+1 + uTt Rtut = xTt+1

√
Qt

T√
Qtxt+1 + uTt

√
Rt

T√
Rtut
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kde√ je vhodná maticová odmocnina. A tedy v kaºdém £asovém kroku tminimalizujeme
funkci

xTt+1

√
Qt

T√
Qtxt+1 + uTt

√
Rt

T√
Rtut + xTt+1

√
St
T√

Stxt+1

kde St reprezentuje ztrátu v následujících £asových krocích aº do konce £asového ho-
rizontu. Do tohoto kvadratického výrazu je moºno dostadit model vývoje pro xt+1 =
Atxt +Btut

(Axt +Btut)
T
√
Qt
√
Qt (Axt +Btut)+u

T
t

√
Rt

T√
Rtut+(Axt +Btut)

T
√
St
T√

St (Axt +Btut)

a následn¥ jej zapsat maticov¥ ve tvaru

(
ut
xt

)T  √QtBt √QtAt√
Rt 0√
StBt

√
StAt

T  √QtBt √QtAt√
Rt 0√
StBt

√
StAt


︸ ︷︷ ︸

Z

(
ut
xt

)

na matici Z následn¥ aplikujeme QR rozklad, to jest Z = QZRZ a p°edchozí vztah
upravíme na tvar(

ut
xt

)T
ZTZ

(
ut
xt

)
=

(
ut
xt

)T
RTZQ

T
ZQZRZ

(
ut
xt

)
=

(
ut
xt

)T
RTZRZ

(
ut
xt

)
a dále vyuºijeme rovnosti QTZQZ = I. Matice RZ je v horním trojúhelníkovém tvaru,
tedy blokov¥ zapsáno

RZ =

[
Ruu Rux

0 Rxx

]
Ztrátu nyní m·ºeme zapsat jako(

ut
xt

)T
RTZRZ

(
ut
xt

)
=

(
Ruuut +Ruxxt

Rxxxt

)T (
Ruuut +Ruxxt

Rxxxt

)
= (Ruuut +Ruxxt)

T (Ruuut +Ruxxt) + xTt R
T
xxRxxxt

kterou, vzhledem k její kvadrati£nosti a nezávislosti druhého £lenu na ut, z°ejm¥ mini-
malizujeme volbou ut takovou, ºe (Ruuut +Ruxxt) = 0 a tedy volíme

ut = −R−1
uuRuxxt

Matici RTxxRxx pak pouºijeme do p°edchozího £asového kroku jako novou matici S.

2.4 Duální °ízení

Duální °ízení je obvykle vyuºíváno v systémech s neur£itostí, p°edstavovanou nap°íklad
neznámými parametry, nepozorovatelnými stavovými veli£inami nebo samotnou struktu-
rou systému. Snahou je tuto neur£itost sníºit a poskytnout °ízení srovnatelné kvality, jako

23



v p°ípad¥ stejného systému bez neur£itosti. Charakteristickým rysem duálního °ízení je,
ºe obsahuje dv¥ hlavní £ásti: �opatrnou� a �budící�. Opatrná £ást, má za cíl pokud moºno
co nejlépe kontrolovat systém a snaºit se dosáhnout optimální shody s poºadavky. Oproti
tomu budící £ást hledá optimální budící signál, který pomáhá co nejlépe ur£it neznámé
veli£iny systému. Tyto £ásti jdou v²ak proti sob¥ a cílem duálního °ízení je nalézt mezi
nimi vhodný kompromis.
Jak jiº bylo p°edznamenáno v £ásti 2.1. V¥t²ina klasických metod pro °ízení a estimaci

obecn¥ spadá do kategorie zp¥tnovazebních streategií a tedy trpí nedostatky, které se
snaºí duální °ízení odstranit:

• Odd¥lení °ídící a estima£ní £ást, které následn¥ pracují nezávisle, i kdyº obecn¥
tyto dv¥ £ásti nezávislé nejsou a navzájem se ovliv¬ují.

• P°edpoklad, ºe odhad poskytnutý estimátorem se rovná skute£né hodnot¥ stavové
veli£iny. Tento p°ístup je ozna£ován jako Certainty Equivalence (CE). Oproti tomu
duální °ízení p°edpokládá stavové veli£iny jako náhodné veli£iny a uchovává si o
nich statistickou informaci. Odhad z estimátoru tedy uvaºuje nap°íklad ve tvaru
st°ední hodnoty a variance dané veli£iny a p°edpokládá, ºe skute£ná hodnota se
nachazí nap°íklad v kon�den£ním intervalu s t¥mito parametry. Z tohoto pohledu
tedy p°ístup CE p°edpokládá, ºe skute£ná hodnota je rovna st°ední hodnot¥. Duální
°ízení tedy narozdíl od ostatních postup· zaloºených na CE principu uvaºuje krom¥
odhadu stavové veli£iny i to, jak je tento odhad p°esný a tomu také p°izp·sobuje
°ídící zákroky.

• Klasický regulátor se p°i °ízení stochastických systém· s neur£itostí obvykle chová
�opatrn¥�, aby nezvy²oval dopad neur£itostí na celkovou ztrátu. Oproti tomu re-
gulátor vyuºívající duálního efektu m·ºe být mén¥ opatrný a p°idat budící signál,
aby sníºil neur£itost v budoucnu a tím celkov¥ vylep²il své výsledky [1].

Vý²e zmín¥né d·vody ukazují, pro£ by duální p°ístup mohl být obvzlá²t¥ vhodný pro
°ízení PMSM. Je ale t°eba mít na pam¥ti, ºe duální °ízení s sebou nese i n¥které nevýhody.
Jedná se p°edev²ím o zna£nou výpo£etní náro£nost. Ta je problematická zejména, kdyº
zamý²líme i výpo£et v reálném £ase. Proto se v textu zam¥°íme hlavn¥ na nejjednodu²²í
algoritmy duálního °ízení, které by tento poºadevek mohly naplnit.

2.4.1 Úloha duálního °ízení

Formulace úlohy duálního °ízení

Základní formulace problému duálního °ízení pro £asov¥ diskrétní obecn¥ nelineární sys-
tém dle [13] je:

xt+1 = ft (xt, pt, ut, ξt) , t = 0, 1, . . . , T − 1

pt+1 = υt (pt, εt)

yt = ht (xt, ηt)
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kde xt je vektor stavu, pt vektor neznámých parametr·, ut vektor °ídících vstup·, yt
vektor výstup· systému, vektory ξt, εt a ηt p°edstavují nezávislý náhodný bílý ²um s
nulovou st°ední hodnotou a známým rozptylem, v²e je uvaºováno v £ase t a ft, υt a ht
jsou známé vektorové funkce. Po£áte£ní hodnoty x0 a p0 p°edpokládáme také známé.
Mnoºinu výstup· a vstup· systému dostupných v £ase t ozna£ujeme jako informa£ní
vektor It = {yt, . . . , y0, ut−1, . . . , u0}, kde t = 1, . . . , T − 1 a I0 = {y0}.
Ztrátová funkce pro optimalizaci °ízení má tvar

J = E

{
T−1∑
t=0

gt+1 (xt+1, ut)

}
(2.5)

kde gt+1 jsou známe kladné konvexní skalární funkce. O£ekáváná hodnota E je po£ítána
vzhledem k v²em náhodným veli£inám (x0, p0, ξt, εt a ηt, kde t = 0, 1, . . . , T − 1).

Obecné °e²ení

Problémem optimálního adaptivního duálního °ízení je nalezení takové °ídící strategie
ut = ut(It) ze známé mnoºiny p°ípustných hodnot °ízení Ut, která minimalizuje ztrátovou
funkci J v 2.5.
Optimální °e²ení tohoto problému m·ºe být nalezeno rekurzivn¥ uºitím dynamického

programování, coº vede na následující rovnice:

JT−1 (IT−1) = min
uT−1∈UT−1

E {gT (xT , uT−1) | IT−1}

Jt (It) = min
ut∈Ut

E {gt+1 (xt+1, ut) + Jt+1 (It+1) | It}

pro t = T − 2, T − 3, . . . , 0.

2.4.2 Injektáºe jako duální °ízení

Na injektáºe lze z jistého sm¥ru pohlíºet také jako na duální °ízení. P°edev²ím v sob¥
kombinují ob¥ ºádoucí vlastnosti, opatrnost a buzení. Opatrnost je reprezentována kon-
krétním pouºitým regulátorem, který se snaºí co nejlépe sledovat cíl °ízení. Injektovaný
signál pak p°edstavuje buzení, které napomáhá k ur£ení parametr· stroje.
V základním návrhu je p°idáván vysokofrekven£ní signál stále, bez ohledu na okolnosti

a tedy tento návrh se p°íli² nesnaºí o nalezení kompromisu mezi opatrným °ízením a
buzením. Velkou výhodou ale je, ºe to p°íli² nevadí, obzvlá²t¥ p°i nízkých otá£kách,
protoºe vysokofrekven£ní signál má minimální vliv na samotný chod stroje. Sou£asn¥ ale
poskytuje relativn¥ dobrý odhad nato£ení rotoru, jehoº kvalita nezávisí na otá£kách, ale
pouze na rozdílu induktancí.
Jistý krok sm¥rem k hledání kompromisu mezi opatrností a buzením lze pozorovat u

hybridních metod, které bu¤ plynule, nebo jednorázov¥ p°epínají mezi dv¥ma modely, s
injektáºí a bez. Jeden je ur£en pro dobrou estimaci a druhý pro nízké ztráty p°i °ízení.
To vede k velkému zlep²ení, protoºe p°ídavný signál je injektován, jen, kdyº je opravdu
pot°eba.
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Hlavním problémem injektáºí z hlediska duálního °ízení je, ºe se jedná spí²e o �ad hoc�
p°ístup, který byl navrºen s vyuºitím konkrétních vlastností PMSM a pro p°edem ur£ený
ú£el. Injektovaný vysokofrekven£ní signál je uºívaný jednak z d·vodu men²ího vlivu na
chod samotného stroje. Dal²í d·vod pro jeho uºití je relativn¥ snadné zpracování a vy-
hodnocení pomocí metod analýzy signálu, které lze snadno implementovat hardwarov¥
(�ltry, demodulace, fázový záv¥s). Dal²ím problémem injektovaného signálu jsou pak jeho
parametry, jako amplituda a frekvence, ty jsou zpravidla nalézány experimentáln¥.
Je tedy na míst¥ poloºit otázku, jestli takovýto p°ídavný signál m·ºe být optimál-

ním buzením a nebo mu být alespo¬ v n¥jakém smyslu blízko? Odpov¥d¥t samoz°ejm¥
není snadné z d·vodu praktické ne°e²itelnosti problému nalezení optimálního duálního
°ízení. Ve prosp¥ch injektáºí, a zejména hybridních metod, mluví výsledky praktických
experiment· na skute£ných motorech, proti nim pak zejména to, ºe byly navrhovány bez
ohledu na optimalitu a hledání kompromisu mezi opatrností a buzením. Nicmén¥ se jedná
o dobrý základ, který je vhodný k bliº²ímu prostudování p°i návrhu mén¥ náro£ných me-
tod duálního °ízení.

2.4.3 P°ehled metod duálního °ízení

Následující p°ehled p°edstavuje vybrané suboptimální algoritmy vyuºitelné k °e²ení úlohy
duálního °ízení. Vybírány byly p°edev²ím nejjednodu²²í algoritmy, které by teoreticky
umoºnily implementaci v reálném £ase pro °ízení PMSM.

Bikriteriální metoda

Bikriteriální metoda je zaloºena na relativn¥ jednoduchém principu. Ve snaze splnit ob¥
hlavní vlastnosti duálního °ízení (opatrnost a buzení) je ztrátová funkce rozd¥lena na
dv¥ £ásti, proto se také metoda nazývá bikriteriální. První ztrátová funkce odpovídá tak-
zvanému opatrnému °ízení, které navrhuje tím men²í °ídící zásahy, £ím je v¥t²í variance
neznámých parametr· (proto opatrné). Nesnaºí se v²ak primárn¥ tuto varianci nijak sní-
ºit. Druhá ztrátová funkce p°edstavuje kritérium pro optimální buzení. Tyto dv¥ ztrátové
funkce je t°eba sou£asn¥ minimalizovat. Minimalizace t¥chto dvou funkcí jde ale obecn¥
z podstaty problému proti sob¥, navíc optimální budící zásah bude zpravidla neomezen¥
velký. Proto je zvolen následující postup:

1. nejd°íve je nalezeno optimální opatrné °ízení

2. dále je vyty£ena mnoºina p°ípustných °e²ení kolem °ízení nalezeného v bod¥ (1.),
nap°íklad se m·ºe jednat o interval

3. druhá ztrátová funkce pro optimální buzení je minimalizována jiº pouze v rámci
mnoºiny p°ípustných °e²ení z bodu (2.)

Konkrétní realizace hledání optimálního °ízení (minimalizace) pak jiº závisí na °e²eném
problému.
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ρ�aproximace

Jako ρ�aproximace ozna£ujeme suboptimální p°ístupy k °e²ení problému duálního °ízení,
kdy se snaºíme aproximovat pravd¥podobnostní míru neznámých stav· a parametr· sys-
tému. Dále lze p°i uºití této metody snadno nalézt odpovídající kategorii °ídícího algo-
ritmu, viz £ást 2.1. Dle [12, 11, 13] je problematika ρ�aproximací formulována následovn¥:
Hledání suboptimální °ídící strategie je zaloºeno na minimalizaci modi�kované ztrátové
funkce

Jt (It, ρt) = Eρt

{
T−1∑
i=t

gt+1 (xi+1, ui) | Ik

}
V £ase t je °ídící strategie ut(It) nalezena pomocí aproximace podmín¥né hustoty prav-
d¥podobnosti stav· a parametr· systému pro budoucí £asové kroky

ρt = p (xt+i, pt+i | It+i)

pro i = 0, 1, . . . , T − t− 1.
Pro r·zné volby ρt pak m·ºeme získat následující p°ístupy:

• �ídící strategie s otev°enou smy£kou (open-loop, OL) uvaºuje systém bez zp¥tné
vazby a optimální °ízení je hledáno z apriorní informace o stavech a parametrech
systému. Tento zjednodu²ující p°edpoklad je ekvivalentní aproximaci

ρt = {p (xt+i, pt+i | It+i) = p (xt+i, pt+i | I0) , i = 0, . . . , T − t− 1}

• Zp¥tnovazební °ídící strategie s otev°enou smy£kou (open-loop feedback, OLF) také
uvaºuje systém bez zp¥tné vazby, ale jen pro budoucích £asové kroky (t+1 aº T ), v
sou£asném £asovém kroku t zp¥tnou vazbu uvaºuje. Pozorování yt jsou tedy pouºita
k estimaci stav· i parametr· systému, ale pouze v sou£azném £asovém kroku t, v
budoucích jiº ne. Op¥t lze formulovat pomocí ρ�aproximace:

ρt = {p (xt+i, pt+i | It+i) = p (xt+i, pt+i | It) , i = 0, . . . , T − t− 1}

• Pro srovnání zde bude uvedena i aproximace, která vede na jiº zmi¬ovaný p°ístup
Certainty Equivalence (CE):

ρt = {p (xt+i, pt+i | It+i)
= δ (xt+i − x̂t+i) δ (pt+i − p̂t+i) , i = 0, . . . , T − t− 1}

kde δ zna£í Diracovu delta funkci a x̂t+i = E {xk+i | It+i}, p̂t+i = E {pk+i | It}.

• �áste£ný CE p°ístup (PCE) je zaloºen na vhodné kombinaci p°edchozích postup·
CE a OLF. De�nujme roz²í°ený stavový vektor jako zTt =

(
xTt pTt

)
, tedy jako

vektor sdruºující p·vodní stav systému a jeho neznámé parametry. Tento vektor
následn¥ rozd¥líme na dv¥ £ásti s prázdným pr·nikem z1,t a z2,t. Nyní aplikujeme
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na £ást z1 zjednodu²ující p°edpoklad CE a na £ást z2 p°edpoklad OLF. To odpovídá
následující ρ�aproximaci:

ρt = {p (z1,t+i, z2,t+i | It+i)
= δ (z1,t+i − ẑ1,t+i) p (z2,t+i | It) , i = 0, . . . , T − t− 1}

kde p (z1,t+i, z2,t+i | It+i) = p (zt+i | It+i) = p (xt+i, pt+i | It+i) . Samotné rozd¥lení
vektoru z na dv¥ £ásti je t°eba vy°e²it s ohledem na konkrétní strukturu systému,
pro který je °ízení navrhováno. Vhodnou volbou m·ºe být nap°íklad ozna£it jako z1

stavové veli£iny, které jsou p°ímo pozorovány. Auto°i dále poukazují i na moºnost
kombinace s bikriteriálním p°ístupem.

�e²ení LQG problému pomocí teorie her

Výpo£etn¥ relativn¥ málo náro£né °e²ení diskrétního LQG problému duálního °ízení je
p°edstaveno v [35]. Na °e²ení problému se uºívá teorie her, kde hledáme optimální zná-
hodn¥nou strategii. Výsledkem pak je, ºe optimální °e²ení p°eformulovaného problému
duálního °ízení je váºený pr·m¥r kone£ného po£tu standartních LQG optimálních regu-
látor·. Jako váhové faktory jsou brány zobecn¥né v¥rohodnostní pom¥ry.

Hyperstav

Algoritmus vyuºívající hyperstav je p°edloºen v [22] a z tohoto zdroje také p°eváºn¥
vychází následný popis a implementace v tomto textu. Hlavní rozdíl v²ak je pouºití
spojitého £asu v uvedeném zdroji, zatímco v tomto textu je vyuºíván £as diskrétní.
Základní my²lenka hyperstavu je pom¥rn¥ jednoduchá: Vyjdeme z klasicky de�novaného
stavu systému v £ase t, ozna£me jej jako xt. Dále p°edpokládejme, ºe pro °e²ení úlohy
°ízení PMSM uºíváme EKF jako extimátoru, stejný estimátor je uºit i v [22]. Pouºití
algoritmu EKF nám v kaºdém £ase poskytne odhad stavu x̂t, ale krom¥ tohoto odhadu
poskytuje i odhad kovariance stavu reprezentovaný maticí Pt, viz odstavec 1.6.1. Nyní
de�nujeme vektor hyperstavu v £ase t jako p·vodní stav xt, ke kterému navíc p°idáme
prvky matice Pt. Z d·vodu symetrie není t°eba p°idávat celou matici Pt. Nyní na systém
popsaný hyperstavem aplikujeme klasickým postupem algoritmus EKF a vhodné °ízení,
nap°íklad LQ. Algoritmus EKF je tedy aplikován na systém dvakrát, poprvé formáln¥
na p·vodní stav a následn¥ na hyperstav. Výhodou tohoto p°ístupu je, ºe krom¥ odhadu
samotných stavových veli£in, máme k dispozici i odhad jejích kovariancí a m·ºeme s nimi
pracovat p°i návrhu °ízení. Hlavními nevýhodami jsou r·st velikost hyperstavu obecn¥
kvadraticky s velikostí p·vodního stavu a dále komplikace p°i výpo£tu derivací rovnic
pro výpo£et EKF na stavu.

2.5 PCRB

P°i vyhodnocování efektivity jednotlivých pouºitých algoritm· je výhodné mít k dis-
pozici prost°edek k jejich srovnání. K tomuto ú£elu lze pouºít aposteriorních Cramer-
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Raových mezí (Posterior Cramer-Rao Bounds, PCRB). Interpretace PCRB je zjednodu-
²en¥ taková, ºe p°edstavují �mnoºství informace�, které je o dané veli£in¥ produkováno
na výstupu systému. Konkrétn¥ji se jedná o dolní mez st°ední kvadratické chyby. Tedy
reprezentuje minimální chybu, které se odhadovací algoritmus v uvaºovaném p°ípad¥ do-
pustí. PCRB lze tedy vyuºít ke srovnání jednotlivých uvaºovaných duálních algoritm· v
tom smyslu, ºe je moºné vyhodnocovat, jak kaºdý z nich dokáºe zlep²it odhad stavových
veli£in a zvý²it pozorovatelnost v kritických reºimech. (citace)

2.5.1 Popis PCRB

Následující popis PCRB v£etn¥ její specializace pro nelineární �ltraci a dále pro Gaus-
sovské hustoty je p°evzat z [37], kde je moºné nalézt i detaily odvození zmi¬ovaných
vztah·:

De�nice

Nech´ x p°edstavuje vektor m¥°ených dat a θ je r-rozm¥rný odhadovaný náhodný para-
metr. Dále nech´ px,θ (X,Θ) je sdruºená hustota pravd¥podobnosti dvojice (x, θ) a g (x)
je funkce x, která je odhadem θ. Pak PCRB chyby odhadu má tvar

P = E
{

[g(x)− θ] [g(x)− θ]T
}
≥ J−1

kde J je Fischerova informa£ní matice rozm¥ru r × r s prvky

Jij = E

[
−
∂2 log px,θ(X,Θ)

∂Θi∂Θj

]
pro i, j = 1, . . . , r.

Nelineární �ltrace

Pro p°ípad �ltrace jsou parametry odhadovány postupn¥ v pr·b¥hu £asu na základ¥
rekurzivních vzorc·. Sdruºenou hustotu pravd¥podobnosti lze rozepsat jako sou£in pod-
mín¥ných hustot a výpo£ítat pro kaºdý £as matici Jt, kde J−1

t p°edstavuje spodní mez
st°ední kvadratické chyby odhadu xt.
Uvaºujme nelineární �ltra£ní problém se systémem

xt+1 = ft(xt, wt)

zt = ht(xt, vt) (2.6)

kde xt je stav systému v £ase t, zt je pozorování v £ase t, w a v jsou vzájemn¥ nezávislé
bílé procesy a ft a ht jsou obecn¥ nelineární funkce. Pak je moºné po£ítat rekurzivn¥
posloupnost aposteriorních informa£ních matic Jt pro odhad stavu xt jako

Jt+1 = D22
t −D21

t

(
Jt +D11

t

)−1
D12
t

kde matice Dt jsou dány rovnostmi
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D11
t = E

{
−4xt

xt log p(xt+1 | xt)
}

D12
t = E

{
−4xt+1

xt log p(xt+1 | xt)
}

(2.7)

D21
t = E

{
−4xt

xt+1
log p(xt+1 | xt)

}
=
(
D12
t

)T
D22
t = E

{
−4xt+1

xt+1
log p(xt+1 | xt)

}
+ E

{
−4xt+1

xt+1
log p(zt+1 | xt+1)

}
Aditivní Gaussovský ²um

Uvaºujme speciální p°ípad �ltra£ního problému s aditivním ²umem, kdy rovnice (2.6)
má tvar

xt+1 = ft(xt) + wt

zt = ht(xt) + vt (2.8)

a dále ²umy w a v jsou Gaussovské s nulovou st°ední hodnotou a kovarian£ními maticemi
Qt a Rt v tomto po°adí. Pak lze rovnice (2.7) zjednodu²it do tvaru

D11
t = E

{[
∇xtfTt (xt)

]
Q−1
t

[
∇xtfTt (xt)

]T}
D12
t = −E

{
∇xtfTt (xt)

}
Q−1
t (2.9)

D22
t = Q−1

t + E
{[
∇xt+1h

T
t+1(xt+1)

]
R−1
t+1

[
∇xt+1h

T
t+1(xt+1)

]T}
Pro úplnost je vhodné uvést, ºe v p°ípad¥ lineárního systému, to jest lineárních funkcí ft
a ht, odpovídá rekurzivní výpo£et matice Jt, zaloºený na vý²e uvedených maticích (2.9)
pro Dt, výpo£tu aposteriorní kovarian£ní matice Kalmanova �ltru Pt = J−1

t .
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3 Implementace algoritm·

3.1 Zjednodu²ení

Zát¥ºný moment TL p°edpokládáme nulový.

3.2 Diskretizace

Vzhledem k uvaºované implementaci °ídících a odhadovacích algoritm· na digitálních
po£íta£ích je výhodn¥j²í uvaºovat diskrétní systém. Diferenciální rovnice (1.17) p°ípadn¥
(1.18) je tedy t°eba diskretizovat a za tímto ú£elem bude v textu uºito Eulerovy metody,
kdy je derivace nahrazena dop°ednou diferencí. Toto diskretiza£ní schéma je sice mén¥
p°esné, ale oproti tomu je jednoduché na výpo£et a tedy odstate£n¥ rychlé. Diskretiza£ní
£asový krok je totiº volen s ohledem na reálný systém, kde odpovídá vzorkovací frekvenci
pouºitých senzor·. To je obvykle velmi krátký £asový okamºik (°ádov¥ sto mikrosekund)
a chyba v d·sledku diskretizace Eulerovou metodou tedy není velká. Významn¥j²ím d·-
vodem pro tuto metodu je v²ak uvaºování praktické aplikace v reálném £ase, kdy je t°eba
v pr·b¥hu jedné vzorkovací periody vypo£ítat odhad stavových veli£in a následn¥ °ídící
zásah. Jednodu²²í diferen£ní rovnice, znamenají jednodu²²í popis systému a tedy rych-
lej²í výpo£et v²ech uvaºovaných algoritm· nezbytný pro potenciální nasazení v reálné
aplikaci.
S uºíváním diferen£ních rovnic jsou v²ak spojeny jisté komplikace. Zatímco diferenci-

ální rovnice popisující PMSM (1.17) a (1.18) lze libovoln¥ p°evád¥t mezi jednotlivýmí
sou°adnými systémy pomocí vztah· (1.1) a (1.2), pro odpovídající rovnice diferen£ní to
pravda není a jejich p°evod transformacemi (1.1) a (1.2) nedává vºdy dobrý výsledek.
Pro odvození diferen£ních rovnic v konkrétní sou°adné soustav¥ je tedy t°eba postupo-
vat ve dvou krocích. Nejprve p°evést vybranou soustavu rovnic (1.17) nebo (1.18) do
zvolené sou°adné soustavy. Následn¥ je pak moºné provést diskretizaci. Tato vlastnost
neexistence univerzalních diferen£ních rovnic p°evoditelných jednoduchými transforma£-
ními vztahy je d·vodem, pro£ nejsou diferen£ní rovnice PMSM uvedeny jiº v £ásti (1.3),
ale jsou odvozeny pro kaºdý konkrétní p°ípad aº zde.
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3.2.1 Diskrétní rovnice pro stejné induk£nosti v sou°adné soustav¥ α− β

Pro odvození t¥chto rovnic vyjdeme ze soustavy diferenciálních rovnic (1.17)

diα
dt

= −Rs
Ls
iα +

ψpm
Ls

ω sinϑ+
1

Ls
uα

diβ
dt

= −Rs
Ls
iβ −

ψpm
Ls

ω cosϑ+
1

Ls
uβ

dω

dt
=

kpp
2
pψpm

J
(iβ cosϑ− iα sinϑ)− pp

J
TL −

B

J
ω

dϑ

dt
= ω

a uºijeme zmi¬ované Eulerovy metody. Derivaci tedy nahradíme kone£nou diferencí

dx

dt
(t) =

xt+1 − xt
∆t

kde ∆t p°edstavuje diskteriza£ní £asový krok. Po úprav¥ je výsledná diskrétní soustava
rovnic ve tvaru

iα,t+1 =
(

1− Rs
Ls

∆t

)
iα,t +

ψpm∆t

Ls
ωt sinϑt +

∆t

Ls
uα,t

iβ,t+1 =
(

1− Rs
Ls

∆t

)
iβ,t −

ψpm∆t

Ls
ωt cosϑt +

∆t

Ls
uβ,t

ωt+1 =
(

1− B

J
∆t

)
ωt +

kpp
2
pψpm

J
∆t (iβ,t cosϑt − iα,t sinϑt)−

pp
J
TL∆t

ϑt+1 = ϑt + ωt∆t

Pro zjednodu²ení zavedeme následující zna£ení

a = 1− Rs
Ls

∆t

b =
ψpm
Ls

∆t

c =
∆t

Ls

d = 1− B

J
∆t

e =
kpp

2
pψpm

J
∆t

a jak bylo zmín¥no v p°edchozí £ásti, zát¥ºný moment p°edpokládáme nulový, tedy TL =
0. Rovnice pak p°ejdou na tvar

iα,t+1 = aiα,t + bωt sinϑt + cuα,t

iβ,t+1 = aiβ,t − bωt cosϑt + cuβ,t (3.1)

ωt+1 = dωt + e (iβ,t cosϑt − iα,t sinϑt)

ϑt+1 = ϑt + ωt∆t
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3.2.2 Diskrétní rovnice pro stejné induk£nosti v sou°adné soustav¥ d− q

Op¥t vyjdeme ze soustavy diferenciálních rovnic (1.17)

diα
dt

= −Rs
Ls
iα +

ψpm
Ls

ω sinϑ+
1

Ls
uα

diβ
dt

= −Rs
Ls
iβ −

ψpm
Ls

ω cosϑ+
1

Ls
uβ

dω

dt
=

kpp
2
pψpm

J
(iβ cosϑ− iα sinϑ)− pp

J
TL −

B

J
ω

dϑ

dt
= ω

a pomocí p°avodního vztahu (1.2) transformujeme první dv¥ rovnice ze sou°adné soustavy
α− β do d− q:

d

dt
(id cosϑ− iq sinϑ) = −Rs

Ls
(id cosϑ− iq sinϑ) +

ψpm
Ls

ω sinϑ+
1

Ls
(ud cosϑ− uq sinϑ)

d

dt
(id sinϑ+ iq cosϑ) = −Rs

Ls
(id sinϑ+ iq cosϑ)− ψpm

Ls
ω cosϑ+

1

Ls
(ud sinϑ+ uq cosϑ)(3.2)

Upravíme derivace v p°edchozích dvou rovncích (3.2)

d

dt
(id cosϑ− iq sinϑ) =

did
dt

cosϑ− diq
dt

sinϑ− idω sinϑ− iqω cosϑ

d

dt
(id sinϑ+ iq cosϑ) =

did
dt

sinϑ+
diq
dt

cosϑ+ idω cosϑ− iqω sinϑ

a nyní z°ejm¥ získáme diferenciální rovnici pro id vynásobením první rovnice (3.2) hodno-
tou cosϑ a p°i£tením druhé rovnice (3.2) násobené sinϑ. Obdobn¥ rovnici pro iq získáme
násobením první rovnice (3.2) hodnotou − sinϑ a p°i£tením druhé rovnice (3.2) násobené
cosϑ. Upravené diferenciální rovnice pro id a iq jsou ve tvaru

did
dt

= −Rs
Ls
id − iqω +

ud
Ls

diq
dt

= idω −
Rs
Ls
iq −

ψpm
Ls

ω +
uq
Ls

Rovnici pro otá£ky ω lze snadno transformovat na základ¥ faktu, ºe výraz iβ cosϑ−iα sinϑ
p°ímo odpovídá iq a tedy

dω

dt
=
kpp

2
pψpm

J
iq −

B

J
ω − pp

J
TL

Rovnice popisující zm¥nu polohy v £ase je samoz°ejm¥ stejná

dϑ

dt
=ω
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Provedení diskretizace je analogické jako v p°edchozím odstavci pro soustavu v α− β
sou°adnicích a výsledkem je následující soustava diskrétních rovnic

id,t+1 =
(

1− Rs
Ls

∆t

)
id,t + ∆t · iq,tωt +

∆t

Ls
ud,t

iq,t+1 =
(

1− Rs
Ls

∆t

)
iq,t −∆t · id,tωt −

ψpm∆t

Ls
ωt +

∆t

Ls
uq,t

ωt+1 =
(

1− B

J
∆t

)
ωt + ∆t

kpp
2
pψpm

J
iq,t −

pp
J
TL∆t

ϑt+1 = ϑt + ωt∆t

P°i pouºití stejného zjednodu²ujícího zna£ení a p°edpokladu nulového zát¥ºného mo-
mentu jsou rovnice ve tvaru

id,t+1 = aid,t + ∆t · iq,tωt + cud,t

iq,t+1 = aiq,t −∆t · id,tωt − bωt + cuq,t (3.3)

ωt+1 = dωt + eiq,t

ϑt+1 = ϑt + ωt∆t

3.3 EKF

V této práci byl jako pozorovatel pouºíván zejména roz²í°ený Kalman·v �ltr. Budeme-li
vycházet z popisu PMSM pomocí rovnic (1.17) pro stejné nebo (1.18) pro r·zné in-
duk£nosti, nabízí se celá °ada moºností za jakých podmínek algoritmus EKF pouºí. Pro
implementaci je v²ak rozumných pouze n¥kolik málo moºností.
P°edev²ím nemá p°íli² smysl uvaºovat EKF v rotorových sou°adnicích d− q. Transfor-

mace ze statovorých sou°adnic, ve kterých probíhá m¥°ení, do rotorových totiº závisí na
úhlu nato£ení ϑ, viz rovnice (1.1). Hodnotu tohoto úhlu ale neznáme a navíc se jedná o
hlavní veli£inu, kterou chceme pomocí EKF ur£it. Dal²ím problémem je, ºe v rovnicích
popisujících PMSM (v p°ípad¥ stejných i r·zných induk£ností) v sou°adné soustav¥ d−q
hodnota ϑ v·bec nevystupuje a tedy ji ani nelze rozumn¥ ur£it. Jistou moºnstí, kdy by
m¥lo smysl uvaºovat EKF v sou°adné soustav¥ d− q, je p°ípad, ºe bychom znali hodnotu
ϑ nebo její odhad z jiného zdroje. P°íkladem by mohla být znalost úhlu na základ¥ apli-
kace vhodné injektáºní techniky. Dále v²ak budeme uvaºovat EKF pouze ve statorových
sou°adnicích, konkrétn¥ α− β.

3.3.1 �um

Algoritmus EKF p°edpokládá Gaussovský model ²umu. Vzhledem k popisu neur£itostí
v PMSM (odkaz) tento p°edpoklad spln¥n není. Lze v²ak provést aproximaci hustoty
pravd¥podobnosti skute£ného ²umu Gaussovskou hustotou s vhodnými parametry. Tyto
parametry lze bu¤ nalézt na základ¥ teoretické analýzy vlastností ²umu, jako v [29] nebo
je lze nalézt experimentáln¥. V této práci poslouºily jako výchozí hodnoty stanovené ve
zmi¬ovaném zdroji [29], které byly následn¥ experimentáln¥ doupraveny.
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3.3.2 Plný model

Prvním diskutovaným p°ípadem bude návrh ozna£ovaný jako plný model a budou uvaºo-
vány stejné induk£nosti v osách d− q. V²echny iα, iβ , ω a ϑ popisující PMSM ozna£íme
jako stav x. Za pozorování y budeme povaºovat proudy iα a iβ dopln¥né chybou m¥°ení.
Plný model je tedy popsán stavem a m¥°ením

xt = (iα,t, iβ,t, ωt, ϑt)
T

yt = (yα,t, yβ,t)
T

jejichº vývoj v £ase je dán rovnicemi modelového systému z £ásti 1.6.1

xt+1 = f (xt, ut) + wt

yt = h (xt) + vt

kde funkce f odpovídá soustav¥ rovnic (3.1) a funkce h pouze vrací první dv¥ sloºky
argumentu. Vektory wt a vt pak reprezentují vzájemn¥ nezávislé bílé Gaussovské ²umy s
nulovou st°ední hodnotou a známými kovarian£ními maticemi Qt a Rt v tomto po°adí.
Pro výpo£et rekurzivního algoritmu EKF je t°eba znát Jacobiho matice parciálních

derivací At a Ct, kde (At)ij = ∂fi
∂xj

(x̂t−1, ut−1, 0) a (Ct)ij = ∂hi
∂xj

(
x̂t, 0

)
. V tomto p°ípad¥

je výpo£et pom¥rn¥ jednoduchý a výsledné matice jsou

At =


a 0 b sin ϑ̂t−1 bω̂t−1 cos ϑ̂t−1

0 a −b cos ϑ̂t−1 bω̂t−1 sin ϑ̂t−1

−e sin ϑ̂t−1 e cos ϑ̂t−1 d −e
(
îβ,t−1 sin ϑ̂t−1 + îα,t−1 cos ϑ̂t−1

)
0 0 ∆t 1


Ct = C =

[
1 0 0 0
0 1 0 0

]
(3.4)

3.3.3 Redukovaný model

Redukovaný model se snaºí usnadnit výpo£et algoritmu EKF tím zp·sobem, ºe zmen²uje
uvaºovaný stav systému. Kritickým místem pouºití EKF je totiº £asov¥ náro£ná maticová
inverze, viz £ást 1.6.1. Pro plný model má vektor stavu velikost 4 a tedy je invertována
matice o rozm¥ru 4 × 4, oproti tomu redukovaný model uºívá pouze stavu velikosti 2 a
inverze matice 2× 2 je znateln¥ rychlej²í.
Hlavní my²lenkou je nezahrnovat proudy iα a iβ do stavu a rovnou je de�novat jako

m¥°ení, tedy

xt = (ωt, ϑt)
T

yt = (iα,t, iβ,t)
T

Vyjdeme tedy ze stejných diskrétních rovnic popisujících PMSM (3.4), ale nyní první
dv¥ rovnice p°edstavují m¥°ení a druhé dv¥ vývoj systému. Matice pro EKF jsou pak ve
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tvaru

At =

[
d −e

(
îβ,t−1 sin ϑ̂t−1 + îα,t−1 cos ϑ̂t−1

)
∆t 1

]

Ct =

[
b sin ϑ̂t−1 bω̂t−1 cos ϑ̂t−1

−b cos ϑ̂t−1 bω̂t−1 sin ϑ̂t−1

]
(3.5)

Dále je pak t°eba je²t¥ upravit hodnoty kovarian£ních matic pro ²umy. Ozna£me kova-
rian£ní matice plného stavu jako Q a R a p°edpokládejme, ºe Q je blokov¥ diagonální s
bloky o rozm¥ru 2× 2, tedy

Q =

[
Q1

Q2

]
Ze vztahu pro sou£et dvou normálních náhodných veli£in jsou pak kovarian£ní matice
pro redukovaný model ve tvaru

Qred = Q2

Rred = R+Q1

3.3.4 R·zné induk£nosti

V p°ípad¥ plného modelu pro r·zné induk£nosti v osách d − q je postup zcela analo-
gický, jen výchozí rovnice jsou jiné. V praxi jsou v²ak rovnice relativn¥ sloºité, sem se

nevejdou a moºná pak budou v p°íloze.

3.4 PCRB

3.4.1 Uºité modely

Obecn¥ byly pouºity £ty°i typy model· v sou°adném systému αβ. Sou°adný systém dq
totiº nemá smysl pouºívat, jelikoº mez stále roste, coº lze jednak usuzovat na základ¥
tvaru ronvic, ale tento fakt byl ov¥°en i experimentáln¥. Jednotlivé modely se li²í tím,
jestli je uvaºován plný nebo redukovaný stav systému. Dále pak jestli byl uvaºován model
motoru se stejnými nebo r·znými induk£nostmi v osách d a q. Matice derivací An =[
∇xnfTn (xn)

]T zobrazení fn a matice Cn+1 =
[
∇xn+1h

T
n+1(xn+1)

]T zobrazení hn+1 dle
jednotlivých stavových veli£in jsou ekvivalentní maticím pouºívaným pro EKF. Obdobné
je to i s kovarian£ními maticemi Q a R.

3.4.2 Uºitá °ízení

Pouºitá °ízení shrnuje následující seznam, dále budou ozna£ována svým £íslem poloºky:

1. ω = ω, ϑ =
´
ω, iα = iβ = 0

2. PI
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a) o°íznutí pevnou mezí π
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3 (£árkovan¥) b) o°íznutí pomocí o°íznutého normálního rozd¥lení

Obrázek 3.1: Hodnoty PCRB polohy ϑ v závislosti na amplitud¥ injektovaného konstant-
ního signálu (viz legenda).

3. PI + injektáº sin do d− q

4. PI + injektáº obdélník· do d− q

5. PI + injektáº konstanty do d

6. PI + náhodná chyba na ω

7. PI + injektáº sin do α− β

8. PI + injektáº obdélník· do α− β

9. PI + bikriteriální metoda se signω

10. PI + bikriteriální metoda náhodný výb¥r 5 moºností

3.4.3 Omezování hodnot meze

Vzhledem k tomu, ºe poloha ϑ je vyjád°ena jako úhel (v radiánech), má smysl ji uvaºovat
pouze v intervalu 〈−π, π〉 (p°ípadn¥ s vylou£ením jedné z krajních hodnot). V modelu
pro výpo£et PCRB je v²ak ϑ uvaºována jako náhodná veli£ina s normálním rozd¥lením,
které m·ºe nabývat hodnot z celé reálné osy a následn¥ m·ºe PCRB nabývat velmi
vysokých hodnot. Tyto hodnoty v²ak pro interpretaci ve vztahu k PMSM nemají smysl,
protoºe nejhor²í p°ípad (ve smyslu nejv¥t²í neznalosti parametru ϑ) nastává, kdyº je
hodnota ϑ rovnom¥rn¥ rozd¥lena v intervalu 〈−π, π〉, tedy o hodnot¥ úhlu nato£ení ϑ
není ºádná informace. Proto má smysl uvaºovat hodnoty PCRB ϑ jen do velikosti variance
rovnom¥rného rozd¥lení na intervalu 〈−π, π〉, tato hodnota je π2

3 . Nad touto hranicí nemá
smysl PCRB ϑ uvaºovat a vy²²í hodnoty je bu¤ moºno o°íznout pevnou mezí nebo pomocí
výpo£tu o°íznutého normálního rozd¥lení, který bude uºit dále. Srovnání obou moºností
je zachyceno na grafech Obrázek 3.1.

37



Postup s o°íznutím normálního rozd¥lení je samoz°ejm¥ velmi zjednodu²ený. Správný
postup by vyºadoval odvodit vztahy pro skute£nou, tedy negaussovskou, hustotu úhlu
nato£ení. To je v²ak pom¥rn¥ náro£ný úkol, p°edev²ím z d·vodu, ºe skute£ná hustota úhlu
nato£ení není ani p°esn¥ známa a proto se dále v textu omezíme na p°ístup vyuºívající
o°ez normální hustoty.

O°íznuté normální rozd¥lení Následující popis £erpá z [40]:
O°íznuté normální rozd¥lení pro skalární váhodnou veli£inu x je de�nováno jako nor-

mální rozd¥lení N (µ, r) na omezeném supportu a < x ≤ b. Momenty tohoto rozd¥lení
jsou:

x̂ = µ−
√
rϕ(µ, r)

x̂2 = r + µx̂−
√
rκ(µ, r)

kde

ϕ(µ, r) =

√
2
(
exp(−β2)− exp(−α2)

)
√
π (erf(β)− erf(α))

κ(µ, r) =

√
2
(
b exp(−β2)− a exp(−α2)

)
√
π (erf(β)− erf(α))

a

α =
a− µ√

2r

β =
b− µ√

2r

Nyní pro speciální p°ípad a = −π, b = π a µ = 0 je α = − π√
2r

= −β. Z°ejm¥ tedy

α2 = β2 a £itatel ϕ je nulový, tedy ϕ = 0. Z tohoto pak hned vyplývá, ºe x̂ = 0 a
Var(x) = x̂2 − x̂2 = x̂2. κ má po dosazení tvar

κ =
2
√

2π exp
(
−π2

2r

)
2
√
πerf

(
π√
2r

)
Hodnota variance x je tedy

Var(x) = r −
√

2πr
exp

(
−π2

2r

)
erf
(

π√
2r

)
3.5 PI

Vektorové PI °ízení je implementováno na zákad¥ popisu v [41, 29] (dal²í citace). Uva-
ºujeme reprezentaci stroje v d− q sou°adném systému. Vektorové °ízení je zp¥tnovazební
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a je tedy pot°eba znát odhady úhlu nato£ení ϑ̂ a otá£ek ω̂ rotoru stroje. Základní struk-
tura regulátoru pak vyuºije zp¥tné vazby z otá£ek, kdy první regulátor reguluje odchylku
estimovaných otá£ek ω̂ od poºadované referen£ní hodnoty ω na nulu. Výstupem je pak
referen£ní proud iq. Referen£ní proud id volíme nulový, aby bylo dosaºeno maximálního
momentu. Tento postup bude ilustrován na diskretizované rovnici pro otá£ky ze soustavy
(3.3)

ωt+1=dωt + eiq,t

p°i£emº zanedbáváme poslední £len se zát¥ºnýmmomentem. Poºadované hodnoty bychom
cht¥li dosáhnout v následujícím kroku a tedy získáme rovnici

ω − dω = eiq

iq pak m·ºeme získat pomocí PI regulátoru s vhodnými konstantami

iq = PI(ω − ω,Kp,i,Ki,i)

Referen£ní hodnoty proud· jsou následn¥ porovnány s estimovanými hodnotami id a
iq a jejich odchylky jsou regulovány na nulu. Toto je provedeno pro kaºdou sloºku zvlá²´
a výstupem jsou °ídící nap¥tí v sou°adnicích d− q, tedy ud a uq. Postupujeme obdobn¥
s rovnicemi proud· ze soustavy (3.3)

id,t+1 = aid,t + ∆t · iq,tωt + cud,t

iq,t+1 = aiq,t −∆t · id,tωt − bωt + cuq,t

kde prozatím zanedbáme £leny s ±∆t · iq,dω, dále pak £len −bωt a chceme dosáhnout
poºadovaných hodnot id = 0 a iq, které byly získány v p°edchozím kroku. To vede na
následující tvar

−aid = cud

iq − aiq = cuq

Nap¥tí ud a uq m¥ºeme op¥t získat pomocí PI regulátor· ve tvaru

ud = PI(−id,Kp,u,Ki,u),

uq = PI(iq − iq,Kp,u,Ki,u).

Následn¥ je je²t¥ vhodné provést korekce v d·sledku zanedbaných £len· a to ve tvaru

ud = ud − Lsiqω,
uq = uq + ψpmω.

3.6 LQ (nutno p°epracovat a upravit)

Tento algoritmus op¥t p°edpokládá lineární systém, viz rovnice (2.1), kterým PMSM není
a je tedy nutné provést linearizaci. Nelze ale p°ímo pouºít matice odvozené v p°edchozí
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£ásti 3.3. Zde je nutné vycházet z Taylorova rozvoje a zohlednit i p°ípadné konstantní
£leny. Obecn¥ pro funkci f(x) má rozvoj do prvního °ádu v n¥jakém bod¥ x0 tvar

f (x) ∼= f (x0) +
∂f

∂x
(x0) (x− x0)

kde parciální derivací f dle x je konkrétní matice A z p°edchozí £ásti 3.3 o EKF vypo£tená
v bod¥ x0 a tedy

f (x) ∼= Ax+ (f (x0)−Ax0) = Ax+ γ

kde vektor γ p°edstavuje konstantní £len (nezávisí na x) a p°edchozí rovnice tedy není
homogenní, jak bychom pot°ebovali jako výsledek linearizace pro rovnici (2.1). Proto
tedy zv¥t²íme velikost matice A o 1 (o jeden sloupec a °ádek) a stejn¥ tak zv¥t²íme i
velikost stav o 1 (p°idáme konstantu) a p°edchozí rovnici získáme ve tvaru(

f (x)
1

)
∼= A

(
x
1

)
kde

A =

[
A (f (x0)−Ax0)
0 1

]
p°i£emº 0 zde ozna£uje nulový °ádkový vektor vhodné velikosti. Tímto postupem lze jiº
získat poºadovaný lineární popis systému (2.1), který sou£asn¥ zohled¬uje i konstantní
£leny.

3.6.1 Matice pro LQ pro stejné induk£nosti

Pro p°ípad plného stavu je matice At dána vztahem (3.4), kde jako hodnoty odhadu sta-
vových veli£in (sloºek vektoru x̂t) pouºijeme hodnoty bodu x0, ve kterém linearizujeme.
Konstantní £len γ = f (x0)−Atx0 tedy vypo£teme jako

γ =


−bω0ϑ0 cosϑ0

−bω0ϑ0 sinϑ0

eϑ0 (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0)
0


kde dolní index 0 nezna£í nulový £as, ale bod linearizace x0. Matice At vypo£tená v bod¥
x0 (sloºky x0 budou op¥t zna£eny dolním indexem 0) pak je

a 0 b sinϑ0 bω0 cosϑ0 −bω0ϑ0 cosϑ0

0 a −b cosϑ0 bω0 sinϑ0 −bω0ϑ0 sinϑ0

−e sinϑ0 e cosϑ0 d −e (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0) eϑ0 (ib,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0)
0 0 ∆t 1 0
0 0 0 0 1



40



Matici Bt derivací f(xt, ut) dle vstup· ut lze volit konstantní a £asov¥ nezávislou ve
tvaru

B =


c 0
0 c
0 0
0 0
0 0


protoºe funkce f je ve vstupech u lineární.

3.6.2 Ztrátová funkce

Protoºe chceme vyuºít lineárn¥ kvadratického algoritmu, je t°eba formulovat ztrátovou
funkci jako aditivní a kvadratickou, obecn¥ ve tvaru daném rovnicí (2.2).
Hlavním poºadavkem na systém je dosaºení poºadované hodnoty otá£ek ωt v £ase t.

Vý²e zmín¥ná ztráta (2.2) v²ak vede na °ízení pouze na nulovou hodnotu odpovídající
ω ≡ 0, pro °ízení na nenulové poºadované otá£ky je t°eba modi�kovat stav systému a
zavést substituci

ψt = ωt − ωt
a veli£inu ψ pak jiº °ídíme na nulovou hodnotu. Tuto substituci, která závisí na parametru
ω, je t°eba zanést do v²ech rovnic. Ve stavu systému veli£ina ψt nahradí veli£inu ωt. Dále
je t°eba zahrnout i v²echny konstantní £leny, které v d·sledku substituce vzniknou.
Penaliza£ní matici stavu systému v (2.2) budeme uvaºovat nezávislou na £ase Qt = Q

pro v²echna t a ve tvaru

Q =


0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 q 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 (3.6)

kde q je pevn¥ zvolená konstanta a matice Q má jiº rozm¥r 5×5, protoºe byl stav roz²í°en
o konstantní £len v d·sledku linearizace. Koncovou matici QT budeme uvaºovat nulovou.
Dal²ím poºadavkem je omezení na nap¥tí � vstupy do systému, vyjád°ené pomocí

maximálního nap¥tí Umax, které je schopen poskytnout napájecí zdroj. Toto omezení
m·ºeme zasat jako

‖ut‖ ≤ Umax (3.7)

p°ípadn¥ jako omezení na kaºdou sloºku vektoru ut zvlá²´. Tuto podmínku lze také
povaºovat za de�nici mnoºiny p°ípustných °ízení Ut v £ase t, viz (odkaz). poºadavek
nelze p°ímo zapsat jako kvadratickou funkci a proto je t°eba vhodn¥ zvolit matici Rt v
(2.2) aby dostate£n¥ penalizovala p°íli² velké hodnoty °ízení ut a dále po£ítat s tím, ºe
p°i p°esaºení hodnoty Umax dojde k o°ezu. Výb¥r vhodných hodnot do matice Rt byl
°e²en experimentáln¥ a bude mu v¥nována pozornost v £ásti zabývající se experimenty
(odkaz).
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Substituované rovnice

V d·sledku substituce ψt = ωt − ωt se rovnice (3.1) zm¥ní na

iα,t+1 = aiα,t + b (ψt + ωt) sinϑt + cuα,t

iβ,t+1 = aiβ,t − b (ψt + ωt) cosϑt + cuβ,t (3.8)

ψt+1 = dψt + e (ib,t cosϑt − iα,t sinϑt)

ϑt+1 = ϑt + ∆t (ψt + ωt)

p°edpokládáme-li, ºe pro pro poºadované otá£ky ω platí ωt+1 = dωt.
Derivováním t¥chto rovnic dle nového stavu (substituovaného) (iα,t, iβ,t, ψt, ϑt)

T zís-
káme matici

At =


a 0 b sinϑt b (ψt + ωt) cosϑt
0 a −b cosϑt b (ψt + ωt) sinϑt

−e sinϑt e cosϑt d −e (iβ,t sinϑt + iα,t cosϑt)
0 0 ∆t 1


která je hodnotov¥ stejná s maticí At získanou v £ásti 3.3 týkající se EKF na základ¥
p·vodního nesubstituovaného stavu (tj. s x(3) = ω).
Konstantní £len γ = f (x0)−Atx0 je v²ak jiº jiný a závisí na hodnot¥ ωt, která do n¥j

vstupuje jako £asov¥ prom¥nný parametr.

γωt =


−bω0ϑ0 cosϑ0 + bωt sinϑ0

−bω0ϑ0 sinϑ0 − bωt cosϑ0

eϑ0 (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0)
∆tωt


Výsledná matice At je pak ve tvaru


a 0 b sinϑ0 bω0 cosϑ0 −bω0ϑ0 cosϑ0 + bωt sinϑ0

0 a −b cosϑ0 bω0 sinϑ0 −bω0ϑ0 sinϑ0 − bωt cosϑ0

−e sinϑ0 e cosϑ0 d −e (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0) eϑ0 (iβ,0 sinϑ0 + iα,0 cosϑ0)
0 0 ∆t 1 ∆tωt
0 0 0 0 1


3.6.3 LQ °ízení pro redukovaný model

Pro redukovaný systém samoz°ejm¥ platí v²e uvedené v p°edchozím odstavci, °ízení je
ale komplikovan¥j²í, protoºe ve funkci popisující vývoj systému explicitn¥ nevystupuje
°ízení ut. Je tedy t°eba vhodným zp·sobem tento problém vy°e²it. Jednou z moºností
je z°et¥zení dvou LQ regulátory. V prvním kroku povaºovat za °ízení proudy iα,β a tedy
tento první regulátor by na výstupu generoval poºadované proudy iα,β . Druhý regulátor
by pak na základ¥ rovnic pro vývoj proud· a referen£ních hodnot proud· iα,β nalezl
°ízení uα,β .
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Matice pro redukovaný model

Protoºe ve funkci f (xt, yt) v rovnicích (??) a (??) explicitn¥ nevystupuje °ízení ut, je
t°eba zvolit trochu odli²ný p°ístup, neº pro plný model. �ízení budeme navrhovat ve
dvou krocích. V prvním kroku budeme p°edpokládat, ºe vstupem jsou proudy iαβ a
lineárn¥ kvadratický algoritmus bude na svém výstupu produkovat poºadované hodnoty
t¥chto proud· iαβ . V dal²ím kroku druhý lineárn¥ kvadratický algoritmus na základ¥
poºadovaných proud· iαβ jiº navrhne hodnotu nap¥tí uαβ .
Dále provedeme je²t¥ drobné zjednodu²ení a funkci f (xt, yt) rozd¥líme na dv¥ £ásti

f (xt, yt) =

(
dωt

ϑt + ∆tωt

)
+

(
e (ib,t cosϑt − iα,t sinϑt)

0

)
Matici At pak poloºíme rovnou první maticí první, lineární, £ásti systému

A =

[
d 0

∆t 1

]
a matici Bt pak získáme linearizací druhé £ásti jako

Bt =

[
−e sinϑt e cosϑt

0 0

]
Tento postup neodpovídá p°esn¥ postupu odvození derivací uºitému pro plný stav. Jeho
výhodou v²ak je, ºe jiº není t°eba p°idávat konstantní £leny jako d·sledek linearizace.
Snadn¥ji se také zahrne poºadavek na nenulovou referen£ní hodnotu ω. Následn¥ je uºito
lineárn¥ kvadratického algoritmu s vý²e popsanými maticemi.
Ve druhém kroku pak na základ¥ referen£ních hodnot proud· iαβ nalezneme poºado-

vané °ízení uαβ . Vyuºijeme k tomu rovnic pro funkci h(xt, yt, ut) viz (??)

h(xt, yt, ut) =

(
aiα,t + bωt sinϑt + cuα,t
aiβ,t − bωt cosϑt + cuβ,t

)
které jsou v proudech iαβ i nap¥tích uαβ lineární a lze op¥t pouºít lineárn¥ kvadratický

algoritmus. �leny ±bωt
sin
cos

ϑt zde pak vystupují jako konstanty a projeví se jako korekce

vynásobená konstantou 1
c ode£tená od výsledku.

3.6.4 Roz²í°ení pro penalizaci p°ír·stk· nap¥tí

Kdyº chceme p°idat je²t¥ omezení na velikost zm¥ny vstup· |ut+1 − ut| coº m·ºe v n¥kte-
rých p°ípadech vylep²it chování LQG algoritmu, lze tak u£init p°idáním dal²ího £lenu do
ztrátové funkce. Tento £len budeme volit op¥t kvadratický a to ve tvaru (ut − ut−1)T St (ut − ut−1).
Penaliza£ní matice St budem op¥t, jako matice Rt, nalezena experimentáln¥. Takovýto
£len ale ve standartní ztrátové funkci LQ °ízení nevystupuje a jeho p°idání jiº není tak
snadné. P°i implementaci takto modi�kovaného algoritmu bylo uºito návrhu LQ °ízení,
zaloºeného na maticovém QR rozkladu.
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Rozdíl v sou°adných soustavách

PMSM se ztrátovou funkcí penalizující p°ír·stky °ízení ve tvaru

T−1∑
t=0

(
(xt − xt)T Q (xt − xt) + uTt Rut + (ut − ut−1)T S (ut − ut−1)

)
respektive se z ní výcházející ztrátovou funkcí pro návrh vyuºívající hyperstav (tj. navíc
penalizace Pω). Uvaºované °ízení ut jsou v osách α− β a penaliza£ní matice jsou

R = diag(r, r)

S = diag(rd, rd)

V osách d − q je ztrátová funkce je formáln¥ shodná s tím rozdílem, ºe matice R a
S závisejí na £ase a vyjad°ují penalizaci v osách d − q a hodnota diagonálních prvk· je
r·zná. Tedy

Rdq = diag(rd, rq)

a následn¥ pak

Rαβt =

[
cosϑt − sinϑt
sinϑt cosϑt

]
Rdq

[
cosϑt sinϑt
− sinϑt cosϑt

]
kde se jako úhel ϑt pouºije jeho odhad v £ase t. Analogický vztah platí pro penalizaci
p°ír·stk· (matice Sdq a Sαβt ).

3.6.5 LQ °ízení v d− q

Postup je anlogický jako v p°ípad¥ pro α − β sou°adnice. Vyjdeme z rovnic pro stejné
induk£nosti

id,t+1 =

(
1− Rs

Ls
∆t

)
id,t + ∆t · iq,tωt +

∆t

Ls
ud,t,

iq,t+1 =

(
1− Rs

Ls
∆t

)
iq,t −∆t · id,tωt −

ψpm∆t

Ls
ωt +

∆t

Ls
uq,t,

ωt+1 =
(

1− B

J
∆t

)
ωt + ∆t

kpp
2
pψpm

J
iq,t −

pp
J
TL∆t,

ϑt+1 = ϑt + ωt∆t,

pro zjednodu²ení pouºijeme stejné ozna£ení konstant: a = 1− Rs
Ls

∆t, b =
ψpm

Ls
∆t, c = ∆t

Ls
,

d = 1 − B
J ∆t, e =

kpp2pψpm

J ∆t. Zát¥ºný moment op¥t p°edpokládáme nulový TL = 0.
Získáme rovnice ve tvaru

id,t+1 = aid,t + ∆t · iq,tωt + cud,t,

iq,t+1 = aiq,t −∆t · id,tωt − bωt + cuq,t, (3.9)

ωt+1 = dωt + eiq,t,

ϑt+1 = ϑt + ωt∆t.
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Tento tvar rovnic je z hlediska linearizece daleko p°ízniv¥j²í, protoºe jedinými neline-
árními £leny jsou ±∆t · iq,dω. Problematika t¥chto dvou £len· byla jiº nastín¥na v £ásti
??, kde v rovnici (??) jsou tyto £leny zarámovány. P°i jistém po°adí úprav (které ale
není zcela korektní) tyto £leny nevzniknou a je tedy namíst¥ otázka, co se stane, kdyº je
zanedbáme. Pak by systém byl lineární, matici °ízení L by bylo moºno p°edpo£ítat a celý
návrh °ízení by se usnadnil a hlavn¥ urychlil. Jestli je v²ak moºné tyto £leny zanedbat
a jaké to má d·sledky bude ukázáno dále jako výsledek simulací. Z tohoto d·vodu zde
bude uvedena i verze matic pro systém PMSM bez t¥chto £len·.
Je²t¥ je t°eba upozornit na d·leºitý detail. Na první pohled by se mohlo zdát, ºe jsme

z rovnic kompletn¥ odstranili závislost na úhlu nato£ení ϑ a nepot°ebujeme jej tedy znát.
To v²ak není pravda, závislost tam stále je, i kdyº skrytá. M¥°ení výstupu i poskytování
vstupu do systému probíhá v sou°adné soustav¥ α−β, kdyº navrhujeme °ízení v soustav¥
d − q je samoz°ejm¥ t°eba provést transformaci a pak inverzní transformaci zp¥t. Tyto
transformace byly popsány v £ásti ?? a z°ejm¥ závisí práv¥ na úhlu nato£ení ϑ.
Ztrátovou funkci budeme uvaºovat stejnou jako v p°edchozím p°ípad¥ pro α − β a

stav rovnou roz²í°íme o referen£ní signál na xt = (id,t, iq,t, ψt, ϑt, ωt). Vektor °ízení je
ut = (ud,t, uq,t). Matice pro systém p°i neuvaºování £len· ±∆t · iq,dω jsou následující:

A =


a 0 0 0 0
0 a −b 0 −b
0 e d 0 d− 1
0 0 ∆t 1 ∆t
0 0 0 0 1

 ,

B =


c 0
0 c
0 0
0 0
0 0

 .
Kdyº £leny ±∆t · iq,dω uvaºovat budeme, je t°eba provést linearizaci a matice At pak jiº
nebude konstantní

At =


a ∆t · ω ∆t · iq 0 ∆t · iq

−∆t · ω a −∆t · id − b 0 −∆t · id − b
0 e d 0 d− 1
0 0 ∆t 1 ∆t
0 0 0 0 1

 . (3.10)

Matice B z·stává stejná.
Analogicky jako u LQ °ízení v α − β se na základ¥ simulací ukazuje, ºe v p°ípad¥

uvaºování ±∆t · iq,dω poskytuje lep²í výsledky neºli matice (3.10) její upravená verze
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vzniklá zanedbáním n¥kterých £len·. To vede na matici

At =


a ∆t · ω 0 0 0

−∆t · ω a −b 0 −b
0 e d 0 d− 1
0 0 ∆t 1 ∆t
0 0 0 0 1

 .

3.7 Injektáº (nutno p°epracovat)

V této £ásti bude popsán jednoduchý návrh °ízení vyuºívajícího injektáºí. Jedná se o
velmi základní návrh, který trpí n¥kterými nedostatky, p°edev²ím p°i zpracování výstup-
ního signálu a analýze v n¥m modulované informace. Dále je tento postup implementován
pouze jako simulace v Matlabu. Implementace v simulátoru naráºí na celou °adu potíºí,
p°edev²ím pot°ebu zpracovávat inforamci ze signálu je²t¥ p°ed vstupem do estimátoru
(pouºívaný je EKF).
Základní my²lenka je následující: Pomocí techniky injektáºí se nepoda°ilo získat dosta-

te£n¥ kvalitní odhad úhlu nato£ení ϑ, aby byl pouºit p°ímo pro °ízení. Je tedy uºíváno
sou£asn¥ i EKF, kdy odhad ϑ z injektáºe slouºí jako dal²í zdroj informace pro EKF. Kom-
pletní odhad stavu pro °ízení pak poskytuje EKF. Jako °ízení je vyuºíváno LQ °ízení v
d− q sou°adné soustav¥.
Celý proces pak probíhá tak, ºe k °ízení navrºenému LQ regulátorem je p°idáván

vysokofrekven£ní signál do estimované d osy. Toto °ízení je p°ivedeno na vstup PMSM
a na jeho výstupu jsou m¥°eny proudy. Z proudu v estimované q ose je ur£en odhad ϑ
pomocí násobení p·vodním vysokofrekven£ním signálem a následnou aplikací low-pass
�ltru. Odhad ϑ je spolu s výstupy PMSM yα a yβ dodán roz²í°enému Kalmanovu �ltru,
který pak poskytuje odhad v²ech stavových veli£in. Ty jsou pouºity pro návrh °ízení v
dal²ím kroku. P°edpokládáme tedy m¥°ení ve tvaru yt = (iα,t, iβ,t, ϑ)T .
V¥t²í £ást zde pouºívaných algoritm· (LQ, EKF) jiº byla popsána vý²e v textu, proto

zde uvedeme pouze p°ípadné zm¥ny. M¥ní se matice C a R pro EKF:

C =

 1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
0 0 0 1 0

 ,
R =

 r 0 0
0 r 0
0 0 rϑ

 .
3.7.1 Zpracování signálu

Jak bylo uvedeno v £ásti ??, je pro správnou funkci injektáºí nutné splnit podmínku
Ld 6= Lq. Z tohoto d·vodu je t°eba upravit i samotný simulátor a zaloºit jej na rovnicích
(??) a (??), které uvaºují r·zné induk£nosti. Pro jednodu²²í zpracování byly zvoleny
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induk£nosti

Ld = 1.5Ls,

Lq = Ls.

Tato volba samoz°ejm¥ neodpovídá SMPMSM, kde je rozdíl induk£ností v osách d a q
velmi malý. Zde uºité hodnoty jsou voleny pro usnadn¥ní návrhu.
Vysokofrekven£ní signál uºitý pro injektáº byl zvolen jako kosinový signál o amplitud¥

10V a frekvenci 500Hz. Volba velikosti amplitudy je op¥t komplikovanou záleºitostí.
Obecn¥ platí, ºe v¥t²í amplituda umoºní snadn¥j²í zpracování signálu, p°edev²ím z d·-
vodu v¥t²ího odstupu signálu od ²umu. Naopak ale v¥t²í amplituda zp·sobuje i v¥t²í ru-
²ení v samotném PMSM. Obvykle je v injektáºních technikách uºívána amplituda men²í,
zde zvolená hodnota je vy²²í aby op¥t usnadnila zpracování. Dal²ím problémem m·ºe
být, ºe zde p°edkládaný návrh amplitudu nijak neomezuje s rostoucími otá£kami, stále je
tedy injektován signál o stejné amplitud¥. To by se mohlo negativn¥ projevit p°i vy²²ích
otá£kách.
Asi nejv¥t²í komplikací tohoto p°ístupu, ale i injektáºí obecn¥ je vhodný návrh low-pass

�ltru. Pouºívá se k získání amplitudov¥ modulované informace o poloze rotoru. Návrh
�ltr· je obecn¥ netriviální záleºitostí a m·ºe mít zna£ný dopad na kvalitu výsledného
odhadu ϑ. Zde pouºívaný �ltr je velmi jednoduchý a zaloºený na klouzavých pr·m¥rech.
Poskytované výsledky tedy nejsou p°íli² dobré.
Informace o poloze rotoru je amplitudov¥ modulovaná na nosné vysoké frekvenci v q

sloºce m¥°eného proudu. Není v²ak modulována p°ímo hodnota ϑ ale veli£ina

Vhf
ωhf

Lq − Ld
2LdLq

sin 2θ,

kde Vhf p°edstavuje amplitudu a ωhf úhlovou frekvenci vysokofrekven£ního signálu, θ
je chyba odhadu θ = ϑsys − ϑest. Po získání této informace je tedy t°eba je²t¥ provést
vyd¥lení p°íslu²nou konstantou a ideáln¥ je²t¥ funkci arcsin. Výpo£et arcsin je v²ak ná-
ro£ný a nedává p°íli² dobré výsledky z d·vodu omezení na jeho de�ni£ní obor, proto je
výhodné vyuºít aproximaci sinx ≈ x pro malá x.

3.8 Bikriteriální (nutno p°epracovat a doplnit dal²í verze)

3.8.1 Základní verze

Posledním z implementovaných algoritm· je následující jednoduchý duální návrh. Hlavní
my²lenka je zaloºena na bikriteriální metod¥, viz ??. Její princip je ve stru£nosti takový,
ºe nejd°íve je nalezeno opatrné °ízení. Následn¥ je v jeho okolí hledáno optimální buzení.
Tohoto postupu se ale budeme drºet jen £áste£n¥.
Nalezení opatrného °ízení, které se pod tímto pojmem obvykle rozumí není v p°ípad¥

zde uvaºovaného systému snadné. Proto místo n¥j vyuºijeme op¥t LQ °ízení v d − q
sou°adnicích. Toto není z hlediska bikriteriální metody korektní, zde uvaºovaný postup
je ale my²len jako jednoduchý duální návrh a je pouze jejím jistým p°iblíºením.
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Nyní kolem takto nalezeného °ízení, ozna£me ũ, stanovíme okolí, ve kterém se budeme
snaºit minimalizovat ztrátu pro optimální buzení. Okolí uvaºujeme jako dvourozm¥rný
interval popsaný parametrem ε ve tvaru 〈ũd − ε, ũd + ε〉 × 〈ũq − ε, ũq + ε〉. Pro odhado-
vání stavu je uºit op¥t roz²í°ený Kalman·v �ltr.
Jak jiº bylo uvedeno v kapitole ??, £ím jsou vy²²í otá£ky, tím získáváme lep²í odhad

stavových veli£in ω a ϑ, protoºe na otá£kách p°ímo úm¥rn¥ závisí velikost zp¥tné elek-
tromotorické síly. Na tomto základ¥ m·ºeme uvaºovat, ºe optimální buzení pro PMSM
je takové, které se snaºí maximalizovat otá£ky ω, nebo p°esn¥ji jejich absolutní hodnotu.
P°i maximalizaci otá£ek vyjdeme z rovnic (3.9)

id,t+1 = aid,t + ∆t · iq,tωt + cud,t,

iq,t+1 = aiq,t −∆t · id,tωt − bωt + cuq,t,

ωt+1 = dωt + eiq,t,

ϑt+1 = ϑt + ωt∆t,

kde do t°etí rovnice dosadíme z prvních dvou

ωt+1 = dωt + e (aiq,t−1 −∆t (aid,t−2 + ∆t · iq,t−2ωt−2 + cud,t−2)ωt−1 − bωt−1 + cuq,t−1) .
(3.11)

Dosazovat by ²lo samoz°ejm¥ dále, ale jiº te¤ je vid¥t, jak je vhodné volit ud a uq.
Chceme maximalizovat |ω|, budeme tedy volit °ízení u na okraji intervalu kolem ũ. Je
t°eba rozli²it kladné a záporné otá£ky, z rovnice (3.11) získáváme pro uq volbu stejného
znaménka jako pro ω a pro ud znaménko opa£né. Výsledné °ízení je tedy

ud = ũd − ε signω,

uq = ũq + ε signω.

Tento postup je relativn¥ jednoduchou modi�kací p°edchozího LQ algoritmu, ale jak
ukazují simulace, m·ºe p°inést zna£nou výhodu p°i ur£ování po£áte£ního nato£ení rotoru.

3.8.2 Dal²í verze bikriteriální metody

3.9 Hyperstav

3.9.1 Bellmanova funkce

Jak bylo jiº uvedeno v odstavci 2.4.3, vyuºití hyperstavu umoº¬uje °ídícímu algoritmu
pracovat krom¥ odhadu stavu i s odhadem jeho kovariance. Pro£ se toto m·ºe jevit
obzvlá²t¥ výhodným ilustrují následující vztahy týkající se Bellmanovi funkce. Z tohoto
d·vodu je následující odstavec za°azen je²t¥ p°ed samotný popis hyperstavu.
Cílem °ídícího algoritmu je minimalizovat ztrátovou funkci uvaºovanou ve tvaru (2.2).

Klasickým postupem pro nalezení optimálního °e²ení této úlohy je uºítí Bellmanovy
funkce a algoritmu dynamického programování:
V koncovém £ase T poloºíme

VT (xT ) = 0 (3.12)
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a dále po£ítáme zp¥t v £ase

Vt−1 (xt−1, ut−1) = min
ut−1∈Ut−1

E
{
xTt Qtxt + uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

}
(3.13)

pro t od T − 1 do 1, kde st°ední hodnota je podmín¥na It, které reprezentuje sou£asn¥
dostupnou informaci o systému zahrnující v²echna m¥°ení a °ídící vstupy do £asu t.
Uvaºovanou kvadratickou ztrátu za jeden £asový krok

xTt Qtxt + uTt Rtut

p°í konkrétní volb¥ matice Q ve tvaru (3.6) p°ejde na

q
(
x

(3)
t − ωt

)
+ uTt Rtut

kde horní index v závorce zna£í sloºku vektoru. Pak je moºno rovnici (3.13) dále zjedno-
du²it

Vt−1 (xt−1, ut−1)=min
ut−1

E
{
xTt Qtxt + uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

}
= min
ut−1

(
E
{
q
(
x

(3)
t − ωt

)}
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
=min
ut−1

(
qE

{(
x

(3)
t

)2
+ ω2

t + 2x
(3)
t ωt

}
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
(3.14)

= min
ut−1

(
q

(
E

{(
x

(3)
t

)2
}

+ E
{
ω2
t

}
+ E

{
2x

(3)
t ωt

})
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
= min
ut−1

(
q

((
x̂

(3)
t

)2
+ Var

(
x

(3)
t

)
+ ω2

t + 2x̂
(3)
t ωt

)
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
= min
ut−1

(
q
(
x̂

(3)
t − ωt

)
+ qVar

(
x

(3)
t

)
+ E

{
uTt Rtut + Vt (xt, ut) | It

})
kde x̂ ozna£uje st°ední hodnotu x a dále jsme vyuºili toho, ºe ωt je daný parametr a
tedy je pro výpo£et st°ední hodnoty konstantou a vztahu Var (x) = E

{
x2
}
− (E {x})2.

Tedy ve výpo£tu Bellmanovy funkce V v rovnici (3.13) m·ºeme náhodnou veli£inu xt
nahradit její st°ední hodnotou x̂t, kdyº navíc zahrneme do rovnice varianci t°etí sloºky
xt, tj. varianci otá£ek stroje.

3.9.2 Hyperstav

Následující postup s hyperstavem vychází z [22]. V tomto £lánku je v²ak narozdíl od
následujícího postupu pouºíván spojitý £as.
Jedná se o analogii s LQG v p°edchozí £ásti, s tím rozdílem, ºe pouºijem EKF al-

goritmus v jistém smyslu jakoby dvakrát. Protoºe tímto p°ístupem jiº zna£n¥ nar·stá
dimenzionalita úlohy je z výpo£etních d·vod· výhodn¥j²í uºití redukovaného modelu, i
p°es komplikace, které zp·sobuje p°i °ízení.
Vyjdeme z redukovaného stavu

xt = (ωt, ϑt)
T
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a na n¥j formáln¥ aplikujeme EKF. Tím získáme, krom¥ odhadu stavu xt i odhad jeho
variance v podob¥ matice

P =

[
Pω Pωϑ
Pωϑ Pϑ

]
a sou£asn¥ rovnice EKF (1.19) a (1.20) p°edstavují p°edpis pro výpo£et P :

P = APAT + V

S = CPCT +W

K = PCTS−1 (3.15)

P+ = (I −KC)P

kde jsou z d·vodu jednodu²²ího zápisu vynechány £asové indexy t a místo nic je uºit
horní index + pro hodnotu v následujícím £ase t+ 1.
Nyní de�nujeme hyperstav ξt v £ase t jako

ξt = (ωt, ϑt, Pω, Pωϑ, Pϑ)T

Na hyperstav jiº aplikujeme algoritmus pro LQG, jak byl popsán v p°edchozí £ásti.
Problém v²ak p°edstavuje nalezení matice derivací A, protoºe je t°eba derivovat maticové
rovnice pro výpo£et EKF (3.15) na stavu x. Jedním ze zp·sob· jak je to moºné provést
je derivovat kaºdou z rovnic (3.15) dle jednotlivých sloºek vektoru hyperstavu ξ:

∂P

∂ξi
=

∂A

∂ξi
PAT +A

∂P

∂ξi
AT +AP

∂AT

∂ξi

∂S

∂ξi
=

∂C

∂ξi
PCT + C

∂P

∂ξi
CT + CP

∂CT

∂ξi

∂K

∂ξi
=

∂P

∂ξi
CTS−1 + P

∂CT

∂ξi
S−1 − PCTS−1 ∂S

∂ξi
S−1 (3.16)

∂P+

∂ξi
=

∂P

∂ξi
− ∂K

∂ξi
CP −K∂C

∂ξi
P −KC∂P

∂ξi

kde ∂
∂ξi

p°edstavuje zápis derivace dle i-té sloºky vektoru ξ a matice V a W uvaºujeme
jako konstanty v ξ. Matice linearizovaného vývoje hyperstavu Ahyp bude mít nyní blokový
tvar

Ahyp =

[
A1 A2 0 0 0(

∂P+

∂ω

)sl (
∂P+

∂ϑ

)sl (
∂P+

∂Pω

)sl (
∂P+

∂Pωϑ

)sl (
∂P+

∂Pϑ

)sl ]
kde Ai p°edstavuje i-tý sloupec matice A, zápis 0 je sloupec nul vhodné délky a parciální

derivace P+ dle sloºky ξi v závorce s horním indexem sl
(
∂P+

∂ξi

)sl
je my²lena v tom smyslu,

ºe po vypo£tení p°íslu²né derivace ∂P+

∂ξi
z rovnice (3.16) jsou z této matice vybrány 3 z
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jejích 4 prvk· tvo°ící horní nebo dolní trojúhelník a zapísány ve smyslu tvorby vektoru
hyperstavu do sloupce:

∂P+

∂ξi
=

 ∂P+
ω

∂ξi

∂P+
ωϑ

∂ξi
∂P+

ωϑ
∂ξi

∂P+
ϑ

∂ξi


(
∂P+

∂ξi

)sl
=
(

∂P+
ω

∂ξi

∂P+
ωϑ

∂ξi

∂P+
ϑ

∂ξi

)T
Matici Ahyp vzniklou p°edchozím postupem jiº m·ºeme pouºít v algoritmu EKF pro

hyperstav. Jako matici pozorování Chyp pouºijeme p·vodní matici C pouze dopln¥nou
nulami na vhodný rozm¥r. Pro lineárn¥ kvadratické °ízení platí op¥t totéº, co pro jedno-
duché (tj. bez hyperstavu) a matici Ahyp je tedy t°eba roz²í°it zahrnutím konstantních
£len·, dále je t°eba o²et°it substitucí °ízení na nenulové poºadované otá£ky ω.
Protoºe uvaºujeme redukovaný model je t°eba uºít z°et¥zení dvou LQ regulátor·. Vý-

hodou vyuºití hyperstavu ale je, ºe máme k dispozici i odhady variancí P p·vodního
stavu a tedy je moºno zahrnout do kritéria nap°íklad penalizaci Pω, která vystupuje v
Bellmanov¥ funkci viz vzorec (3.14).

3.9.3 Plný model

Analogicky lze postupovat i pro plný model, v²echny odpovídající matice v²ak budou
v¥t²í, protoºe velikost hyperstavu nar·stá °ádov¥ kvadraticky.
Tedy pro stav

xt = (iα,t, iβ,t, ωt, ϑt)
T

vypo£teme z rovnic pro EKF kovarian£ní matici

P =


P5 P6 P8 P11

P6 P7 P9 P12

P8 P9 P10 P13

P11 P12 P13 P14


a de�nujeme hyperstav ξt v £ase t jako

ξt = (iα,t, iβ,t, ωt, ϑt, P5, P6, P7, P8, P9, P10, P11, P12, P13, P14)T

Rovnice pro výpo£et matice P , a tedy i jejích prvk· Pi, jsou formáln¥ shodné s rovnicemi
pro redukovaný model, pouze rozm¥ry vystupujících matic jsou v¥t²í. A matice Ahyp je
ve tvaru

Ahyp =

 A 0(
∂P+

∂ξi

)sl
i∈{1...14}


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4 Provedené experimenty

• vyhodnocení PCRB

• po£áte£ní rozjezd � r·zné chyby po£áte£ního odhadu

• extrémní otá£ky � kam aº to p·jde

• nulové otá£ky � pro�l konstantní 0

• nízké otá£ky: +-1 trojúhelníky a lichob¥ºníky

• pr·chody 0: +-10 trojúhelníky a lichob¥ºníky

• vysoké otá£ky: +-200 trojúhelníky a lichob¥ºníky
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Obrázek 4.1: P°íklad pro�l· poºadovaných otá£ek na £asovém horizontu 15s s amplitudou
10 rad/s: naho°e trojúhleníky a dole lichob¥ºníky
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