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Uvod

V technické praxi, stejné jako bézném zivoté, jsme nuceni délat rozhodnuti. At uz
se jedné o Tizeni vyrobni linky ¢ hledani optidlniho spojeni mezi dvéma misty,
nase rozhodnuti vychazeji ze znalosti, které o svété mame. Chceme-li ¢init Gspésné
rozhodnuti, je t¥eba vytesit dvé tlohy: 1) fizeny objekt co nejlépe poznat a 2) doséa-
nout cile, ktery jsme si vytyc¢ili. Tyto dva tkoly jsou vsak vétsinou v rozporu: systém
se nejlépe pozné, kdyz se nechova podle nasich pozadavki. V realném svété navic
existuji ndhodné jevy, poruchy a nepredpovidané situace, které jednotné nazyvame
neurcitosti. Tato skutecnost zpisobuje, Ze nase znalost systému nebude nikdy dokon-
ala.

Za ucelem fizeni systémi, které jsou bud natolik slozité, ze jejich deterministicky
popis je nemozny, nebo obsahujicich nahodné prvky jiz ze své podstaty, vzniklo
stochastické tizeni, nebo-li optimalni fizeni za neurcitosti. Cilem stochastického
fizeni je minimalizovat velikost odchylek systému od pozadovaného stavu optimal-
izaci Fidicich zasahi.

Jeden z pristupt k feSeni tohoto probému je dynamické programovéni, které navrhl
americky matematik Richard Bellman||. Jedna se o metodu, kterd s vyuzitim zpét-
ného chodu minimalizuje hodnotu oc¢ekavané ztatové funkce. Tento pristup ma an-
alytické TeSeni pouze v pripadé znalosti vSech parametri systému. V Sedesatych
letech 20. stoleti navrhl Alexander Aronovich Feldbaum reSeni pouzitim takzvaného
duélniho fizeni. Hlavni myslenkou tohoto ptistupu bylo, ze fizeni musi nejen mini-
malizovat aktualni ztratu, ale rovnéz musi ziskat o systému co nejvice informaci pro
minimalizaci budoucich ztrat.

Priméa aplikace tohoto postupu je vsak bohuzel i u pomérné jednoduchych znac¢né
komplikovana slozitosti vypoctu. K feseni tlohy je proto vhodné pozit aproximacnich
metod.

Tato bakalarska prace si klade nasledujici cile

e Formulace tlohy stochastického Fizeni
e Reseni dlohy stochastického tizeni pomoci dualniho Fizeni

e Predstaveni n¢kterych aproximac¢nich pfistupt k duélnimu fizeni, zejména pak
stochastického iterativniho dynamického programovani



e Aplixace duélniho fizeni k nalezeni optiméalni strategie na jednoduchém sys-
tému

e Porovnéani uvedenych aproximacnich piistupt na jednoduchém systému



Kapitola 1

Uloha stochastického Fizeni

1.1 Formulace tlohy stochastického rizeni

Ustfednim pojmem v teorii fizeni je systém. Systém je ast svéta, kterou chceme
poznat ¢ ridit. Informace o stavu sytému ziskdvame prostrednictvim jeho vystupii.
Rizeni, tj. ovliviiovani stavu systému, mizeme provadét vstupt. V této praci budeme
predpokladat, ze vystupy charakterizuji stav systému tplné. To nemusi byt obecné
pravda, postup pfi fizeni s nedokonalymi informacemi o stavu systému je uveden
napiiklad v [|. Obecné se da ukazat, ze tloha s Fizeni systému s netiplnymi informa-
cemi o stavu se da ekvivalentné transformovat na tlohu fizeni systému s tplnymi
informacemi o stavu.

Budeme-li predpokladat diskrétni povahu ¢asu miizeme systém v ¢asovéme okamziku
t popsat systémem rovnic

Tit1 :fk<xt7ut7wt)7 t20717"'7N_17 (11)
kde x; je vystup v ¢ase t, u; je vstup v ¢ase t a w; je ndhodné veli¢ina.

Dale mame predepsanou ztratovou funkei

g(l'o,...,.CEN,U(),...,UN_l,wg,...,’LUN_l) (12)

Posloupnosti fidicich strategii @ = {uo,...,un_1} budeme rozumét posloupnost
zobrazeni

,Ut(mt) = U¢ t:O,l,...,N—l, (13)

Pro danou ridici strategii oznacme ocekavanou ztratu jako

Jr(x0) =
E {g(ZL‘Q ..., TN, [1,()(1'0), ce ,ILLN_l(ZL'N_l), W,y - - - ,U}N_l)} (14)

wo,--- WN —1

Ulohou je potom najit takovou 7*, pro kterou plati

I (x0) = 21611[[1 Jr(x0) (1.5)

4



Celkové se tedy jedna o optimaliza¢ni tlohu nalézt takovou posloupnost funkei (1.3),
kterd minimalizuje o¢ekavanou ztratovu (1.4) za podminek (1.1).

1.2 Pouziti dynamického programovani pri reSeni
ulohy stochastického rizeni s aditivni ztratou

Ulohu stochastického fizeni tak, jak byla definovana v predchozi ¢asti, nelze obecné
resit. Je tedy potfeba tilohu néjak blize specifikovat. V tomto sméru je mozné omezit
se na néjaky specialni tvar ztratové funkce (1.4). Jako vhodné FeSeni se ukazuje
uvazovat tzv. aditivni tvar ztratové funkce, tedy ze existuji funkce g; takové, ze
muzZeme psat

N-1

9(3307 ceey TN, UQy -+, UN—1, W, - - . 7wN—1> = gN(xN) + Z gt(mtauhwt) (16)
t=0

Ocekavanou ztratu (1.4) tedy muzeme piepsat do tvaru

W0,...,WN —1

Jr(w0) = E {QN TN) + Z Ge(wy, pre(y) wt))} (1.7)

Takto specifikovana uloha se da Fesit pouZitim dynamického programovani [|. Dy-
namické programovéni je pristup k feseni optimalizacnich tloh, na které se mizeme
divat jako na posloupnost rozhodnuti, pro které plati tzv. princip optimality. Ten
1iké, ze optimalni posloupnost rozhodnuti ma tu vlastnost, ze pro libovolny pocatecni
stav a rozhudnuti musi byt vSechna nésledujici rozhodnuti optimalni vzhledem k
vysledktim rozhodnuti prvniho. Dikaz, Ze pro ztratu tvaru (1.6) plati princip opti-
mality je snadny a lze ho nalézt napiiklad v |].

Pri TeSeni ulohy stochastického Tizeni s aditivni ztrdatou je tedy mozné postupovat,
jak je u tloh feSenych pomoci dynamického programovani zvykem. Minimalni hod-
notu stiedni ztraty od okamziku t do N v zavislosti na x; oznac¢ime J;(x;) a mizeme
pro ni psat

JN(.TN) = gN(l'N) (18)
Ji(zy) = min  E {gr(zs, ue, we) + Jep1 (fe(xe, ue, wy)) } t=0,...,N—1 (1.9)

utEU(It) we

Pii feSeni budeme postupovat od konce tidiciho horizontu a postupné hledat J;(z;).
Potom libovolna m = {pug, ..., un_1}, kterd splije systém rovnic

Ji(ze) = E {on(ze, (o), we) + T (flwe, (@), we))t - t=0,...,N—1 (1.10)

je optimalni posloupnost rozhodnuti. Na systém rovnic (1.10) se tedy mizeme divat
jako na implicitni pfedpis pro 7.



Kapitola 2

Suboptimalni pristupy k uloze
stochastického rizeni

2.1 Nutnost prejit k suboptimalnim metodam

Ackoliv dynamického programovéani prinasi vyznamny pokrok v feSeni tlohy stocha-
stického tizeni, analytické feSeni obvykle neni mozné ziskat. V kazdém casovém kroku
se totiz potykame se dvéma obecné obtiznymi problémemy: 1) vypocet stfedni hod-
noty vzhledem k wy a 2) naslednd minimalizace vzhledem k wj. Oba problémy
obecné nemaji analytické feSeni a bez dalsi specifikace tlohy je proto tfeba prejit k
aproximac¢nim metodém.

2.2 Dudalni rizeni

Castou situaci v tloze stochastického Fizeni je, ze systém popsany systémem rovnic
(1.1) obvykle zavisi na néjakém parametru 6, o kterém mame k dispozici pouze
néjakou apriorni informaci. K tispésnému ftizeni je tedy vhodné nejen inimalizovat
aktudlni ztratu, ale rovnéz ziskat o systému co nejvice informaci pro minimalizaci
budoucich ztrat. Tento postup se nazyva dudlni fizeni [ref].

2.2.1 Bayesovské uceni

Primocary postup jak pro parametr 6 ziskat aposteriorni hustotu pravdépodobnosti
f(0]X), je-li k dispozici apriorni hustota pravdépodobnosti f(#) a soubor méreni X,
je aplikace Bayesova vzorce

REON0
TR0 = Ty yan 1

Rekurzivni pouziti vzorce (2.1) pro odhad parametru 6 je postup Bayesovského uceni
[ref].




P1i konkrétnim vypoc¢tu mé vsak tento piistup dvé nevyhody: 1) nikdy neméme
k dispozici f(X|0), ale pouze jeji aproximaci z méfeni X a 2) aposteriorni hustota
pravdépodobnosti nemusi mit analytické vyjadieni, coz jeji pouziti v dalsim vypoctu
komplikuje.

2.2.2 Kalmanuv filtr

Pokud je pfedmétem fizeni systém s gausovkym Sumem, ve kterém neznamé parame-
try vystupuji jako lineani ¢leny situace se zna¢né zjednodusi [ref]. Systém (1.1) ma
v case t tedy tvar

Ti41 = fk(xtu Ut) + At(xt’ut)et + wy (2'2>

, kde Ay(xy,uy) je znAma matice zavisici na predchozim stavu systému a vstupu.
Dale predpokladejme gausovské rozlozeni Sumu w; se znamym rozptylem, gausovské
rozlozeni nezndmého parametru 6 a jejich nekorelovanost, tedy

0, ~ N(0, P,), (23)
wy ~ N(0,Qy), (2.4)
Cov(wy, 6;) = 0. (2.5)

Na zékladé odezvy systému z;,1 a 6; chceme ziskat néjaky novy odhad parametru
0:11. Budeme predpokladat, ze 6;,1 ziskdme lineadrni opravou €; imérnou neurcitosti
v systému. Tedy ze

ét-i—l = ét + Ki(xp1 — fewg,uwg) — Atét) (2.6)

, kde K, je nezndama matice, kterou uré¢ime z pozadavku minimalizace vysledné
matice rozptylu P ;. Pro ni jako funkci K; miizeme psét

Pra(K2) = E[(0 = 0141)(0 — 6111)"]. (2.7)

Dosazenim za 0,41 ze (2.6) a za x; ze (2.2) a tpravou dostaneme (pro libovolnou
matici B budeme pro lepsi ¢itelnost namisto BBT psat zkrdcend B?)

Py (Ky) = Bl(0 — 0: — Ky(wo1 — folme,ue) — Aby))?)
=E[((I — KA)(0 — 6,) — Kw,)?]
= (I — K,A)E[(0 — 0,)%)(I — K, A)" — (I — K, A;) Cov(0,w,) K] —
— K, Cov (0, w,)(I — K, A)" + K, E[w] K] (2.8)

Pouzitim definice P;, Q); a predpokladu Cov (6, w;) = 0 méame
Pia(Ky) = (I — K A)P(I — K A)T + KQu K (2.9)

Protoze pozadujeme minimalni rozptyl odhadu 6,1, uréime K; z rovnice

dtr(P,)
o (2.10)
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K provedenim derivace pouzijeme vzorce*ODVOZENI BUDE ASI AZ V DODATKU*

w = MTNT (2.11)
tr(M g ;{V X70) _ MTOTXN + OMXN. (2.12)
Tim ziskdme linearni rovnici pro K; tvaru
—Pl'A, — PA + KA P K, + KA PK, + 2QK, =0, (2.13)
ktera mé reSeni PA,
K, = m (2.14)

Dosazenim (2.14) do (2.9) po upravé dostaneme
Py = (I - KtAt)Pt (2-15)

Celkove tedy od pivodniho odhadu parametru N (ét, P,) k novéemu N (étH, P1)
prejdeme pomoci

K=——— 2.16
'TATRA +Q (2.16)

étJrl = ét + Ki(xi41 — filwe, we) — Atét> (2.17)
Pt+1 - (] - KtAt)Pt (218)

2.3 Pristupy k dualnimu rizeni

nektere mozne pristupy, jak odhaduji suboptimalni wu,

2.3.1 Certainty equivalecnce control
2.3.2 Metoda separace

2.3.3 SIDP



Kapitola 3

Srovnani suboptimalni pristupi pri
Iizeni jednoduchého systému

3.1 Popis systému
3.2 Transformace systému

3.3 Srovnani jednotlivych pristupti
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