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Seznam pouzitého oznaceni

iLDP iterativni lokalni dynamické programovani
LQG lineané kvadraticky gaussovskeé Fizeni (Linear-Quadratic-Gaussian)
iLQG iterativni LQG

DDP diferencialni dynamické programovani



Uvod

Skutecny svét se nikdy nechovi pfesné podle matematickych rovnic, protoze ty jsou
vzdy jen jakymsi zjednoduSenim nebo pfiblizenim. V redlném svété se vyskytuje mnoho
neznamych veli¢in, poruch, nepfedvidatelnych vlivii a ani naSe méfici pristroje nejsou
presné. Chceme-li efektivné fidit néjaky systém, musime si byt téchto vlivi védomi a
zahrnout je do nasich uvazovani. Situace se v8ak jesté miize zkomplikovat, kdyz jeden
nebo vice parametri nezndme. To muZe nastat z riznych divodu, napiiklad priglusné
¢idlo nebo mé¥ici piistroj nemiizeme nebo nechceme (napftiklad z divodi vysoké ceny)
instalovat a tedy o velikosti pfislusné hodnoty mutZzeme jen usuzovat ze znamych dat.
Jesté slozitéjsi situace nastane, kdyz uvazujeme nezndmy parametr promeénny.

Méame tedy dva cile, musime systém co nejlépe fidit a soucasné se snazit o co nejpres-
néjsi urceni nezndmych parametria. Tyto dva postupy jsou vSak obecné v rozporu, protoze
parametry se nejlépe uréuji, kdyz je systém vybuzen a nechova se optiméalné. Pravé tento
rozpor a nalezeni kompromisu, ktery povede k jeho feseni, je podstatou dualniho fizeni.

Pro pfiblizeni ilustrujme problém na jednoduchém piikladé: Uvazujme elektromotor s
moznosti idit napéti na vstupu motoru a métit prislusné proudy. Jedna se tedy o systém
se dvéma vstupy a dvéma vystupy. Cilem naseho fizeni je dosazeni pozadovanych otacek
rotoru. Ovsem otacky a ani polohu hiidele méfit nemtzeme. Mame o nich vSak znalost v
podobé stiednich hodnot a varianci. Nagi snahou je co nejpiesnéji urcit hodnotu otacek a
polohy hridele a sou¢asné systém fidit tak, abychom dosahly pozadované hodnoty otéacek.
Tyto dvé snahy jsou ale v rozporu, protoZze nejvice informaci o neznamych parametrech
ziskame, kdyz je motor vybuzen. Tedy napiiklad se prudce rozjizdi, brzdi, rychle méni
rychlost nebo kmité, coz se projevuje v proudech, které mame moznost méfit. Ale pravé
vybuzeni motoru je v rozporu se snahou o dobré rizeni, protoze chyba, které se dopustime
je vétsinou nepfijatelnd. Naopak, kdyz se systém snazime fidit, bez dostate¢né znalosti
jeho parametri, s velkou pravdépodobnosti selzeme.

Namétem této bakalaiské prace je algoritmus iterativniho lokdlniho dynamického pro-
gramovdni (iLDP) jako jedna z metod pro FeSeni problému duélniho Fizeni. Algoritmus
byl navrzen a popsan v ¢lanku [7]. Jak uz prozrazuje nazev algoritmu, jedné se o iteracni
metodu. Tedy stru¢né feceno, algoritmus vyjde od néjakého pocatecniho fizeni, které je
ovSem nutno dodat jako apriorni informaci a v cyklech (iteracich) tuto Fidici strategii
vylep8uje, za ucelem ziskani fizeni optimélniho. Dale se jedn& o metodu lokélni, coz v
miizeme jednoduse chépat tak, ze kandidati na ,yvylepSeni“ fizeni jsou vybirani z jistého,
zatim blize nespecifikovaného, okoli ptivodni fidici strategie. Nakonec algoritmus vyuziva
obecné schéma dynamického programovani, které bude blize popsédno v dalsim textu.

Cilem této prace bylo seznamit se s obecnou tématikou dudlniho fizeni a detailnéji
s konkrétnim algoritmem - iterativnim lokdlnim dynamickym programovanim. Nésledné



tento algoritmus implementovat a aplikovat na jednoduchy systém. Otestovat jeho funkénost
a schopnost Fidit a to i v porovnéni s jinymi metodami a algoritmy. Ddle implementovat
algoritmus iLDP pro sloZitéjsi systém blize praktické aplikaci, konkrétné se jednd o syn-
chronni motor s permanentnimi magnety. Opét otestovat funkénost a pripadné srovnat

s dostupniymi vijsledky jinygch 7idicich strategii. Na zékladé ziskanych vysledki posoudit
vyhody a nevyhody algoritmu a jeho pouzitelnost na dalsi tlohy.

Hlavnim pfinosem prace je otestovani vlastnosti algoritmu iLDP na jinych problémech,
nez pro které byla vyvinuta autory. Objeveni kladi a zépora algoritmu a dale diky
srovnani s jinymi algoritmy ziskadni piehledu, pro které praktické aplikace je vhodnéjsi
respektive méné vhodny nez srovnavané metody. Prvotni ocekavani pro srovnani algo-
ritmu iLDP a principu separace jsou, ze iLDP bude pomalejsi co do vypocetniho casu,
av8ak presnost ziskanych vysledki bude lepsi. Déle je o¢ekavana nezanedbatelné zavislost
vysledného fizeni na volbé pouzitych aproximaci a apriorni fidici strategie.
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1 Teorie dualniho rizeni

1.1 Zakladni pojmy

1.1.1 Systém a rizeni
Systém

Zékladnim pojmem, se kterym budeme v textu pracovat je systém. Obdobné jako zak-
ladni pojmy zejména v matematickych védach (bod, mnozina, algoritmus,. .. ), nelze tento
pojem exaktné definovat. Systém si mizeme predstavit jako jisty ,objekt“, Casto bude
reprezentovat objekt skutecného svéta. Hlavni vlastnosti systému je, ze ma zpravidla
jeden nebo vice vstupl, pomoci kterych mu muzeme predavat informaci — fizeni a je-
den nebo vice vystupu, coz jsou hodnyty, které pozorujeme. Co se odehrava uvnitf sys-
tému vsSak obecné nevime. Rizeni, které budeme dodavat systému na vstup bude v textu
znaeno pismenem u. Analogicky bude pismenem y oznaena pozorovani hodnota na
vystupu.

Chovéni systému, to je jakym vystupem reaguje na vstup, popisujeme dle |3] obecné
diferencidlni rovnici respektive soustavou diferencidlnich rovnic vyssich fadd. Jedna se
o takzvany vnéjsi popis. Tento druh popisu, pohlizi na systém ,zvenku“ bez skutecné
znalosti, co se odehrava uvnit systému a jaka je jeho podstata. Vnéjsi popis obvykle
obdrzime p¥i odvozeni modelu systému z fyzikalnich rovnic. Omezeni, které z néj plynou,
se snazime odstranit zavedenim vnitiniho (stavového) popisu, kdy (soustavu) diferenciél-
nich rovnic vyssiho fadu, pfevedeme vhodnou volbou novych proménnych x na soustavu
diferencialnich rovnic prvniho Ffadu. Proménné x oznacujeme jako stavové promeénné.

Rizeni

Nasim tkolem je pro zadany systém nalézt reguldtor, tedy obecné Fizeni u takové,
které dodané na vstup zpiisobi, Ze systém se bude ,chovat podle nagich pozadavki“. To
zpravidla znamend, 7e hodnoty vystupni veli¢iny y dosdhnou (nebo se pfiblizi s danou
presnosti) pozadované hodnoté v podobé referen¢niho signalu, ktery regulator dostava z
vnéjsku a soucasné dodrzi pfedem stanovend omezeni. Prace je ovSem zaméfena na fizeni
slozitéjsich systému, u kterych jeden nebo vice parametri nezname piesné. Tedy néktery
(vice) z koeficientii v rovnicich popisujicich systém neni zndm. Mame vSak o ném jistou
statistickou informaci v podobé jeho oc¢ekavané hodnoty a variance. Dale je-li systém ne-
linedrni, jsou vysledné rovnice p#lis slozité a tedy analyticky nefeSitelné. Pro numerické
FeSeni, jsou rovnice systému zpravidla prevadény do diskrétniho tvaru.

Rizeni obecné délime podle [3] na dva typy: Primovazebni Fizeni uzivame v p¥ipadg,
kde je k dispozici presny matematicky model systému a je vyloucen vyskyt neurcitosti.
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Toto Fizeni nevyuziva zadné zpétné informace od systému a regulator pracuje pouze s ref-
eren¢nim signélem. Naproti tomu zpétnovazebni rizeni vyuziva i informace o skute¢ném
vystupu systému a snazi se tak eliminovat chyby v disledku neurcitosti a chyb zpu-
sobenych nepfesnosti modelu.

Dualni rizeni

Chceme navrhnout regulator pro zadany systém s neznamymi parametry. Ukoly jsou tedy
dva: 1. opatrnost - efektivné systém ridit a 2. testovdns - urcit nezname parametry. Tyto
dva pFistupy jsou ale obecné v rozporu. Abychom mohli systém dobfe Fidit, potfebujeme
znat parametry co nejpiesnéji. Nejvice informaci o parametrech vSak ziskame, kdyz je
systém vybuzen a nechova optimalné. Tyto pojmy neni snadné kvantifikovat, ale velmi
¢asto se projevuji v konkrétnich fidicich schématech. Nagim tkolem je pokusit nalézt
néjaky kompromis mezi obéma tikoly. Pravé tento piistup je oznacovan jako dudlni Tizent

12).

1.1.2 Formulace problému

V textu budeme pracovat zpravidla s diskrétnim systémem, ve smyslu systému s diskrét-
nim ¢asem, protoze vypocty jsou provadény ve vét§iné pripadt problematiky dualniho
fizeni numericky. Rovnice popisujici systém jsou v8ak zpravidla ve spojitém tvaru, (model
Casto vychézi ze skutetnosti, popiipadé fyzikalnich zékoni). V tomto pfipadé provadime
diskretizaci.

Zakladni problém je formulovan podle [2] nésledovné:

Uvazujme stavovy popis diskrétniho dynamického systému
xk+1:fk(xk7uk7wk)7 k:OaaN_l ) (]-]-)

kde xj, je stavova proméné, uy Fizeni a wg ndhodné porucha, ve v ¢ase k pii celkovém
¢asovém horizontu N. Na fizeni u; klademe omezeni, Ze mize nabyvat pouze hodnot z
neprazdné monoziny Uy (zy) zévislé na stavu x;. Ndhodna porucha wy, je charakterizovana
rozdélenim pravdépodobnosti Py, které muze explicitné zéviset na xp a ug, ne vSak na
ptredchozich poruchach wg_q,...,wg.

Dale uvazujme mnozinu fizeni, jedné se o posloupnost funkci

7= {Ho, oy vt}

kde py, pFifazuje stavu xy, piipustné fzeni uy = pp(zk), to je takove, ze ug(xg) € Uk(zk),
mnozinu piipustnych feseni oznaéme 1I. Mame-li dany pocéatecni stav xp a piipustné
FeSeni m muzeme stavy xp a poruchy wy povazovat za ndhodné veli¢iny s rozdélemim
definovanym systémem rovnic 1.1, kde za Fizeni u; dosadime hodnotu funkce pyp v xg.

Pro dané ztraty v jednotlivych ¢asech — funkce gi, pak definujeme ocekavanou ztratu
T v xg jako

N—-1
Jx(z0) = E {QN(JJN) + > gk (@, pian), wk)}

k=0

12



kde je ocekavana hodnota poéditana pres nahodné veli¢iny wy a xx. Optimalni fizeni 7*je
praveé to, které minimalizuje ztratu

J * |\ — IIl.Il J X .
™ ( O) 11_[ ﬂ'( O)
Optlmélni ztratu ozna¢me J* ((170)

1.1.3 Dynamické programovani

Dynamické programovni dle [9] je jednim ze zpiisobti navrhu algoritmu pro Feseni jistych
typu optimaliza¢nich problémt. Konkrétné se uplatiuje v piipadé, Ze jde o diskrétni opti-
maliza¢ni tlohu, na feSeni daného problému miizeme nahlizet jako na koneénou posloup-
nost rozhodnuti a plati princip optimality.

Princip optimality

k4, ze optimdlni posloupnost rozhodnuti musi mit nasledujici vlastnost: JestliZe jsme
uZ udélali k rozhodnuti, musi byt vSechna ndsledujici rozhodnuti optimdlni vzhledem k
vysledkim rozhodnuti pFedchozich, jinak nemiZeme dostat optimdlni fesend [9].

Princip optimality v teorii rizeni

Necht 7* = { KOs T - s ,u*Nfl} je optimalni Fidici strategie pro zékladni problém a pied-
pokladejme, ze kdyz aplikujeme ¥izeni 7, dany stav x; se vyskytne v Case ¢ s pozitivni
pravdépodobnosti. Uvazujme podproblém, kdy ve stavu z; a ¢ase ¢ chceme minimalizovat

ndklady na pokracovdni (v anglické literatuie oznacovano jako ,cost-to-go“) od ¢asu i do
N

N-1
E {gN(xN) + Z Ik (ke ok (), wk)}

k=i
Potom tusek strategie {uz‘, Wigse- >/ﬁv71} je optimélni pro tento podproblém.
Intuitivné je princip optimality velmi jednoduchy. Jestlize usek strategie { U TR ,u*jv_l}

nebude optimalni, budeme schopni déle zredukovat cenu pfechodem k optimalni strategii
pro podproblém.

Princip optimality umoziuje optimalni strategii konstruovat postupné. Nejdiive nalezneme
optimalni strategii pro koncovy podproblém zahrnujici posledni krok. Poté rozsifujeme
podproblém od konce pfidanim pfedposledniho kroku a tak déle. Takto miize byt vytvoiena
optimalni strategie pro cely problém.

Algoritmus dynamického programovani je tedy zaloZen na nésledujici mySlence: Al-
goritmus pracuje iterativné a esi koncové podproblémy pro dany Casovy tsek, pfi tom
vyuzivé feseni pfedchozich koncovych podproblémi pro kratsi casové aseky. Pievzato z

12).

13



Formulace algoritmu dynamického programovani

Podle [2], pro kazdy pocateni stav xp, je optimélni cena J*(xg) zdkladniho problému
rovna Jo(zg), ziskané z posledniho kroku nasledujiciho algoritmu, ktery prochézi zpét
¢asy od N —1 do 0:

In(zn) = gn(zN)

Je(zg) = min  E{gr(xg, uk, wi) + Jep1 (fe(zr, ug, wi)) (1.2)

up €U (T )wi
k=0,1,...,N —1

kde je ocekavana hodnota pocitana podle ndhodné veli¢iny wy, kterd obecné zavisi na
x) a ug. Dale, kdyZz u} = pj(x)) minimalizuje pravou stranu rovnice (1.2) pro kazdé xy,
a k, stretegie m% = {,u’{, e ,,u}‘v_l} je optimalni.

Hodnotu Ji(zx) je mozno interpretovat jako optimélni cenu pro (N — k)-ty krok prob-
lému zacinajiciho ve stavu xy a ¢ase k, a kon¢iciho v ¢ase N. Nésledné oznacujeme Ji ()
naklady na pokracovani (,cost-to-go*) ve stavu zj a Case k, a Jj oznatujeme jako funkci
naklad na pokracovani (,cost-to-go function“) v Case k.

Idealné bychom chtéli vyuzit algoritmus dynamického programovani k ziskani Jy vyjadiené
v uzavieném tvaru nebo k ziskdni optimdlni strategie. Existuje mnoho piipadi, kdy je
dand tloha tesitelna analyticky, obzvlasté za zjednodusujicich pfedpokladt. To je velmi
uziteéné zejména pro lepsi nahled do problematiky a jako voditko pro slozit&jsi modely.
Avsak ve vétsiné piipadi neni analytické FeSeni mozné, pak je tfeba pouzit numerické
FeSeni pomoci algoritmu dynamického programovani. Tento pfistup miize byt ¢asové velmi
narofny, zejména minimalizaci v rovnici (1.2) je tfeba provést pro kazdou hodnotu zy.
Stavovy prostor musi byt diskretizovan, nejedna-li se o kone¢nou mnozinu a vypocetni
néroky pak nartdstaji proporciondlné k poc¢tu moznych hodnot zj. Nicméné dynamické
programovani je pouze obecny piistup pro iterativni optimalizaci pfi uvazovani nejistoty
v systému.

1.1.4 Uplna a nedplna stavova informace

V optimalnim ptipadé by bylo mozno méfit viechny stavové veli¢iny systému a na jejich
zékladé libovolnym zpusobem upravovat jeho dynamické vlastnosti. Ve skutecnosti ale
zpravidla neni mozné v8echny stavy zméfit a musime se rozhodovat pouze na zakladé
informaci, které mame k dispozici, pak mluvime o netplné informaci o stavu systému
[5, 2]. MtZe to byt zpusobeno napiiklad nedostupnosti hodnot nékterych stavii, pouzité
meérici pfistroje mohou byt nepresné nebo naklady na ziskéni pfesné hodnoty stavu mo-
hou byt p#lis omezujici. Pfipady tohoto typu modelujeme zpravidla tak, ze v kazdém
kroku regulator obdrzi jisté pozorovani skuteéné hodnoty stavu, které ovSem mtize byt
ovlivnéno a narusSeno stochastickou nejistotou. Teoreticky se vSak problém s netplnou in-
formaci o stavu neodliSuje od tloh s uplnou stavovou informaci, protoze existuji zptusoby,
jak pfevést (redukovat) systém s nedplnou informaci na systém s uplnou. Tyto postupy

14



obecné vedou na algoritmy vyuzivajici dynamické programovani, ale jsou vypocetné mno-

v,

[2] budou nésledovat po formulaci problému:

Formulace problému s neiplnou informaci o stavu

Nejdiive formulujme zékladni problém s netplnou stavovou informaci, ktery nésledné
redukujeme na systém s informaci tiplnou. Uvazujme rozsifeni zdkladniho problému 1.1,
kde ale regulator, namisto pfistupu ke stavu systému, ziskdva pouze pozorovani zi ve
tvaru

z0 = ho(xo,v0), 2k = hgp(zk,up—1,vx), k=1,2,...,N —1, (1.3)
kde v, reprezentuje ndhodnou poruchu pozorovani charakterizovanou rozdélenim pravdépodob-
nosti P, , kterd zavisi na soucasném stavu a vSech piedchozich stavech, fizenich a poruchéch.
Dale také pocatecni stav xg povazujeme za ndhodnou velic¢inu s rozdélenim P, .

Soubor informaci dostupnych regulatoru v ¢ase k ozna¢me I informac¢nim vektorem.
Tedy

Ik = (zo,...,zk,u(),...,uk_l), kZl,...,N—l,

IO = 20-
Uvazujme mnozinu p¥ipustnych ¥izeni jako posloupnost funkci 7 = {ug, ..., un—1}, kde
kazda funkce py ptifazuje informaénimu vektoru Iy ¥izeni py(I;) € Uy, pro viechna I,
kde kK = 0,..., N — 1. Chceme najit p¥ipustnou ¥idici strategii, to jest posloupnost m,
ktera minimalizuje o¢ekdvanou ztratu

N-1
Jr=E {9N(96N) +> (xk,uk(fk)Wk)} ;

k=0

kde je o¢ekavana hodnota pocitana pies ndhodné veliCiny xg a wg, v prok =0,..., N—1.
Veli¢iny zj a zj, se vypoditaji z rovnic 1.1 respektive 1.3, pfi¢emz v nich polozime uy =
1o (L)

Redukce na systém s Gplnou stavovou informaci

Tento postup je zalozen na myslence definovat novy systém, jehoz stav v Case k je mnozina
vSech hodnot, kterych mutze vyuzit regulator pii tvorbé fizeni. Jako stav nového systému
tedy volime informacni vektor I a ziskdime systém

Ik+1 = (Ik7zk+1,uk), Io = 20, k= 0, ce ,N — 2. (14)

Na tento systém povahy zakladniho problému s tplnou informaci mtzeme pohlizet tak, ze
Iy, je stav. Rizenf uy, a pozorovani zi lze pak chapat jako ndhodné poruchy. Déle rozdéleni
pravdépodobnosti 2,41 zavisi explicitné pouze na stavu Iy a Fizeni ug. Ztratovou funkci
vyjadienou pro novy systém je mozno zapsat jako

E {g (z, uk, wi)} = E{Ey, w, {9k (g, ug, wi) | Tr, ur}}.
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Tedy ztrata béhem jednoho kroku vyjadiena jako funkce nového stavu I a Fizeni uy je

Gk Uk,ur) = BEgy wy, {98 @k, ug, wi) | Iy, ug} (1.5)

Puvodni zékladni problém s netplnou stavovou informaci byl tedy pireveden na tlohu s
uplnou stavovou informaci s rovnici popisujici systém 1.4 a ztratou béhem jednoho kroku
1.5. Nyni je pro néj mozno napsat algoritmus dynamického programovani. (mozné sem
dét i rovnice DP)

Postacujici statistika

P#i uziti algoritmu dynamického programovani za nedplné stavové informace je hlavni
problém v jeho vyhodnocovini ve stavovém prostoru, jehoz dimenze neustéle roste. S
kazdym dal§im méfenim dimenze stavu a tedy informaéni vektor I naristd, proto se
snazime redukovat mmnozstvi dat skuteéné potiebnych pro tucely Fizeni. Hleddme tedy
popis znamy jako postacugjici statistika, ktery bude mit mensi dimenzi nez Iy, ale soucasné
zahrne veskery dulezity obsah I potiebny pro fizeni. Jako postacujici statistiku oznacéme
funkci Sy informad¢niho vektoru Iy, tedy Sk(Ix) takovou, ze minimalizuje ztratu v algo-
ritmu dynamického programovéani pies vSechna pfipustnd fizeni. CoZ miiZzeme zapsat pro
vhodnou funkci Hy jako
Jk(Ik) = min Hk(Sk(Ik),uk)
u €U

Po funkci S samoziejmé chceme, aby byla charakterizovana mensi mnozinou &isel, nez
informacni vektor Iy, abychom ziskaly vyhody z jejiho pouziti. Obecné existuje mnoho
funkci, které mohou slouzit jako postacujici statistika. Trividlnim piikladem mutze byt
identita Sk(Ik) = [k-

Zavisi-li rozdéleni pravdépodobnosti poruchy pozorovani vy, explicitné pouze na bezprostiedné
predchéazejicim stavu, Fizeni a poruSe systému, tedy na xp,ug,wr a nezadvisi na pred-
chozich hodnotéch xg_1,..., 20, Up_1,...,U0, Wk_1, ..., W, Vg_1,-..,Vo MiZeme za postacu-
jici statistiku volit podminéné rozdéleni pravdépodobnosti P, o kterém lze ukazat (viz
[2)), 7e

ks

Jk(Ik) = min Hk(kauk,uk) = ‘]k(kaUk)’
uk €U
kde Hy a Jj jsou vhodné funkce. Optimalni fizeni pak ziskdme ve tvaru funkci pod-
minéného rozdéleni pravdépodobnosti pux(Ix) = fiy(Pyy 1) Pro k = 0,..., N — 1. Tato
reprezentace muze byt velmi uzite¢né, protoze nam umoziuje rozlozit optimalni fizeni
na dvé nezavislé Casti:

1. pozorovatel (estimétor), ktery v Case k pouZije méfeni zj a Fizeni ui_1 k vygen-
erovan{ rozdéleni pravdépodobnosti P, |,

2. ovladac (reguldtor), ktery generuje vstupy (¥izeni) pro systém jako funkci rozdéleni
pravdépodobnosti P, |,

Tento rozklad pak umoziiuje navrhovat kazdou z Casti samostatné podle charakteru
konkrétni tulohy.
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1.1.5 Kalmanauav filtr

Chceme Fesit nasledujici problém, viz [5]: Mame linedrni systém s neuplnou stavovou
informaci a snazime se odhadnout (rekonstruovat, estimovat) stav systému z méfitelnych
vstupnich a vystupnich veli¢in. Déle predpokladejme, ze méfeni vystupu a popiipadé i
vstupu je zatiZzeno chybou méfeni. Tyto nepfesnosti méfeni mizeme modelovat jako adi-
tivni Sum. Odhadovéni (rekonstrukei, estimaci) potom navrhujeme pomoci stochastickych
metod. Refeni vede na takzvany Kalmanuv filtr.

Nésledujici formulace problému a popis algoritmu Kalmanova filtru je pfevzat z [2],
kde 1ze také nalézt odvozeni pfislusnych rovnic: Mame dva ndhodné vektory x a y, které
jsou svazény sdruzenym rozdélenim pravdépodobnosti tak, ze hodnota jednoho poskytuje
informaci o hodnoté druhého. Zname hodnotu y a chceme uréit (odhadnout) hodnotu z
tak, aby stfedni kvadratickd odchylka mezi x a jeho odhadem byla minimalni.

Takovy odhad muzeme zistat v nejjednodussim piipadé metodou nejmensich ¢tverci,
ale pro tento zptisob je tfeba velkého poc¢tu méteni. Jako lepsi zptisob se ale jevi vyuzit
sekven¢ni struktury problému a iterativné pouzit Kalmanuv filtr, kdy odhad v ¢ase k+1
ziskdme na zakladé jednoduchych rovnic pouze z pfedchoziho odhadu a nového métreni v
Case k, zadna predchozi méreni nejsou explicitné zahrnuta.

V dalsim textu oznacme &y, apriorni odhad stavu, tedy odhad stavu v ¢ase k na zak-
ladé informaci az do Casu k — 1. Analogicky ¥ ;_ oznacuje apriorni kovarian¢ni matici.
Aposteriorni odhad stavu oznacme &y, to jest odhad v Case k na zakladé informaci az
do ¢asu k. Aposteriorni kovariancni matice je pak oznacena .

System
Uvazujme linearni dynamicky systém bez Fizeni (ug = 0) ve tvaru
Tpr1 = Agxr +wg, k=0,1,...,N —1,

kde xj, je vektor stavu, wy vektor ndhodné poruchy a matice Ay predpokladame znamé.
Dale rovnice méreni je

2z = Crop +vg, K=0,1,...,N — 1,

kde zy, je vektor pozorovani (méfenych velic¢in) a vy vektor Sumu. Necht g, wo, ..., wN_1,v0,...,UN_1
jsou vektory nezavislych ndhodnych veli¢in s danym rozdélenim pravdépodobnosti, takovym,
ze
E{wy} =E{vx} =0, k=0,1,...,N — 1.
Oznacme

S=E {(xo — E{wo}) (z0 — E{xg})T} , My, = E{wpw?}, Ny = E{ogol'},

a necht matice Ny pozitivné definitni pro vSechny casy k.
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Algoritmus Kalmanova filtru
Predpokladejme, Ze méame spocitany odhad ;1 spoletné s kovarian¢ni matici Xg_1 =

A A T < f 1.2 i ww . P
E { (mk — iL‘k|k_1) (ack — xk|k_1) } V cCase k ziskdme dalsi méfeni z = Crx + vg. Nyni

muZzeme ziskat aposteriorni odhad stavu Zy; v Case k jako

) ) -1 )
Eak = Eppp1 + Srp—1Cr (CeSpa—1Cr + Ni) ™ (21 — Crdipp—t) » (1.6)

dale pak apriorni odhad stavu Zpiq v Case k + 1, tedy Zpyip = Aglpp- Apriorni
kovarian¢ni matici v ¢ase k + 1 vypocitame z

Ski1k = ASepAl + My,

. , R . . A A T o ;
kde aposteriorni kovarianéni matici Xy, = E { (mk — $k\k) (mk — :Ek|k.) } mizeme ziskat

7 rovnice 1
Skl = Skfp-1 — Sap-1C% (ChSap-1C8 + Ni) CrSpppt.

Pridanim pocatecnich podminek #g_; = E{wzo} a X = S ziskdme algoritmus Kalmanova
filtru, ktery ve své podstaté rekurzivné generuje posloupnost linearnich odhadi zalozenych
na metodé nejmensich ¢tverca.

Déle je mozno vyjadrit rovnici 1.6 ve tvaru

Erjk = Ap—1@p—1jp—1 + SprCl Ny (2 — CoAp—1@i—15-1) 5
ktery pii uvazovani systému se vstupem
Trr1 = Agxr + Brup +wi, k=0,1,...,N =1,
umoziuje vypocitat rekurzivné aposteriorni odhady stavi &y, v Casech k z rovnice
Erk = Ap-18p—1)p—1 + Beortn—1 + SppCL N (21 — CrAp—18-1j5-1) »
pri¢emz rovnice pro vypocet aposteriorni kovarianéni matice Ek‘ 1 zlistavaji nezménény.

1.1.6 Deterministické systémy se spojitym casem

I kdyz zpravidla pracujeme s diskrétnimi systémy, zejména z divodi vypocti na poci-
taci, teorie optiméalniho Fizeni spojitych systémt muZe byt velmi uzite¢na. Poskytuje
totiz dilezité principy, které jsou velmi ¢asto pouziviny pii nadvrhu algoritmi pro dualni
fizeni. Konkrétné se jedna o Hamilton-Jacobi-Bellmanovu rovnost a Pontryagintv princip
minima.
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Spojity systém
Dynamicky systém se spojitym casem uvazujeme dle [2]| ve tvaru
B(t) = flalt)ult), 0<t<T, (1.7
z(0) = mo,
kde z(t) je stavovy vektor v Case t, @(t) je vektor prvnich derivaci podle ¢asu v ¢ase t,
u(t) € U je ¥idici vektor v ¢ase t, U je mnoZina omezeni ¥izeni a T je ¢asovy horizont. O
funkci f predpoklddame, Ze je spojité diferencovatelnd vzhledem k x a spojitd vzhledem k
u. Rovnice 1.7 pfedstavuje soustavu n diferencidlnich rovnic prvniho fadu. Nagim cilem je
nalézeni piipustné Fidici trajektorie {u(t) | ¢t € [0,T]} a odpovidajici stavové trajektorie
{z(t) | t € [0,T]} takové, Ze minimalizuji ztratovou funkci ve tvaru

T
h(x(T)) + /0 g (x(t), u(t)) dt,

o funkcich g a h pfredpokladame, Ze jsou spojité diferencovatelné vzhledem k x a g je
spojita vzhledem k wu.

Hamilton-Jacobi-Bellmanova rovnost

Hamilton-Jacobi-Bellmanova rovnost je parcidlni diferencidlni rovnici, kterd je splnéna
optimalni funkci nakladi na pokracovani J*(t,z). Tato rovnice je analogii algoritmu
dynamického programovéni ve spojitém Case. Rovnici lze psat podle [2] ve tvaru

0 = miIUl [g(z,u) + Vi J*(t, x) + Vo J* (t,2)T f(z,u)], Vi, (1.8)
ue
J(T,z) = h(x).
Jedna se tedy o parcialni diferencialni rovnici s okrajovou podminkou. O funkci J*(¢, x)
jsme prredpokladali diferencovatelnost, apriorné ale jeji diferencovatelnost nezname a tedy

nevime, jestli J*(¢,x) fesi rovnici 1.8. Mizeme v8ak pouzit nésledujici tvrzeni, jehoz
formulaci i dukaz lze nalézt v [2]:

Veta o dostatecnosti:
Necht je funkce V (¢, z) spojité diferencovatelna vzhledem k ¢ a x a necht je feSenim
Hamilton-Jacobi-Bellmanovy rovnosti:

0 = IJleltl;l [9(z,u) + ViV (t,2) + VoV (t,2) f(z,u)], Ytz (1.9)
V(T,z) = h(z), V.

Piedpokladejme dale, ze p*(t, z) dosdhne minima v rovnosti 1.9 pro viechna t a x.
Necht {z*(¢t) | t € [0,T]} oznacuje stavovou trajektorii ziskanou pi¥i dané pocatecni
podmince z*(0) = zo a Fidici trajektorii u*(t) = p*(¢,2*(t)), t € [0,T]. Pak V je
rovno optimalni funkci ndkladi na pokracovani, tedy

V(t,z) = J*(t,x), Vt,zx.
Navic fidici trajektorie {u*(¢t) | t € [0,T]} je optimalni.
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Pontryagindiv princip minima

Pontryagintiv princip minima je dilezitym teorémem optiméalniho ¥izeni. Poskytuje nut-
nou (ne vSak postacujici) podminku pro optimélni trajektorii, je tizce spiiznén s Hamilton-
Jacobi-Bellmanovou rovnosti a lze ho z ni podle |2] také odvodit. Princip minima je
vyhodné formulovat pomoci Hamiltonidnu. Oznatme p gradient optimélni funkce néak-
ladi na pokraovani pro optimalni stavovou trajektorii p(t) = Vo J* (¢, 2*(t)) a definujme
Hamiltonién jako funkci zobrazujici trojice vektoru (z,u,p) do realnych ¢isel

H(z,u,p) = g(z,u) +p' f(z,u).
Rovnice pro systém pak mtze byt zapsana v kompaktnim tvaru
i (1) = V,H (2 (t), 0 (£), p(t))
Obdobné mizZe byt zapséna pro p takzvana adjungovand rovnice
p(t) = =V (27(t),u" (1), p(t)) -
Pontryagintiv princip minima je podle |2| formulovan nésledovné:
Princip minima:
Necht {u*(t) | t € [0,T]} je optimalni Fdici trajektorie a necht {z*(¢) | t € [0,T]}
je odpovidajici stavova trajektorie, to jest
& (t) = f(a(1),u" (1)), «"(0) = xo.
Necht dale p(t) je feSenim adjungované rovnice
p(t) = =V (27(t),u" (1), p(t)),
s okrajovou podminkou p(7T") = Vh (z*(T)). Pak pro vSechna ¢ € [0,T]

u*(t) = arg IUDGIZIJIH (" (t),u,p(t)) .

Navic existuje konstanta C' takova, ze

H (2 (8),u* (1), p(t)) = C, ¥t € [0,T].

1.1.7 Algoritmy pro dualni rizeni

Metody pro nalezeni optimélniho Fizeni lze obecné rozdélit do dvou zdkladnich kategorii
na globdlni a lokdlni viz [8, 7].

Globélni metody, pouZivané zejména v posilovaném uceni (,Reinforcement Learning"),
jsou zaloZeny na na Bellmanové principu optimality, Hamilton-Jacobi-Bellmanové rovnosti
a dynamickém programovani. Tyto algoritmy hledaji globdlné optimalni zpétnovazebni
fizeni pro vSechny stavy obecného stochastického systému a proto podléhaji nebezpeci
,problému dimenzionality* nebo také rozmérnosti (z anglického “curse of dimensionality”
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doslovné - kletba rozmérnosti). Jednoduse muzeme tento problém chéapat tak, ze p¥i num-
erickém Feseni tlohy jsou poc¢itacem prochézeny vSechny body diskretizovaného stavového
a Tidiciho prostoru jejichz pocet s rostoucim poctem dimenzi extrémné (exponencialné)
rychle roste. Vypocet pro mnohadimenzionalni dlohy se pak stava co do pamétovych
néarokt, ale hlavné z hlediska vypocetniho ¢asu prakticky nerealizovatelnym.

Lokalni metody, ¢astéji studované v teorii fizeni, souvisi s Pontryaginovym principem
maxima. Jejich podstatou je nalezeni Fizeni, které je pouze lokalné optimélni v okoli né-
jaké  extremalni“ trajektorie. Vétsinou je uzito deterministickych prostiedki jako feSeni
soustavy oby¢ejnych diferencialnich rovnic (napiiklad st¥elbou nebo relaxaci). Tento
pristup ale vede na pfimovazebni fizeni a nezle uzit pro stochastické tlohy, vyhyba se ale
problému dimenzionality, coz umoznuje fesit i komplexnéjsi problémy.

V posledni dobé je snaha vyvijet nové algoritmy, které kombinuji vyhody obou vyse
zminénych piistupi. Piikladem mize byt diferencidlni dynamické programovdni (DDP).
Tento algoritmus ztistava lokalni metodou ve smyslu, ze uchoviva pouzve jedinou tra-
jektorii, kterd je lokdlné vylepSovéna. VylepSeni vSak neni zalozeno na FeSeni soustavy
oby¢ejnych diferencialnich rovnic, ale na dynamickém programovani aplikovaném na okoli
- “trubici” podél soucasné trajektorie. Jedné se o algoritmus s konvergenci druhého Fadu.
Jesté efektivnéjsi je metoda podobna DDP, iterativni LQG (iLQG). Tento algoritmus
je zaloZen na linearizaci nelinedrni dlohy v kazdém bodé reprezentativni trajektorie a
nésledném feSeni modifikované Riccatiho rovnice. Vyhodou DDP i iLQG je, Ze jejich
vysledkem je zpétnovazebni fizeni. Obé metody jsou ale stale deterministické a nedokazi
se vypofadat s nekvadratickymi ztratovymi funkcemi a pozadavky na omezené fizeni.

S vySe zminénymi problémy se snazi vyporadat modifikovana iLQG, ktera bude mozna
pouzita pro srovnani s tistfedni metodou této prace iLDP. Déle pak do kategorie smiSenych
metod spada pravé i metoda iLDP, kterd bude podrobné popséna déle.

1.2 Vyber konkrétnich algoritmii pro srovnani

1.2.1 LQG
(iLQG)

1.2.2 Princip separace

1.3 Algoritmus iterativniho lokalniho dynamického
programovani

Algoritmus iLDP byl vytvofen pro tucely nalezeni stochastického optimalniho fizeni v
mnohadimenzionélnich stavovych a fidicich prostorech. Tento pFipad je Casty zejména
pii fizeni biologickych pohybti. Metoda je popsana autory v ¢lanku [7] a z tohoto zdroje
je také prevzata.

Zékladni popis algoritmu, tak jak ho autofi podali, je vS8ak pouze Sablonou a mnoho
detaili a dil¢ich ¢asti je ponechéno na vyfeSeni pii konkrétni realizaci. To se tyka zejména
pouzitych aproximaci pro jednotlivé funkce, zejména aproximace Bellmanovy funkce a
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aproximace hledaného regulatoru. Dale, protoze algoritmus vyuziva hleddni minima, neni
v zakladnim popisu algoritmu vyfesen konkrétni typ minimalizace. Pouzity minimalizacéni
algoritmus se samoziejmé lisi podle konkrétniho problému, zejména jedna-li se o mini-
malizaci omezenou nebo neomezenou. Jesté je tfeba zminil, Zze pro algoritmus je nutno
zvolit parametr ,yvelikosti okoli, protoze se jedné o lokalni metodu.

1.3.1 Formulace problému

Nagim tukolem je nalézt fizeni u = 7 (¢, x), které minimalizuje ofekavanou ztratu

J(x) = E,, <h(x,7r(t,x)) + /O Tl(x,w(t,x))dt)

obecné pro spojity systém:

dx = f(x,u)dt+ F(x,u)dw

x(0) = xo (1.10)
t € [0,7]
v diskrétnim tvaru:
Xpr1 — X, = f(x,u)- Ak + F(x,u)eg

X(k:()) = X (1.11)
E e {0,1,...,N}
Ak = (k+1)— (k)

kde hledame Fizeni u = 7(k, x), které minimalizuje o¢ekdvanou ztratu as:

N-1
J(r)=FE (h(xm(N, x)+ Y lk(x,ﬂ(k,X))Ak>
k=0
1.3.2 Osnova algoritmu

Algoritmus pracuje iteracné, kazd4 iterace zacne s fizenim 7 a vytvoii zlepSeni /. P¥icem?
prvotni feseni my musime algoritmu dodat jako apriorni informaci. Pro zajisténi globédlni
konvergence je mozno nové feSeni hledat jako konvexni kombinaci starého a algoritmem
nalezeného feseni

% = ar’ + (1 — a)m; 0 < a < 1; J(7"°) < J(n)

V kazdé iteraci prob&hne nejprve pripravna faze, kdy z fizeni 7(k, x) generuje primérnou
trajektorii Z(k) FeSenim rovnice 1.10 respektive 1.11. Nésledné se pocita aproximace
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V(k,x) Bellmanovy funkce V(k,x) v ¢ase odzadu, tj. od N k 1. Soufasné politame i
aproximaci ¥izenf 7' (k,x) ... 7" (N —1,x). Tedy pro kazdy ¢as k takovy,7e k= N—1...1
jdeme zpét, pricemz pokldadame v koncovém c¢ase N hodnotu aproximace Bellmanovy
funkce V (N, x) = h(x) a provadime nasledujici étyii kroky:

1. Generujeme mnozinu stavi {x(“) }n:
x(k).

Zde se projevuje lokidlnost metody. Mnozina stavi {x(")} je vybrana z okoli primérného
stavu x(k). Toto okoli a zpisob vybéru mnoziny je t¥eba konkrétné specifikovat.
Pro téely implementace tohoto algoritmu bylo okoli specifikovano parametrem p?.
MnoZina stavi {x(”)} pak byla generovdna nadhodné jako ndhodné veli¢ina s nor-
mélnim rozdélenim se stfedni hodnotou rovnou primérnému stavu X (k) a rozptylem
specifikovanym parametrem p?.

Pocet vzorki M je nutno zvolit pfi implementaci algoritmu. Obecné je nejlepsi
volit maximélni mozné ¢islo, oviem s rostoucim pocétem vzorku rostou i pamétové
néroky a vypocetni ¢as algoritmu.

1y shroméazdénych kolem primeérného stavu

2. Pro kazdé x(™ vypocitdme optimalni Fizeni u(™ minimalizaci Hamiltonianu
ey 1 y
H(k,x,u) =1(x,u) + f(x,u)" Vy(k+ 1,x) + itr (Z(x, u) Ve (k + 1,x)>

s inicializatnim bodem 7 (k,x(™). Kde X(x, u) = F(x,u)F(x,u)”. Tedy optimalni
Fizeni v ¢ase k pro stav n hledame jako u(™® = argminy H(k,x,u).

Pro minimalizaci lze pouzit napiiklad minimalizac¢ni funkce programu Matlab z
baliku Optimization Toolboz, konkrétné se jedna o funkce fminunc respektive fmincon
pro neomezenou respektive omezenou minimalizaci. V pfipadé, ze by bylo moZno
spocitat minimalizaci analyticky, jednd se samoziejmé o nejlepsi zptisob.

3. Pro kazdé x(k) aproximovat (™ = V (k,x(™) pouzitim Hamolton-Jacobi-Bellmanovi
rovnosti

V(k,x"™) ~ Ak - H(k,x™ u™) + V(& +1,x™)

4. Vypoditat novou aporximaci funkce f/(k, X) z mnoziny bodu {x(”),v(”)} a aproxi-
maci Fizeni 7’ (k,x(™) definované pro vechna x jako z mnoziny bodi {X(”), u(")}.

1.3.3 Detaily implementace

1.3.4 Konkrétni pouzité aproximace

Vypocet hodnot a aproximace V (Vy, Vys) je opakovany. Je tedy tieba vysoké opti-
malizace, proto je pouzita linedrni aproximace ve tvaru linearni kombinace dvakrat
diferencovatelnych zakladnich funkci ¢(x) € RF kde P < N. Jako zakladni funkce
jsou voleny funkce 1, z;, z;x;, a;ij Aproximace je volena jako Casové proménné, kdy
V(k,x) = ¢(x — x(k))Tw(k), kde w(k) je parametricky vektor zavisly na case k.
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Oznatme V, = oTw a Vig = L w prvni a druhou derivaci aproximace Bellmanovy
funkce podle proménné x respektive vektor a matici parcidlnich derivaci podle sloZek
vektoru x. Parametry aproximace pro jednotlivé ¢asy w se ur¢i linearni regresi. Pro v =
[v(l) . .U(M)] vektor cilovych hodnot a matici ® = [gf)(x(l) —x(k))...o(xM — x(k))] je
minimaln{ kvadratickd odchylka || v — ®Tw ||? pro volbu parametru w = ('I"I)T)_l Pv.

Protoze je primérna trajektorie x(k) konstantni v iteraci algoritmu, je z davodu
urychleni vypocétu aproximace vycentrovana v tomto bodé. Mnozina {X(”)} je Casové
proménnd, abychom nemuseli v kazdém kroku pocitat (<I><I>T)_1 &, polozime x( =
x(k) + e kde {5(")} je stejnd pro vSechny casy k. MnoZina{x(”)} se pak jakoby pohy-
buje podél trajektorie %(k). Tedy V(k,x™) = ¢(™)Tw(k) a ® je konstantni v nejen
Case, ale i v iteracich algoritmu a matici (<I><I>T)_1 ® je mozno piedpocitat (coz by neslo
pii zéavislosti na stavech).

1.3.5 Predbezny odhad vlatnosti algoritmu
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2 Systémy pro testovani

2.1 Jednoduchy systém

2.1.1 Popis problému

Tato uloha byla pfevzata z ¢lanku [6] zejména z divodu, aby mohla byt porovnana s
algoritmem navrzenym ve zminéném zdroji. Sami autofi [6] pak pFejali tento problém z
[1].

Jedna se o integrator s nezndmym ziskem, tedy lineadrni Casové invariantni systém s
jednim vstupem a jednim vystupem.

Yet1 = Yk + bpuk + epqa,
by ~ N(bg,Py), (2.1)
ex ~ N(0,0%),
cov(ex,br) = 0, Vk.
kde yj je vystup nebo také stav procesu v Case k, uy je fizeni v Case k. Varianci Sumu
o2 predpokladame znamou, stejné jako pocatecni hodnoty systému g, by a Py. Ukolem
je nalézt zpétnovazebni Fizeni

ult = uZt(ykvykfla e Yo, Ug—1,Uk—25 - - - ,U(]), 0 S k S N -1

minimalizujici oCekdvanou ztratu

N-1
JO = {ng})
k=0

g = (ki1 —e41)%

pro dany casovy horizont N a referencni signél, tj. pozadovanou hodnotu vystupu, ve
formeé posloupnosti {rk}gzl.

Pfi feSeni tohoto problému je vyhodné nahliZzet na systému jako tlohu s hyperstavem
Hy, = [yk, by, P]. Pak prvnf rovnici v 2.1 doplnime rovnicemi, ze kterych mohou byt
rekurzivné napodéitany parametry b a Py

bpr1 = by + Ki(yerr — yr — brug),
Poy1 = (1 - Kpug)Py,
ukPk
Ky = 55— —-
ukPk +o
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Pri¢emz ztrata v ¢ase k se zméni na
_ 2 P 2
gk = (Yk41 — Ths1)” + Prug.

2.1.2 Upravy rovnic
2.1.3 Konkrétni uziti

2.1.4 Pozorované vysledky
2.2 Synchronni motor s permanentnimi magnety

2.2.1 Popis systému

Nésledujici model popisuje synchronni elektromotormotor s rotorem tvofenym perma-
nentnimi magnety. Systém je popsin standartnimi rovnicemi synchronniho stroje s per-
manentnimi magnety ve staciondrnim tvaru

dig, Ry, Upy . e
Qo _ s Vpum g9 o
dt L. o+ L. wsind + 7.

dig Ry, Wpy )

L It 2.2
dt L. %6 L. wCcos v + . ( )
d k,p2 W B

6% = M(igcosﬁ—iasinﬁ)—jw_%zh

dy

-V = Ww.

dt

Zde i, g reprezentuji proudy a u, g napéti na statoru. Poloha (tihel otoceni) rotoru je
oznacen ¥ a w je pak rychlost otaceni. Dale R je rezistance a Lg induktance statoru.
Uppr ma vyznam magnetického toku permanentnich magnetd rotoru, B tfeni a 1 je
zatézovaci moment. Konstanta p, oznacuje pocet part pola a k, Parkovu konstantu.

Cilem je névrh fizeni bez senzort, kdy ¢idla pro méfeni polohy a otafek nejsou (z
riiznych divodi) pfitomna. Tedy jediné méfitelné veli¢iny jsou:

ye = lia(t),15(t), ua(t), up(t)] -

Které samoziejmé miizeme méfit jen s urcitou presnosti.
Diskretizace modelu 2.2 pomoci Eulerovy metody vede na nésledujici diskrétni popis:

. R, ) v ) Ak
okl = (1 — LsAk> ok + lI}DSM Akwy, sin ¥y, + fsua’k’
: _ R, , Ypm A
1B k+1 = <1 — LSAk> 18k — L. Akwy, cos Yy, + L. UB k&
B k,p2 U
Wgt1 = <1 — JAk) Wy + MAI{ (ig cos UV — Qg sindy) — pjpTLAk,

Va1 = U +wipAk.
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Kde Ak oznacuje diskrétni casovy okamzik. Pfedpokladame, Ze paremetry modelu zname,

mizeme tedy provést nasledujici substituci za téelem zjednodusSeni: a = 1 — %Ak,
2
b= %JAk, c= %—f, d=1- %Ak:, e= MAIC. Pro jednoduchost uvazujme model

bez zatsiieni, tedy zatézovaci moment 77, je nulovy a zjednoduSeny model je:

lak+1 = Qloj + bwysin Vg + cuq g,

igk+1 = aigi — bwycosVy + cugy, (2.3)
Wit1 = dwi+e(igpcosVy —iqpsindy),
Vpr1 = U +wipAk.

Tyto rovnice mizeme chépat jako popis systému se stavem x = [in,k, I8k, Wk, V).

2.2.2 Uprava rovnic

2.2.3 Aplikace iLDP
2.2.4 Vysledky jinych metod
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3 Vysledky

3.1 Vysledky algoritmu iLDP

3.1.1 Razna pocatecni nastaveni

3.2 Vysledky ostatnich pouzitych metod
3.2.1 LQG

3.2.2 Princip separace
3.3 Srovnani

3.3.1 Ziskané vysledky

3.3.2 Porovnani algoritmi

3.4 Diskuze pro metodu iLDP
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